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Este libro tiene su germen en las notas del curso semestral de álgebra lineal que he impartido a lo largo 
de varios años en el Instituto Tecnológico y de Estudios Superiores de Monterrey, campus Estado de 
México, las cuales son el esqueleto de lo que ahora pretendo mostrar como un cuerpo ya con piel y 
completo, que se desarrolló gracias a la experiencia adquirida a través de todos esos años. 

El objetivo principal es presentar a detalle y profundidad los principales temas del álgebra lineal, 
mostrando la utilidad de esta materia por medio de una gran variedad de aplicaciones a otros campos y a 
las propias matemáticas. Integrando la teoría, la práctica, el uso de tecnología y los métodos númericos 
de esta disciplina. 

El libro está diseñado de tal manera que se puede usar para un curso de uno o dos semestres, depen- 
diendo de los programas de estudio de cada institución y de la profundidad con la que se desee tratar 
cada tema. En el primer caso conviene cubrir las partes I y IL, exceptuando los apartados 4.2, 5.3.3 y 
5.3.4. Para el segundo caso, se recomiendan todos los temas de las partes I y II, las formas canónicas 
de Jordan del apéndice D y el material adicional que se incluye en el sitio web del libro. En ambas 
modalidades se pueden incluir las secciones que se consideren adecuadas de la parte III, especialmente 
las aplicaciones del capítulo 6. 

Como su nombre lo indica, Algebra lineal para estudiantes de ingeniería y ciencias está orientado 
para ser utilizado tanto en escuelas de ingeniería como en escuelas de ciencias, ya sea a nivel licenciatura 
o posgrado. Los requisitos académicos para la comprensión del material son las matemáticas elementa- 
les que se cubren a nivel medio superior (álgebra, geometría analítica y cálculo diferencial e integral). 

La mayoría de los estudiantes que toman un curso de álgebra lineal, salvo los que cursan la ca- 
rrera de matemáticas, se enfrentan por primera vez a una materia en la que se tienen que hacer de- 
mostraciones de teoremas y proposiciones matemáticas utilizando el método lógico-deductivo; es la 
principal dificultad que entraña un curso de esta naturaleza para el lector profano en el campo del 
rigor matemático. Sin embargo, en álgebra lineal la mayoría de las demostraciones son constructi- 
vas; es decir, la prueba de un teorema es en sí un algoritmo para resolver una serie de importan- 
tes problemas; lo cual representa una ventaja didáctica para poder iniciarse en el rigor lógico de las 
matemáticas. Aun tomando en consideración esa ventaja, aprender en qué consiste probar rigurosa- 
mente proposiciones matemáticas no es fácil. Para apoyar al estudiante en esta tarea, el apéndice A.2 
contiene una breve introducción al método deductivo y a los métodos de demostración en matemáti- 
cas —diseñada para que el lector pueda estudiarla por cuenta propia o con un poco de ayuda de 
su profesor—, a través de casos concretos y con un mínimo de conocimientos previos que segura- 
mente todo estudiante, a este nivel, posee. En estos tiempos, donde la credulidad y las pseudocien- 
cias son estimuladas mediáticamente como instrumentos de mercadotecnia para vender productos que 
"curan" todos los males —incluyendo los políticos y sociales—, el escepticismo, como una cultu- 
ra de lo que se afirma se demuestra, debería ser cultivado por el Homo sapiens moderno y el álge- 
bra lineal es una excelente oportunidad para iniciarse, al menos en la parte matemática, en esa cultura. 
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He dividido el libro en tres partes que, desde mi punto de vista, conforman lo que es el álgebra lineal. 
Las primeras dos contienen el núcleo teórico de la materia. La parte I —matrices, sistemas lineales, de- 
terminantes e inversas de matrices— es la más elemental y es la columna vertebral en la que se apoya el 
resto del libro; mientras que la II —espacios vectoriales, producto interior, normas, valores y vectores 
propios— es el corpus de ese núcleo que incluye los temas más relevantes del álgebra lineal. Estos dos 
segmentos constituyen los primeros cinco capítulos de la obra, y en ellos he intentado exponer el signifi- 
cado matemático del álgebra lineal. En la parte III —que contiene los últimos tres capítulos del texto—, 
a través de diversas aplicaciones en el capítulo 6, he tratado de hacer patente la utilidad práctica que 
tiene esta importante materia. Los cálculos numéricos en álgebra lineal pueden llegar a ser muy com- 
plejos aritméticamente y tomar demasiado tiempo realizarlos; afortunadamente en esta época contamos 
con tecnología para apoyarnos en esta tarea. En el capítulo 7, incluí el uso de la tecnología en el álgebra 
lineal, específicamente con MATLAB y la calculadora HP 50g; y EXCEL, para programación lineal. Sin 
embargo, una exposición del álgebra lineal que no muestra las dificultades inherentes que se presentan 
al hacer cálculos numéricos en esta materia y cómo resolverlas matemáticamente, es incompleta. Por 
esta razón, el capítulo final contiene una introducción relativamente profunda de los principales métodos 
numéricos que se utilizan en álgebra lineal; con más de 32 programas en MATLAB de esos algoritmos 
para ser utilizados o modificados, en este u otro lenguaje, por el estudiante a su conveniencia. 

Al escribir esta obra intenté tener siempre presentes los obstáculos a los que se enfrentan la mayoría 
de los estudiantes de álgebra lineal, el principal es el alto nivel de abstracción de la materia. Para soslayar 
esta dificultad, el libro contiene más de 200 figuras con el propósito de crear imágenes que puedan 
ayudar al lector a visualizar física y geométricamente entes abstractos y convertirlos en conceptos más 
concretos. Además, a lo largo de sus 8 capítulos y 5 apéndices, incluí más de 450 ejemplos para apoyarlo 
a comprender la materia. Sin embargo, pensé que esto no era suficiente, pues el estudiante necesita 
ver cómo se resuelven ejercicios en álgebra lineal, sobre todo aquellos que tienen contenidos altos de 
abstracción; por esta razón incorporé, en la última sección de cada uno de los primeros cinco capítulos 
—<que conforman el núcleo principal del libro— un grupo de ejercicios resueltos con detalle; en total 
forman un conjunto de más de 230 ejercicios de cálculos directos, demostraciones, etc., que junto con 
los ejemplos del texto suman un total de más de 680 problemas completamente resueltos que el lector 
puede consultar según lo necesite. Naturalmente, no basta con “ver”, se necesita “hacer” y, para ello, 
el libro contiene —al final de cada capítulo— una sección de ejercicios propuestos al estudiante —con 
respuestas a los ejercicios seleccionados en el apéndice E— para que practique a discreción o de acuerdo 
con las instrucciones de su profesor; en total el libro cuenta con más de 2300 ejercicios propuestos. 

Con el propósito de no interrumpir la exposición de la teoría en el texto y para facilitar su consulta, 
coloqué aparte, en el capítulo 6, las aplicaciones. Al principio de cada una de ellas se hacen explícitos 
los requisitos —del material del texto y de otras disciplinas— que se necesitan para su estudio. El nivel 
de las aplicaciones aumenta gradualmente desde el muy elemental hasta un nivel que demanda mucho 
más esfuerzo para su comprensión; sin embargo, confío que la utilidad final que el estudiante encuentre 
en ellas bien valdrá la pena el tiempo invertido para su estudio. De hecho, este capítulo se puede abordar 
inmediatamente después de que se cumplan los requisitos que señala la aplicación correspondiente; por 
ejemplo, las aplicaciones de las secciones 6.1, 6.2, 6.4, 6.5 y 6.6, se pueden tratar en seguida que se 
ha cubierto el material de matrices y sistemas lineales (o en forma simultánea). Sin embargo, en el 
texto hay algunas aplicaciones que en realidad están concatenadas a la teoría —por ejemplo, el tema de 
aproximación óptima en espacios normados, o la interesante teoría de detección y corrección de errores 
en códigos binarios que está al final del apéndice B—, esas no las incluí en el capítulo 6 y se encuentran 
dispersas a lo largo del libro; en la página 1109 hay una lista de ellas con referencias al lugar donde se 
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localizan en el texto. Una función semejante cumple el listado de la página 1110, que es una descripción 
de los principales programas en MATLAB que contiene el libro y señala su ubicación. 

Además, esta obra cuenta con una página donde el estudiante tendrá acceso a diversos recursos: 
www.mhhe.com/uni/delvalleagle. 

Espero que Álgebra lineal para estudiantes de ingeniería y ciencias cumpla con los propósitos para 
los que fue creado, sirva de apoyo a la labor docente de los profesores que trabajan educando en esta 
materia y que vosotros, estudiantes, encuentren en él no sólo dónde aprender álgebra lineal, sino que 
también disfruten de ese proceso como yo lo hice al escribir cada una de las líneas de este libro (también 
sufrí, ojalá ustedes no). 


México D.F., primavera de 2011 


JUAN CARLOS DEL VALLE SOTELO 


Matrices, sistemas y 
determinantes 


1.1 Matrices 


1 | Matrices y 
sistemas lineales 


En este capítulo se introducen los conceptos básicos que se requieren para estudiar álgebra lineal. Co- 
menzamos en la primera sección con el tema fundamental de matrices. Las matrices se crearon para 
Operar ciertos arreglos numéricos que aparecen tanto en aplicaciones como en las propias matemáti- 
cas. Continuamos en la segunda sección con el estudio general de sistemas de ecuaciones lineales. Los 
sistemas de ecuaciones lineales tienen una gran variedad de aplicaciones en ciencias e ingeniería y se- 
guramente el lector ya tuvo algún contacto con ellos en forma elemental en secundaria y bachillerato; 
aquí nos abocamos a un estudio general y profundo de este importante tema. La tercera sección con- 
tiene un compendio de ejercicios resueltos de las dos secciones precedentes para que el lector consulte 
el mayor número de ejemplos resueltos y un conjunto de ejercicios propuestos para que los resuelva el 
estudiante. 


1.1.1 Definiciones y ejemplos 


CCS 


Definición 1.1 Una matriz A es un arreglo de m-renglones o filas y n-columnas de m x n números 
reales: 


adi 412 ап 

d%1 02 `` An 
A = 

Ami Am2 ‘`’ Amn 


Se dice entonces que A es una matriz de tamaño m x n y simbólicamente se escribe 
A= [aij]. 


i = 1,2,...,m; j = 1,2,...,n. Esto es, ajj representa el número que se encuentra en la fila i y en la 
columna j. A los elementos ау se les llaman las componentes (entradas) de la matriz A. 


O Nota 1.1 


1. Los paréntesis rectangulares se pueden suplir por paréntesis circulares en notaciones matriciales. 
En este libro emplearemos paréntesis rectangulares. 
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2. En el caso particular de que una matriz tenga tamaño 1 x 1 escribiremos simplemente a en lugar 
de [a]; es decir, identificaremos toda matriz [a] con el número real a. 


» Ejemplo 1.1 Si 
—2 3 5 
Te 2 3" 


A es una matriz 2 x 3 y, para este caso, aj; = —2, a12 = 3, 413 = 5, a21 = —4, an = 2, a3 = 1.4 


O Nota 1.2 Al conjunto de matrices de tamaño m х n lo denotaremos, en este libro, por Mx. 


Definición 1.2 Dos matrices А = [a;;], B = [b;;| son iguales (A = B) si y sólo si: 


e A y B tienen el mismo tamaño y 
e 21; = bij NITE 
à E 1 3 9 I 3-39 
> Ejemplo 1.2 De acuerdo con la definición precedente 572 AF "A 


a 1 
—] 2a 


= 
“а 
o 
Il 
goo 
| 
T2 N 
= 
[m 


> Ejemplo 1.3 Determinar el valor de a para que las matrices А = | 


sean iguales.< 
Solución Dado que ambas matrices tienen el mismo tamaño ellas serán iguales si y sólo si coinciden 
componente a componente; para lo cual es suficiente que a = 2 y 2a = 4; esto es, paraa =2. Y 


> Ejemplo 1.4 Resolver el ejemplo anterior si A = | A A | yB = | : : | я 


Solución Рага que las matrices sean iguales se requiere, en este caso, que а = 1 y За = 4, luego se 
debe tener simultáneamente a = 1 y a = 4/3; lo cual es imposible. Por tanto А Æ B para cualquier valor 
dea. Y 


1.1.2 Operaciones con matrices 


1. Multiplicación de un escalar’ con una matriz. Si A € R y A = [а] € Mmxn se define AA = 
[Aa;;]. Es decir, el resultado de multiplicar una matriz con un escalar es la matriz que tiene como 
componentes cada una de las entradas de la matriz original multiplicada por dicho escalar. 

2. Suma de matrices. Si А,В € Munxn, A = [aij], B = [bij]; se define la suma de A con B como 
А+В = lc; gl; con сіу = aij + bij Vi, j. Así, la suma de dos matrices sólo se puede realizar cuando 


éstas tienen el mismo tamaño y el resultado es también una matriz m x n. 


!Diremos que todo número real es un escalar. 
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3. Multiplicación de una matriz fila por matriz columna.? 


by 
bzi 


[an ap © am]| | =aunbu +anbza +: aba. 
bni 
De acuerdo con esta definición, el producto de una matriz fila con una matriz columna sólo se pue- 
de llevar a cabo cuando la primera tiene tamaño 1 x n y la segunda n x 1 (las dos tienen el mismo 
número de componentes) y el resultado de la operación será una matriz 1 x 1 (un número real). 


4. Producto de una matriz m x п con una matriz n x p. Si А = [aij] € Muxn y B = [bij] € Mx p» 
el producto de A con B se define como AB = [c;;] donde 


n 
cij = У аар, 
kl 


para i = 1,2,...,m y j = 1,2,..., p. Es decir, la componente с;; del producto AB es el resultado 
de multiplicar la i-ésima fila de A con la j-ésima columna de B. Además, para poder efectuar el 
producto, la primera matriz debe tener el mismo número de columnas que de filas la segunda y la 
matriz AB tiene entonces tamaño т x p. En forma equivalente, si F;, i = 1,...,m, son las filas de A 


y Cj, j=1,...,p, son las columnas de B, entonces 


ЕС AG = ЕС, 
БС БСО == HC, 
AB = А . : : (1.1) 
Fala FC, ids Fac 
> Ejemplo 1.5 
ep ф =1 2 —/2 (^2 242 
e y2 2 —4 1 = 2/2 —4y2 v2 342 


2 —AJ2 0 5J2 


В —2 —4 -l —4 —5 2 =6 -9 1 
esia=] | y в-| 71 0 _| | «поке А+В=| 4 2 Al 


2 
ed 
e[-10—-24 5] 0 | = (-1)2) - (0)(—-1) + (-2)(0) 
: + (4)(0)+ (5)(—4) 


= —=22, 


Note que en este caso la matriz fila tiene tamaño 1 x 5 y la columna 5 x 1 (las dos tienen el mismo 


número de componentes). < 


2Una matriz fila es una matriz que tiene solamente un renglón y una matriz columna es una matriz que tiene una sola columna 
(cfr. inciso 3 de la pág. 8). 
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» Ejemplo 1.6 Si 
1 —2 4 5 
жее E: y B= 0 ek 021; 
-1 0.0. 1 


A € 95.5, B € 973,4; el producto AB está definido (el número de columnas de A es igual al número de 
filas de B, en este caso 3) y el producto AB será una matriz 2 x 4, dos filas y cuatro columnas (tantas filas 
como A y tantas columnas como В). Para obtener las componentes с;; de las filas de la matriz producto 
AB procedemos de la manera siguiente. 

La primera fila de AB: Los elementos de la primera fila de AB se obtienen multiplicando, sucesi- 
vamente, la primera fila de A con la primera, segunda, tercera y cuarta columas de B: 


1 
en=[-1 -2 4]| 0 | = –5, 
-1 
-2 
ep=[|-1 -2 4]| -1|=4, 
0 
4 
em=[-1 -2 4]|[0|==x, 
0 
5 
са=[-1 -2 4]| 2 | =-S. 
1 


La segunda fila de AB: Los elementos de la segunda fila de AB se obtienen multiplicando, sucesi- 
vamente, la segunda fila de A con la primera, segunda, tercera y cuarta columas de B: 


1 

=o 2 1][| =i 
—1 
| [a 

с2 = | 0 2 1 | =1 | = -–2, 
0 
| NE 

оз = | 0 2 1 | 0 =0 


5 
eue] 2 Т2 |5. 


Luego, 
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En realidad, la notación matricial está diseñada para ejecutar mecánica y mentalmente los cálculos 


cuando el tamaño de las matrices no es muy grande; por eso el lector debe procurar, en la medida de 


lo posible, aprovechar esta ventaja para efectuar las operaciones de esta manera. De hecho, a partir de 


aquí, el lector ya no encontrará un producto de matrices realizado con el detalle con el que se hizo en el 
ejemplo precedente; pues utilizaremos sistemáticamente (1.1) para producto de matrices y haremos los 


cálculos sin hacer explícitas las operaciones. 


» Ejemplo 1.7 


—1 0 1 0. =l 1 
2 1 1 1 I =l 
3. =2 o) 0 1 2 


1.1.3 Matrices especiales 


РС PC Fic. 
= БС БО PC 
ВС ВО ВС; 
0 2 1 
— 1 0 3 |. 
=2 x 5 


1. Matriz cero. La matriz cero de tamafio m x n se define como aquella que tiene las m x n compo- 


nentes nulas; esto es, 


O = aij] 


donde aj; — 0 Vi, j. Así, por ejemplo, 


es la matriz cero 2 x 3. 


. Matriz identidad n x n: 


O =. 


es decir, /, = [a;;], donde 


Así, por ejemplo, 


es la matriz identidad 3 x 3. 


0 0 
0 0 
0 0 
1 0 
0 1 
Sieg 
siis. 
0 0 
1 0 
© I 
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3. Como mencionamos en el inciso 3 de la subsección 1.1.2, a las matrices que tienen sólo una fila o 
sólo una columna les llamaremos, respectivamente, matrices fila y matrices columna. Además, 
en este libro utilizaremos una notación especial en el caso de las matrices columna (cuando tengan 
más de un elemento) análoga a la notación vectorial 


aii 
(21 


Su 
II 


Ant 


La razón de esta notación se verá más adelante cuando se estudie el espacio vectorial IR" en el 
capítulo 3. 


A las matrices de tamaño n x n les llamaremos matrices cuadradas de orden n y al conjunto for- 
mado por éstas lo denotaremos por 9t. Si A = [а] es una matriz cuadrada de orden п se dice que los 
elementos 411, 422, 433,..., Ann forman o están en la diagonal de la matriz A. Y si A = (a; il € Mimxn» 
diremos que los elementos a;; con i — j forman la diagonal principal de la matriz A. 


» Ejemplo 1.8 Si 


—1 3 0 2 
7 3 —1 1 
ме 4 43 
1 —5 o 7 
entonces zi; = — 1, т22 = 3,m33 = 4, m44 = 7 son los elementos de la diagonal de la matriz cuadrada М. 


Definición 1.3 Una matriz cuadrada A de orden n es triangular superior si las componentes que 
están por debajo de la diagonal son todas nulas. La matriz es triangular inferior si las componentes 
que están por arriba de la diagonal son todas iguales a cero. 


» Ejemplo 1.9 Si 


15 02 1600 
0.3 -1 1 -5 3 00 
ASl 5-9 4 $| 9 PSl -—19 4 5] 
00 07 6040 


entonces A es una matriz triangular superior y B es una matriz triangular inferior. < 


Definición 1.4 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se dice que A es una matriz diagonal si todas 
las componentes fuera de su diagonal son nulas. Si aj; — Aj, i — 1,2,...,n, son las componentes de la 
diagonal de esta matriz se escribe 


A=diag(A1,A2,..., An) 


para representar a la matriz diagonal A. 
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es diagonal. Esto es, 


Ouw o 
ооо 


4 
» Ejemplo 1.10 La matriz cuadrada | 0 
0 


A = diag(4,3,8).4 


Definición 1.5 Si A = [a;j] Є Mx se define la matriz transpuesta de A como А! = [bij], donde 
b; = аг para = 1,2,‚...,п у ] = 1,2... m. 


De la definición 1.5 se desprende que A' tiene tamaño n x m y que en la matriz transpuesta la primera 


columna es la primera fila de A, la segunda columna es la segunda fila de A, etcétera. 
Definición 1.6 Una matriz A es simétrica cuando A' — A. 


La definición 1.6 entraña que una matriz simétrica es necesariamente cuadrada; pues si А € 9)t,,.., y 
A es simétrica, entonces A = А! € 9)t,..,,, de donde m = n; ya que dos matrices que son iguales deben 


tener el mismo tamaño. 


» Ejemplo 1.11 Si 


5.6 78 

1 5 

be] 6 
A = 337 

4 8 

» Ejemplo 1.12 La matriz 

-] 2 
iom 


es simétrica pues claramente А = A'.«4 


1.1.4 Propiedades de las operaciones 


A continuación enunciamos las principales propiedades de las operaciones con matrices, las cuales son, 
en general, fáciles de probar y su comprobación se deja como ejercicio al lector. 
1. SIA,B,CE Mnsan y Ap ER: 


(a) A+B € asin: 
(b) A+(B+C)=(A+B)+C. 
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(c) А+В = В+А. 
(d) A+ € = A, donde Ê es la matriz cero m x n. 
(e) Existe una matriz —A € Mmxn tal que A + (CA) = €. De hecho, si A = [aij], —A = [—ai;]. 
(f) ME Menen: 
(в) A(BA) = (48)A. 
(h) (А+ B)A = AA + BA. 
(i) A(A + B) = AA + AB. 
(jP 1A = A. 
2. (a) Si A, B, C son matrices tales que los productos A(BC) y (AB)C están definidos, entonces 


A(BC) — (AB)C. 
(b) Si AB está definido se tiene: A(AB) = (A4)B = A(AB). 
(c) SIA € ОЛ нун» Al, m Lin A —A. 
(d) En general AB 5 ВА. 
(e) Si A € Mmxn y B,C € Mpx p , entonces 


A(B+C) = AB 4- AC. 


3. (а) Si A y B son matrices del mismo tamaño (A + B)! = A' +B*. 
(b) Si A, B son matrices tales que el producto AB está definido, entonces (AB) = B'A'. 
(c) (A) =A YA € Mmxn- 


Es conveniente que el lector tenga siempre presente la propiedad 2(d); es decir, la no conmutatividad 
del producto de matrices. Pues es claro que en principio el hecho de que el producto AB esté definido, 
no garantiza que ni siquiera el producto BA esté definido; por ejemplo, si A es una matriz 2 x 3 y B es 
una matriz 3 x 4, el producto AB está definido y el producto BA no. Más aún, aunque los productos AB 
y BA estén definidos éstos, en general, serán distintos como ilustramos en el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 1.13 


esto es, 


Finalizamos este apartado con las demostraciones, en los siguientes dos ejemplos, de un par de 
propiedades simples del producto de matrices que serán utilizadas más adelante. 


3Más adelante, en el tema de espacios vectoriales, se verá la importancia de esta aparentemente inocua propiedad. 
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by 
Dax 
> Ejemplo 1.14 Sean A = [а] € Wmxn y C = [Б] € Mpx p. Si с = . es la columna k de C y 


b nk 


de es la columna k de AC, k — 1,2,..., p, demostrar que 
di = Аб Vk. 
Esto es, 
AC=|[ Ас, Ad) >- Ас, | (1.2) 


DEMOSTRACIÓN Ё Sean o; j las componentes del producto AC, entonces, para cada k = 1,2,...,p, 


Ok 
2 оок 
йк= . : 
Отк 
Dix 
bak 
pero Qik = [ап ар ++ ain | 2 
Dnk 
n 
= Y ау 
j=1 
por tanto, 
n 
Y аур 
j=1 
n 
, X ауру 
de= | JA 2 (1.3) 
n 
2; AmjD jk 
j=1 
Por otra parte, 
ап 412 +** An Dix 
z an d22 ==" an | | box 
Аск == š . 
Aml Am2 *** Amn bnk 
n 
Y aijbjk 
j=1 
n 
EX а2 jD jk 
= | j=! : (1.4) 
n 
2; AmjD jk 
j=1 


De (1.3) y (1.4) se tiene Ad; = d; Vk. Mi 
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XI 
X2 
» Ejemplo 1.15 Supongamos ahora que А = [aj] € Wmxn y c— | . |, entonces, 
Xn 
aii 412 din ап 4) co ап X1 
021 a22 An 421 a»? үт? An X2 
ХІ à +х Р ао $ = E à А " " . (1.5) 
ат Am2 атп Ami Ят *** Amn Xn 
En efecto: 
ai a12 din X1411 X2412 XnU1n 
421 a22 An Х1@2\ X2022 Xnd2n 
ap. [x]. | torta]. | = : + І dE 
ат] ат2 mn X14m1 X20m2 Xn mn 
411X] Бар + + Бахь 
d21X1 + d22X2 + ` + © + A29Xp 
AmiX1 + Am2X2 reos Je @тп^п 


= Ас. 


1.1.5 Matrices con números complejos 


En este apartado se introduce, por primera vez en este libro, el uso de números complejos en álgebra 
lineal; específicamente en el tema de matrices con componentes complejas. El ápendice B contiene 
un breve estudio de este importante campo numérico y de sus principales propiedades, y el lector que 
no esté habituado a trabajar con números complejos, o necesite repasar este tema, debería consultar la 
sección B.1 de este apéndice cuanto antes. A lo largo de este texto se incluyen apartados que contienen el 
uso de números complejos en temas que ya se han tratado con números reales. En general, la transición 
en cada caso será muy sencilla, pues una vez que se dominan los temas de álgebra lineal con números 
reales los cambios para tratar éstos con números complejos son mínimos y, en realidad, las dificultades 
tienen que ver más con la familiaridad que tenga el lector con el uso de números complejos que con 
aspectos áridos de generalización. De hecho, el uso de este campo numérico en álgebra lineal se va 
haciendo cada vez más necesario en la medida que se avanza en la materia, tanto en la teoría como en 
las aplicaciones. Se han incluido este tipo de subsecciones para ir acostumbrando al lector al uso de los 
números complejos en álgebra lineal. Obviamente, el lector que no desee en este momento abordar estos 
temas puede omitirlos y regresar a ellos cuando lo juzgue pertinente. 
Recordemos (cfr. apéndice B) que los números complejos tienen la forma 


a 4- bi 
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donde a, b son números reales e i es la unidad imaginaria. Al conjunto de estos números se les representa 
por C y este campo incluye de manera natural a los números reales mediante la identificación del número 
real a con el número complejo a 4- 0i. Estos números se operan algebraicamente de manera análoga a 
los números reales, utilizando todas las propiedades de éstos y conviniendo en que la unidad imaginaria 
en este sistema satisface? 


Ё = –1. 


De esta manera, operar algebraicamente matrices con componentes complejas es un proceso com- 
pletamente análogo al que se utiliza cuando éstas tienen entradas que son números reales. Es decir, se 
suman, restan, multiplican, etc., en la misma forma que las matrices reales, pero operando sus com- 
ponentes con las reglas algebraicas de los números complejos. Al conjunto de matrices de tamaño 
m x n con componentes complejas lo denotaremos por M,,x  (C). Todas las propiedades acerca de ma- 
trices con componentes reales que vimos en esta sección siguen siendo válidas para las matrices con 
entradas complejas. 


» Ejemplo 1.16 Sean A,B € 9953 (C) las matrices definidas por 


1—2i  —4i 2 3c] 5—4 2091 
As i ; El E HE ; ; WE 
| 3—5i 4+6i —9ї | | 5i 7-6 1+! | 


Entonces 
1-2 —4i 2 3—7i 5—4i 2—9i 
l; A+B = : А ] А ; 
3—51 4+6 —9i Si 7-6 1+1i 
Е 4—91 5— 81 4—91 
Lh € Чї 128] 
1-2i —4 2 
2. 3A = 5 . . | 
ре 4 +61 a 
B 5—10: -—20i 10 
15 —25i 20--30i —45i | * 
1-2 —4i 2 
3. 3+2i)B = (34-2i 
Ея ате kd 


| [7-4 8-12 6+4 
7119—91 26i 18—27i|' 


Aquí hemos realizado las operaciones 


(3--21)(1—2i) = 3— 6i- 2i - 4? 
= 3—4i—4(-1) 
= 3-4i+4 
= 7—4, 


“En la sección B.1 del apéndice B se hace un estudio más detallado y formal de los números complejos. 
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para obtener la componente cı; de (3 + 2i)B; 


(3--2i)(-4i) = —12i— 8? 
= —12i-8(-1) 
= 8- 121, 


para obtener la componente сз de (3 + 21) В; etcétera. 4 


» Ejemplo 1.17 Sean 


entonces 


в = | 2 a 3 yw 


=1.2=31 |. p2Ed- 0 


_ | (1 i)(—-i) - 2(2i) (1--i)(3) - 2(1— i) (14-i)(2 4- 5i) 4- 2(0) | 
Ti + (2— 3i) (2i) CO + (2—30(1— i) (—i)(2 + 5i) + (2 —31)(0) 
1+3i 5+i -3+7i 

pns -1-8i 5—2i | 


1.2 Sistemas lineales 


Seguramente el lector está familiarizado, por cursos 
más elementales, con sistemas simultáneos de dos o 
tres ecuaciones lineales con dos o tres incógnitas. Se 
les llama sistemas lineales porque, para el caso de dos 
incógnitas, digamos x, y, las ecuaciones tienen la for- 
ma ax 4- by = c, cuyos lugares geométricos correspon- 
den a líneas rectas en el plano. Cuando se resuelve 
un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incógni- 
tas, se busca el punto de intersección de dos líneas 
rectas (si es que éstas no son paralelas). Aquí estu- 
diaremos sistemas lineales generales de m ecuacio- 
nes con п incógnitas siendo т y n cualquier par de 


nümeros enteros no negativos. Los sistemas lineales 
tienen una gran variedad de aplicaciones en ingeniería 
y ciencias; veremos algunas de estas aplicaciones en 
el capítulo seis. 
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1.2.1 Definiciones, soluciones y forma matricial de sistemas lineales 


» Ejemplo 1.18 El sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas 


2x1 — 3x2 — x4— —4 (1.7) 
==> (1.8) 
es lineal y (—1,2, —4) es una solución del mismo. En efecto, al sustituir x; = —1, x2 = 2 y x3 = —4en 


la primera ecuación (1.7) se tiene 


y al hacer las mismas sustituciones en la segunda ecuación (1.8), 


(—1)+ (2) +(—4) = -3.« 


» Ejemplo 1.19 El sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas 
x = 3x; = 1 
xi? + x=" 


no es lineal (¿por qué?). 4 
Si se tiene el sistema lineal (1.6) a 


ау ар с аһ 
а An `` On 


ат Am ` Am | 
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se le llama la matriz de coeficientes del sistema. En tal caso, si ponemos 


Xx, b 

X2 bz 
х= yb= , 

Xn by, 


entonces el sistema lineal se puede escribir en forma matricial como 


AX; 
pues al hacer el producto se obtiene 
ап + аро cocco + аһ b, 
Фі + dX) + c + аһ, b» 
Am1X1 sl Am2X2 e э + AmnXn by, 


que equivale, por definición de igualdad de matrices, al sistema (1.6). 


» Ejemplo 1.20 Para el sistema 3 x 3 


A + x» + 253 = 9 
2x, + 40 — 334 = 1 
3X "E 6x» = 5x3 = 0) 
la matriz de coeficientes es 
1 1 P 
A= 4 3 
30 =3 
y la ecuación matricial correspondiente es 
I. 1 2 Xi 9 
2 4 =3 “|=| IA 
SE = X3 0 


Definición 1.8 El sistema m x n AX — b es: 


e Consistente: si tiene al menos una solución. 
e Inconsistente: si no tiene soluciones. 


En la figura 1-1 se ilustran los lugares geométricos de cuatro sistemas lineales en el plano: con solución 
única (a), inconsistentes (b) y (c) y con una infinidad de soluciones (d). 
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(a) (b) 
(c) (d) 


JA Figura 1-1 ° (a) dos líneas que se intersecan en un solo punto, (b) dos líneas paralelas que no se intersecan, 
(c) tres líneas que no se intersecan simultáneamente y (d) dos líneas que coinciden. 


De manera análoga, una ecuación lineal con tres incógnitas, ax + by + cz = d, corresponde al lu- 
gar geométrico de puntos que están en un plano en el espacio tridimensional. También en este caso, 
cuando se resuelven sistemas lineales con tres incógnitas, se buscan intersecciones de los correspon- 
dientes planos. Nuevamente los planos pueden no intersecarse, intersecarse en una infinidad de puntos 
O intersecarse en un único punto. La figura 1-2 ilustra estas posibilidades. 


JA Figura 1-2 ° Planos que se intersecan, respectivamente, en una línea recta, en un único punto y que no tienen 
intersección simultánea. 


E 


Definición 1.9 Dos sistemas lineales del mismo tamaño, Ах = b, HX = С, son equivalentes si tienen 
el mismo conjunto de soluciones. 


En el siguiente ejemplo resolveremos un sistema lineal de manera análoga a como el lector, segu- 
ramente, ya lo ha hecho en cursos de bachillerato; sin embargo, lo haremos con un método que intro- 
ducirá el importante algoritmo de Gauss; el cual consiste, esencialmente, en ir haciendo "pivotes" para 
eliminar variables (incógnitas) y obtener un sistema equivalente en forma “escalonada” y finalmente 
resolverlo por sustitución regresiva. 
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» Ejemplo 1.21 Resolvamos el sistema lineal 


xı + 0 +223 = 9 (1.9) 
2x1 +40 — 3x3 = 1 (1.10) 
3x1 + 6x2 — 5x3 = 0 (ПИ) 


Para ello, соп la ecuación (1.9), eliminemos la variable xı de las ecuaciones (1.10) y (1.11) multi- 
plicando? (1.9) por —2 y sumando con (1.10); luego multiplicando (1.9) por —3 y sumando con (1.11); 
obteniendo el sistema equivalente: 

х0 253 = 9 
2x2 — 7х3 = —17 (1.12) 
3x2 — 11x = —27 (1.13) 
De manera análoga, multiplicando (1.12) por —3, (1.13) por 2 y sumando los resultados, habremos 


hecho un “pivote” con la variable х» de la ecuación (1.12) para eliminar la variable x? de la ecuación 
(1.13), produciendo el sistema equivalente “escalonado” 


хо + X) + йз. = 9 
2% == 7x3 = —17 
= X3 — == 27 


Finalmente, haciendo sustitución regresiva, es decir, despejando y sustituyendo variables de este 
último sistema de abajo hacia arriba, tenemos 


X m3 


Xy = 


Así, el sistema es consistente con solución única 
1 

х= |2 |. 
3 


Podemos sintetizar el método del ejemplo precedente de la siguiente manera. Denotemos por А; 
la i-ésima ecuación de un sistema lineal; la notación R; + ак; + BR; significa que la ecuación R; se 
sustituye por la ecuación que se obtiene de sumar о veces la ecuación R; con p veces la ecuación Rj. 
Las operaciones algebraicas que hicimos en el ejemplo anterior se resumen en el siguiente esquema. 


5Cuando se multiplica una ecuación por un número, significa que ambos lados de la igualdad en dicha ecuación se multiplican 
por ese número; y cuando se suman dos ecuaciones, quiere decir que se suman miembro a miembro los correspondientes lados de 
la igualdad. 
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x+x+2x3 = 9 x+x+2x3 = 9 
2x1 +4x2—3x3 = 1 №, —2R, ER, 2x2 — 1x3 = —17 
3x1 +6x—5x3 =0 R; © -3R +R; 3x2 — 11x3 = —27 

x+x+2x3 = 9 
Rs > ЗЕ, +28, 2x5 — 71x3 = —17 
-x = 3 


En cada paso del proceso anterior se obtiene un sistema equivalente; es decir, con las mismas solu- 
ciones pero más sencillo, hasta que el último sistema equivalente está escalonado y se puede resolver 
haciendo sustitución regresiva. 

Es claro que en el ejemplo 1.21 y en la discusión anterior sólo se trabajó con los coeficientes, y que 
de las variables хі, x? y хз únicamente se utiliza la posición que tienen en el arreglo. Se ve entonces 
que para resolver un sistema lineal Ax — b, basta trabajar con la matriz de coeficientes A y el término 
independiente b.5 Para ello, a continuación damos el siguiente concepto. 


Definición 1.10 Para el sistema lineal 


auxi + айр 56а Aina = Di 
ахлу + anx 55 лп = b 
AmiX1 + было + EE amman = р, 


E 
o, en forma matricial, AX = b con 


X1 by 

X2 bz 
w= y d ; 

Xn p 


se define la matriz aumentada (también se le llama matriz ampliada) del mismo como 


(GEL ap = а„ bi 

б йб» зз ак ba 
[4]b] = 

ml m2 Ut ат p 


El lado izquierdo en la partición [A |b] contiene la matriz de coeficientes [a;;] y el lado derecho con- 
tiene los términos independientes b; del sistema lineal. La definición anterior provee una notación muy 
simple para evitar, en un sistema lineal, escribir las variables y únicamente trabajar con los coeficientes. 
La primera fila de la matriz ampliada equivale a la ecuación аху + a12x2 +: Балх, = b1, la segunda 


SLlamaremos término independiente en un sistema lineal AX = Р, a la matriz columna P y términos independientes del mismo 
sistema a las respectivas componentes de este vector. 
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fila equivale a la ecuación ах] + 422X2 + ^: : + алх, = Бо, etc., y la última fila equivale a la ecuación 
ат1Х + ао + ` ** + AmnXn = bm. La línea vertical en la partición [A 15] únicamente sirve para hacer 
notoria la columna que contiene los términos independientes b; del sistema lineal; y de hecho se puede 
omitir, si así se desea, cuando se conviene en que la última columna de la matriz aumentada contenga el 
término independiente b del sistema. 

Resolveremos ahora, en el siguiente ejercicio, el ejemplo 1.21 utilizando la matriz aumentada. 


» Ejemplo 1.22 Para este caso, haciendo las mismas operaciones que en la discusión posterior al ejem- 
plo 1.21, pero esta vez a los renglones de la matriz ampliada se tiene: 


1 1 2 9 lA 2 9 
3 4- ex dl dex ыыт 
36 —5 0 Кз © ЗК + Кз 0 3 -11 —27 

1 1 2 9 

Ra ө 38, +2R, 0-2 =$ | =17 

0 0 —1 —3 


y, al hacer sustitución regresiva como se hizo en ese ejemplo (cfr. pág. 18), 
1 
Ax] ж=.|2| я: 
3 
Hasta aquí, aunque se ha utilizado en forma intuitiva el significado de sistema escalonado, no se ha 


precisado con exactitud. En la siguiente subsección nos abocamos a ello. 


1.2.2 Matrices escalonadas y sistemas escalonados 


Definición 1.11 La matriz A € Mx está en forma escalonada si se cumplen las siguientes dos 
condiciones. 


e Las filas nulas (si existen)” están por debajo de las filas no nulas. 
e El primer elemento distinto de cero de cada fila no nula está a la derecha del primer elemento 
diferente de cero de las filas precedentes.* 


» Ejemplo 1.23 Si 


0 =l 2 9. 3 -124 03 

0 0-10 24 0 1 2.3 4 
A=|0 0 00 0 1 y b= 001 02], 

0 0 00 00 002 =з 0 

0 0 00 00 0.9. 0 0 0 


A está en forma escalonada pero В по. 


"Una fila es nula si todas sus entradas son ceros; una fila es no nula si por lo menos una de sus componentes es distinta de cero. 


8En el caso que el primer elemento distinto de cero esté en la primera fila, se sobreentiende que la condición se cumple por 
vacuidad. 
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Definición 1.12 Al primer elemento distinto de cero de cada fila no nula, de una matriz en forma 
escalonada, se le llama pivote. 


Definición 1.13 Un sistema HX = c está escalonado si la matriz ampliada |Н || es una matriz 
escalonada. A las variables que correspondan a pivotes en un sistema escalonado se les llamarán 
variables ligadas (o principales o básicas) y a las restantes variables libres (o no básicas). 


» Ejemplo 1.24 En el sistema escalonado 4 x 6 


0 
0 
0 


ооо oc 
ONUN 


hay pivotes en las columnas 1, 3, 5 y 6; que corresponden, respectivamente, a las variables x1, x3, X5 y 
Xe. Así que estas variables son ligadas y x», x4 son variables libres. < 


Entonces, para resolver un sistema escalonado al hacer sustitución regresiva, se despejan las varia- 
bles ligadas dejándolas en función de las variables libres procediendo de abajo hacia arriba, en 
el caso que el sistema tenga variables libres; en caso contrario, simplemente se despejan las variables 


ligadas actuando también de abajo hacia arriba. 


» Ejemplo 1.25 Resolver los siguientes sistemas lineales escalonados. 


x. e. 3 
1; 0 3 5 8 
0 02 |-4 
] 3 09 5 1 4 
2 0 O LÀ 2. 0 |-—7 
"O 0001 1 
0 0000 0 
] =3 `5 3 
3. | 0 L 2 2 |< 
0 0 0. |-I 


Solución 1. En este caso, x1, x» y хз son todas variables ligadas, el sistema no tiene variables libres y 


8-5 34353 ' 

x3 = —4/2 = —2; x, = 9-2 = 6; x, = T2193 — —3. Es decir, 
X1 —3 
X2 = 6 
X3 —2 


es la ánica solución. 
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2. Para este sistema escalonado x;, хз y 25 son las variables ligadas; mientras que x» y x4 son las va- 
riables libres. Entonces xs = 1, x3 = —7 — 2x4, xy = 4 + 3x; — 5x4; lo cual indica que al dar valores 
concretos arbitrarios a las variables libres хә y x4 se obtiene una solución. Así, el conjunto de solu- 
ciones de este sistema es infinito y está dado por: 


[(x1,x2,x3,%4,X5)|x5 = 1, x3 = —7 — 2x4, x1 = 4+ 3x2 — 5x4; 35,34 ER]. 


Una manera más compacta de expresar las soluciones es: 


| xi | | 4-4-3s— 5r 
хә 


$ 


хз | = —]—2r ; nscR. 
X4 y 
Xs 1 


Al dar valores concretos a r y s se obtendrá una solución particular; por ejemplo, si r — 0 y s — 0, es 
fácil darse cuenta que 


ХІ 4 
X2 0 
X3 = —7 
X4 0 
Xs 1 
resuelve el sistema de ecuaciones. 
3. Para este sistema no pueden existir números reales x¡,x2,x3 tales que Ox, + Охо + 0x3 = —1; es decir, 


el sistema no tiene solución, es inconsistente. Y 


1.2.3 Operaciones de renglón para matrices, equivalencia por filas y soluciones 
de sistemas escalonados 


Motivados en los métodos de la subsección precedente para resolver sistemas lineales, definimos las 
siguientes operaciones de renglón (fila) para matrices. 


Operaciones elementales de renglón para matrices 


1. Intercambio de filas: R; —> Rj. 
2. Cambio de escala: R; <—> oR; (a 4 0). 
3. Suma de filas: А, > ак; + BR; (a 5 0). 


Las cuales significan, respectivamente: 


e La fila i se intercambia con la fila j. 
e La fila i se cambia рог la misma fila multiplicada por о. 


e La fila i se cambia por la suma de о-уесеѕ la fila i con P-veces la fila j. 
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Matrices equivalentes 


Definición 1.14 Sean A, B € 9), „п. B es equivalente por filas a la matriz A (o simplemente equi- 
valente a A), si B se puede obtener de la matriz A al aplicarle una sucesión finita de operaciones 
elementales de renglón. Si B es equivalente a A escribiremos B ~ A o B < A. 


» Ejemplo 1.26 Si 


B ~ A; pues B se obtiene de A mediante la operación de renglón 
R <—> —2R, + К 


No es difícil probar el siguiente teorema. 


Teorema 1.1 Si A, B € Min xy, entonces 


1. A ^ A. (Reflexividad) 
2. A ~ В => B ~A. (Simetría) 
3. АУ By Вс С = А ~ С. (Transitividad) 


Del teorema precedente inciso 2, se ve que ya no es necesario decir que B es equivalente a A, pues 
en tal caso simplemente podremos enunciar que A y B son equivalentes. 
Al aplicar operaciones de renglón a un sistema se obtiene un sistema equivalente. Es decir: 


Teorema 1.2 Si [A|b] ~ [H [2], entonces los sistemas Ax = b y HX = € tienen las mismas soluciones. 


Es claro que siempre se pueden aplicar operaciones de fila a una matriz A, de manera adecuada, para 
obtener una matriz escalonada equivalente a ella. Lo cual hacemos patente en la siguiente proposición. 


Teorema 1.3 Toda matriz es equivalente por filas al menos a una matriz en forma escalonada. 


Soluciones de sistemas escalonados 


Del ejemplo 1.25 (cfr. pág. 21) se conjetura el siguiente teorema, cuya demostración es sencilla y se 
deja como ejercicio al lector. 


24 CAPÍTULO 1 | Matrices y sistemas lineales 


Teorema 1.4 Sea un sistema AX — b y supongamos que [Н |с] es un sistema (cualquier sistema) 
escalonado equivalente; es decir, |A| b] ~ |Н |c], entonces 


1. AX — b es inconsistente si y sólo si [Н |c] tiene una fila de ceros en el lado izquierdo y un 
elemento no nulo en el lado derecho de la partición (ejemplo 1.25 inciso 3). 

2. AX = D tiene solución única si y sólo si es consistente y |H |2] tiene pivote en todas las 
columnas en el lado izquierdo de la partición (ejemplo 1.25 inciso 1). 

3. AX — D tiene infinidad de soluciones si y sólo si es consistente y |Н |с] no tiene pivote en 
alguna columna en el lado izquierdo de la partición (ejemplo 1.25 inciso 2). 


O Nota 1.3 Es claro, del teorema anterior, que 


e un sistema consistente tiene solución única cuando una forma escalonada equivalente no tiene 
variables libres. 

e un sistema consistente tiene una infinidad de soluciones cuando una forma escalonada equivalente 
tiene variables libres. 


1.24 Método de Gauss 


El método de Gauss sirve para “llevar” una matriz a una forma escalonada equivalente aplicando opera- 
ciones de renglón. Bosquejamos el método por medio del siguiente algoritmo: 
Supongamos que А es una matriz m x n no nula (si A es la matriz cero, A está en forma escalonada). 


G1: Se busca una fila en A que tenga su primer elemento distinto de cero y se intercambia (si es 
necesario) con la primera fila de la matriz A; si no existe una fila de A que tenga su primer elemento 
no nulo, entonces se busca una fila de la matriz A que tenga el segundo elemento distinto de cero 
y se intercambia (si es necesario) con la primera fila de la matriz A; de no suceder así, se busca 
una fila de A que tenga el tercer elemento distinto de cero y se intercambia (si es necesario) con la 
primera fila de A, etc.; obteniendo finalmente una matriz B, ~ A con un primer elemento no nulo 
en la primera fila que llamaremos pivote (en este caso de la primera fila). 

Por ejemplo, si 


Ü dl 
A=|3 4 0 
1 1 3 


entonces una operación de renglón para llevar a cabo este paso puede ser А] <> R3, resultando la 
equivalencia de matrices 


A ВІ 
0 —4 -I 3 1 1 3. 3 
3 4 071013 4 0 7 
1 1 3 3 0-4 —1 3 


El pivote de la primera fila de la matriz B; es b], = 1. 
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G2: Con el pivote de la primera fila de B, se transforman en ceros los elementos que están por debajo 
de él mediante la operación suma de filas, obteniendo una matriz В ~ B, ~ A, que tendrá todas 
las componentes nulas debajo del pivote de la primera fila. 

Por ejemplo, con el caso particular ilustrado en el paso anterior podemos hacer ceros los ele- 
mentos debajo del pivote 1 de la primera fila de la matriz B, mediante la operación А  —3R; +R2 
para obtener la matriz B»; es decir, 


Bi B5 
1 1 3 3 


9-3 
3 4 q peer 1 -9 —8 
кз 0 =й; —1 3 


G3: Ahora se repiten los pasos G1 y G2 con la segunda fila de la matriz B5, produciendo una matriz 
В» ~ B5 ~ Ву ~ А cuyas componentes serán nulas debajo del pivote de su segunda fila. 

Para el caso particular ilustrado, el pivote de la segunda fila de la matriz? B» es bs. = Sé 

pueden hacer ceros los elementos debajo del mismo mediante la operación Ёз < 4А + R3, esto es 


B» B4 


G4: Se repiten los pasos Gl, G2 y G3 con las filas subsecuentes de las matrices equivalentes que 
resulten, hasta obtener una matriz H en forma escalonada de acuerdo a la definición 1.11. 
Para el caso ilustrado previamente, la matriz Вз ya está en forma escalonada; con lo que 


А B3=H 
0 -4 —1 3 1 1 3 5 
3 4 07|=|0 1 -9 —8 
1 1 3. 3 0 0 —37 x29 


terminaría el proceso para este ejemplo particular. 


O Nota 1.4 


1. El lector debe tener en mente que el propósito fundamental del método de Gauss es obtener una 
matriz en forma escalonada equivalente a una matriz dada, mediante el uso de las operaciones 
elementales de renglón en cualquier combinación. Así que el algoritmo anterior sólo es una guía 
para este propósito. Cualquier modificación es válida siempre y cuando se empleen ünicamente 
las operaciones de renglón para matrices y se alcance el objetivo de obtener una matriz en forma 
escalonada equivalente por filas a la matriz inicial. 

2. A lo largo de este texto haremos uso de oraciones informales como "llevar la matriz A a for- 
ma escalonada”. Este tipo de oraciones en realidad deben interpretarse como “obtener una forma 


9E] námero 2 en bi, de esta notación juega el papel de un supraíndice, haciendo referencia a la matriz B» y no de un exponente. 
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escalonada equivalente a la matriz A”, que sería la manera apropiada de expresar este tipo de ins- 
trucciones; pero, ya que esa forma escalonada equivalente se obtiene a partir de la matriz A, nos 
permitiremos ese tipo de frases sacrificando rigor en aras de brevedad en el lenguaje. Sin embar- 
go, es conveniente que el lector tenga siempre presente el significado preciso de esas oraciones 
coloquiales. 


» Ejemplo 1.27 Obtener una matriz equivalente por filas a la matriz 


6) 
| 
ÉS 
6) 
| 
N 


2 4 3 4 
= с; 3 7 
0 0-1 2 


que esté en forma escalonada." « 


z 2—4 3—4 2-4 3-4 
Solución A= а 20 e Ro 0/28, 4 -8 3—2 
0 0-1 2 o 0-1 2 


> 
Р + —2R¡ + 


Rits AR +R 0 0-1 2 
0 0-1 2 
ПЕ 27] 
0 01-2 
RkeR+R |o 00 0 
MEREN УО Ж 


La matriz resultante, Н, está en forma escalonada y es equivalente a la matriz A. Y 
Método de Gauss para resolver sistemas lineales 


» Ejemplo 1.28 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de Gauss. 


Xj — 20 + x — м = 4 
2x1 — 3x» + 23 — 3x4 = -1 
31 — 5o + 358 — 44 = 3% 

—X| + X2 — x + 2x = 3 


Solución Рага resolver el problema llevaremos la matriz aumentada a una forma escalonada y haremos 
sustitución regresiva." 


10Hemos marcado en color rojo los pivotes en cada paso para que el lector recuerde que el propósito es ir haciendo ceros, mediante 
las operaciones de renglón indicadas, los elementos debajo de ellos. 

1 ре aquí en adelante, salvo algunas excepciones, ya no indicaremos las operaciones de renglón que se requieren para obtener 
una forma escalonada equivalente a una matriz, pues el objetivo es utilizar la notación matricial para auxiliarse y hacer todos los 
cálculos mecánica y mentalmente. 


SECCIÓN 1.2 | Sistemas lineales 27 


1 —2 1 —1 4 1-2 1 —1 4 
2 —3 2 —3 —1 Pea 0 10 -1 —9 
3 —5 3 —4 0 1 0 —1 —9 
—1 1 -1 2 5 0 —1 0 1 9 
1-2 1 —1 4 
0 1 0 -1 —9 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
Así, las variables ligadas son x1, x2 y las libres x3, x4. Y x; = —9 + x4; xy =4+2x2 — x3 - x4 = —14 + 
3x4 — x3. La solución está dada entonces рог: 
xi -14+3r=s 
Ml ME ; nsceR. wv 
X3 S 
X4 


Sistemas con la misma matriz de coeficientes 


Es frecuente en la práctica tener que resolver sistemas con la misma matriz de coeficientes pero con 
distintos términos independientes; por ejemplo, los sistemas 


де 20-836: = =2 
=х+4у+52 = 7 ын) 
У 
PIS ESE = 1 
-r+4s+5t = —4 ыз) 


А А А ; L -2 3 duritie ; =2 1 
tienen la misma matriz de coeficientes, zi 4 5 ‚ y términos independientes 31 za ls 


respectivamente. En lugar de resolverlos cada uno por separado, podemos solucionarlos simultáneamen- 
te colocando en el lado derecho de la partición de la matriz ampliada las dos columnas que contienen 
los dos términos independientes, llevar a forma escalonada y resolver por sustitución regresiva para la 
primera columna y después para la segunda: 


E E ї =® QE 
La 4 «| 7 alel | 5 ED m 


Resolviendo para la primera columna tenemos y — 3 — 4z, x = —2 + 2у — 3z = 3 — 114; así que 


x 3— Па 
y | = 5 —4a Р 
Z Q 


а € R, es la solución para el sistema (1.14). Resolviendo ahora para la segunda columna de (1.16) 
obtenemos s = -3 —4t,r —1--2s —3t = —2 — 111; es decir, 


r —2—118 
К -$-40 i 
t B 


B ER, es la solución del sistema (1.15). 
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1.2.5 Método de Gauss-Jordan y sistemas con solución única 


Definición 1.15 Una matriz está en forma escalonada reducida si: 


1. Está en forma escalonada. 
2. Arriba de cada pivote las componentes (si hay) son nulas. 
3. Todos los pivotes son unos. 


1020 
А ; O. 1 68 20 2 : 
» Ejemplo 1.29 La matriz 0001 está en forma escalonada reducida. « 
0000 


Método de Gauss-Jordan 
Para llevar una matriz a forma escalonada reducida se procede de la manera siguiente: 


1. Se lleva la matriz a forma escalonada mediante el método de Gauss. 
2. Se hacen ceros todos los elementos arriba de cada pivote utilizando el método de Gauss de abajo 
hacia arriba. 


3. Se convierten en unos todos los pivotes mediante la operación de renglón cambio de escala. 


Empleando el método de Gauss-Jordan se puede probar el teorema que enunciamos a continuación. 


Teorema 1.5 Toda matriz es equivalente por filas a una y sólo una matriz en forma escalonada 
reducida. ? 


» Ejemplo 1.30 Obtener la forma escalonada reducida equivalente а la matriz A por el método de 
Gauss-Jordan si 
—2 -1 0 3 -4 
A= 3 -1 2 0 31. 
5 —4 0 -1 2 


Solución 
—2 —1 0 3-4 " —2 —10 3 -4 
3-12 0 3| > 0-54 9 —6 
5—40-1 2 0 —13 0 13 —16 


—2 —1 0 3 —4 
— 0—5 4 9 —6 
0 0-52 -52 -2 


12 Compare con el teorema 1.3, página 23. 
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=% э{ї у Ж A 
0-13 0 13—16 


26 0 0 26-36 
0-13 0 13-16 


ala NL. 
<+ | 0—65 0 65—80 
| 0 0-26 6 -1 


Donde, para facilitar su comprensión, esta vez hemos indicado las operaciones de renglón en cada 
paso del (1) al (7), señalando los pivotes en azul más claro cuando se hacen ceros los elementos por 
debajo de los mismos y en rojo cuando se hacen ceros los elementos por encima de los pivotes. (1): А < 
ЗК, +2R2, Кз < SR, +2R3; (2): Юз < —13R2 + 5R3; (3): Ёз < (1/DR3; (4): Ro €» 2R3 + 13Р; (5): 
Ra < (1/5)R5; (6): К > 13Rı — Р; (7): Ri < (—1/26)Ё\, Ra < (—1/13)R2, Ёз 6 (1/26). Y 


O Nota 1.5 A diferencia de la forma escalonada reducida de una matriz, que es única, es claro que al 
hacer operaciones de renglón a una matriz A para obtener una matriz en forma escalonada equivalente, 
se pueden obtener diferentes matrices. Sin embargo, para cualquier par de matrices en forma escalonada 
equivalentes a la matriz A se cumple: 


1. Las dos matrices tienen el mismo número de pivotes. 
2. Los pivotes se encuentran en las mismas posiciones en ambas matrices; es decir, si una matriz 
tiene un pivote en la componente ij la otra también tiene un pivote en esta componente. 


Tlustramos la nota 1.5 en el siguiente ejemplo. 


2 —3 1 1 5 
» Ejemplo 1.31 SeaA— | 4 —1 0 1 2 |, entonces 
1-23 1 1 
2 —3 1 1 5 2 —3 1 I 5 
4 —1 0 1 2 ~ 0 2 —1 -8 
1 -2 3 1 1 0 1 -5 -1 3 
23 1 5 
~ 0 5 -2 -1 -8|=A; 
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| 
оо 
= 
к= 


Así А ~ H1, A ~ Н; Н, y Н» están en forma escalonada, Hı 4 Н»; ambas matrices tienen el mismo 
número de pivotes y se encuentran en las mismas posiciones en las dos matrices. 


Sistemas lineales y método de Gauss-Jordan 
Los sistemas lineales también se pueden resolver utilizando el método de Gauss-Jordan para llevar la 
matriz ampliada a forma escalonada reducida y realizar sustitución regresiva, como hacemos patente en 


el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 1.32 Resolver el siguiente sistema mediante el método de Gauss-Jordan 


Xy — 20 + x + 34 = -1 
=y c х + 20 = 
2x1 — хх + X4 + 5x = 1 < 


Solución  Llevemos la matriz ampliada a la forma escalonada reducida: 


J -=2 g [p =l 1: =2 1 3 € 
=l 1 0 2 2 ~ 0 =1 
2 —1 1 5 1 0 + eh el 3 


о 
| 
= 
Ne. 
сл 
— 


— qM. Reo A o | 
о 
he 
ә 
UJ 
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Al hacer sustitución regresiva tenemos хз = 3 — 7x4, X2 = 2 — 2x4 y xı = 0; luego la solución viene 


dada por 
ХІ 0 
A = | a ; reR. v 
х4 r 


Sistemas con solución única 


En este breve apartado damos criterios para determinar cuándo hay solución única en un sistema utili- 
zando la forma escalonada reducida, los cuales son fáciles de probar utilizando el teorema 1.4. 
Sea A € 9t: 


1. Caso m » n. Sea AX — b un sistema lineal consistente, entonces las dos condiciones siguientes son 
equivalentes ((a) <> (b)): 


(a) El sistema AX — b tiene solución única. 


(b) La forma escalonada reducida equivalente a A consiste de la identidad n x n seguida de 
m — n filas nulas. 


2. Caso m « n. Supongamos que el sistema Ax — È es consistente y tiene menos ecuaciones que 
incógnitas. Entonces tiene una infinidad de soluciones. 

3. Caso m — n. AX — b tiene solución única para todo bsi y sólo si A es equivalente a la identidad; es 
decir, la forma escalonada reducida equivalente a A es J. 


O Nota 1.6 Para determinar que una matriz cuadrada sea equivalente a la identidad, basta revisar que 
al llevarla a una forma escalonada toda columna en ésta tenga pivote (por su definición, éste debe 
ser distinto de cero); ya que entonces, por el método de Gauss-Jordan, su forma escalonada reducida 
equivalente será la identidad. 


1.2.6 Sistemas homogéneos 


SS 


Definición 1.16 Un sistema lineal con la forma АХ = 0, donde0= | . |, se llama homogéneo. 


Todo sistema homogéneo es consistente pues Y = 0 es solución del mismo; la llamada solución 
trivial. 

De los casos 1 y 2, de criterios de solución única de la subsección precedente, deducimos el siguiente 
teorema. 
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a А 
Observemos que рага resolver un sistema homogéneo Ax = 0, no es necesario poner ceros en la 


última columna de la ampliación; pues todos los términos independientes son nulos y al hacer las ope- 


raciones de renglón no se verán afectados. Así que bastará llevar a forma escalonada la matriz A y hacer 


sustitución regresiva recordando que los términos independientes son nulos. 


» Ejemplo 1.33 Para el sistema homogéneo 


ma 


de aquí, 


Xp d X2 — X3 


Xx — X2 — 3x3 


—1 m 1 1 
—3 0 —2 
ХІ 2r 
X2 = =F 
X3 r 


1.2.7 Estructura de las soluciones 


El teorema a continuación describe la estructura de las soluciones de los sistemas no homogéneos en 


relación con los homogéneos y, de paso, nos muestra que es posible resolver al mismo tiempo el sistema 


no homogéneo AX — P y el sistema homogéneo asociado Ax — 0. 
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DEMOSTRACIÓN Ml. (a) Como hi, ha son soluciones, AR, =0 y Ah, =0. Luego, 


А(Й\ +№) = Ahi + Aha = 0. 


Por tanto, p ha e es también solución. 


> 


(b) A(ah,) = (Ah) = a0 =0; lo cual nos dice que ой es solución. 

2. (a) A(p+h) = Ap +Ah +0=b; pues p es solución de AX = b y h es solución del homogéneo. 
(b) Sea ii una solución de AX = ЁБ. Entonces, si  — ii — p, Ah = A(ii — p) = Aŭ — AB = b — b = 0; 
yú=5+h. W 

» Ejemplo 1.34 Resolver el sistema 
хл — 20 + X — м = 4 
2x1 = 3x» + 2x4 — 3м = -1 
Зу — 5x; + 3x — Ам = 3 
—u + »— x» + 24 = 5 
y encontrar la solución del sistema homogéneo asociado. « 
Solución 
1 -2 1 -1 4 1-2 1 -1 4 
2-3 2 3 |-l in 0 1 0 -1|-9 
3 =5 3 ed 3 0 1 0 -1|-9 
-1 1 -1 2 5 0 —1 0 1 9 
1 —2 1 -1 4 
E 0 10 -1|-9 
0 00 0 0 
0 00 0 0 
Así, la solución del sistema es 
ХІ 3r—s— 14 —14 3г— 5 
(| r—9 Е —9 + SER 
X3 $ 0 
X4 2 0 r 
De donde observamos que para este caso 
—]14 IPS 
E y й ; ЄК 
0 Р 


son, respectivamente, una solución particular del по homogéneo у la solución del homogéneo аѕо- 


ciado. Y 
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1.2.8 Sistemas lineales con números complejos 


Nuevamente, como en la sección 1.1.5 (cfr. pág. 12), haremos uso de números complejos en álgebra 
lineal; esta vez en sistemas lineales. Para resolver sistemas lineales con coeficientes complejos sim- 
plemente aplicaremos las mismas técnicas que hemos desarrollado en esta sección, pero realizando las 
operaciones con números complejos. Todas las propiedades y teoremas relativos a sistemas lineales 
sobre el campo de los números reales de esta sección siguen siendo válidos cuando los coeficientes y 


términos independientes son números complejos.'? 


» Ejemplo 1.35 Resolvamos el sistema 


a + (1i) — йз = 21 
ixi — 2їхә + x = 1-2 
a + (1-io + 2i = 1+1 
Para ello aplicamos el método de Gauss empleando el álgebra de números complejos en las opera- 
сїопез.!^ 
1 [= =i 2i a) 1 1+i =i 2i 
i —2i 1 Ie 1> о 1=3f 0 Jes 
1 1-i 2i I4 0. —2i 3 ү ы, 
e l dv: =i 2i 
ек [4 X] 1 
0 1—3: 0 3=2i 
6) L d ==[ 2i 
c 0 1 —3/2 | 1/2+1/21 
07. 1=37 0 3-9 
Р ] di =1 2i 
C Dg 3 — 39 |а 
0 0 3/2-9i/2 1—i 
De donde, al hacer sustitución regresiva, 
1—i 
X3 = A 
I 
220 De 
m xd 
X2 — i 11 3x3 
И @ «cris 
= +++ 
ZA Ts 
= 16 * 10 


13Cfr. B.1 del apéndice В y la subsección 1.1.5. 
14(1); R; AR +В, Вз —R; +; (2): В «5 R5; (3): Е, € (—1/2i) Ry; (4): Е O —(1— 3i) Rs -- Rs. 
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» Ejemplo 1.36 Resolver el sistema 


хі +20 = 23 = 5 
xı — 2100 + 5x3 = 5 +61. 


EP 1 i -1 2 Т # ell 5 
ашып 1 —2i 5 | 5-6i 0 —3i 6 | 6i 
y al hacer sustitución regresiva 
Ni 5-+2ї—о 
Xx |= | -2-20Q |; acC 
X3 Q 
Finalmente, dado que 

X1 5 + 2i ==% 
X2 = == + —2 ¡0 $ 
X3 0 Q 


se desprende que la solución del sistema homogéneo asociado está dada por 
—@ 
—2ia 
Q 


, MEC. v 


1.3 Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 


1.3.1 Ejercicios resueltos 


Matrices 
p[-— 3 
1 Determinar los valores de a y b, si es que existen, para que las matrices A — | 3 2 2 
4 —5 1 
1 -2 2b 
B=|3 a 2 | sean iguales. 
4 =$ d 


Solución Газ matrices A y B serán iguales si a = 2b y a = 2, y estosucedesia—2y b—1. Y 


2 Calcular 
zbod d $ = 2^ Ski 
о | 23 abl 3 3 (c) Ji lf es yl 
її ud 
(b) | 01 1 * 2$ 
2 =] 
Solución 
al ES i a =з) [A те. т жа 
М $ UB =å =® ч IU 25-5» 448] P3 Sox! 


35 
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(b) La suma de estas matrices no está definida porque tienen distintos tamaños; la primera tiene tamaño 
3 x 3 mientras que la segunda tiene tamaño 2 x 3. 


za] SEU. AA (ABE (уп) 
x | | 9-1 d 4 Б | (10) (A) A) AR) 
8-12 4-4 
= E Же á 
3 Calcular 

=i 2 mp 2 ч] 

—3 2 —3 
1 2 1 1 2 1 
(a) 29 2 3 1 X Е (b) 1 2 E "e 
1—2 4 —3 2 —3 2 1 2 4 


Solución Recordemos que el producto de dos matrices, А € Murxn y B Є M,xs, está definido sólo si 
n — r; en tal caso la matriz producto, AB, tiene entonces tamaño m x s. Una forma de recordar esto es 
que en el “producto” (m x n)(r x s) los “medios” deben ser iguales; esto es, n — r; y la matriz producto 
tiene tamaño el producto de los “extremos”: m x s. Finalmente, si el producto está definido, la i-ésima 
fila del mismo se obtiene multiplicando la fila F; de la matriz A con cada una de las columnas C; de la 
matriz B como se indica en (1.1) de la página 5. 


(a) En este caso se tiene (4 x 3) (3 x 2), los *medios" son iguales así que el producto está definido y el 
tamaño de la matriz producto es (4 x 2), el producto de los “extremos”. 


-1 2 0 "m ЕС, FC; 
1 2 1 ү o»] рес aa 
XL e FC, BC 
1-2 4 FC; BC 


$240 34444 
24-99. A 
4249 544-5 
20 sd 


Ru 


(b) En este caso se tiene (3 x 2) (4 x 3), que tiene “medios” distintos, así que el producto no está definido. 
v 


En los ejercicios 4 a 13 sean 


й. «d =i 1 
C=| 2 3| y D=| 2 
=1 3 Е. 


Efectuar la operación indicada si es que está definida. 
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4 4A. 
ы RE (4-5) MED (4)(3) 0 ъй Y 
Solución sm=al -à 70 | -| (4-3) (0) (40) | = | -12 28 0 | d 
5 —SA+2B. 
Solución —5А +2В = —5 Е E 1 ir i Ei 
25 5. = -42 8 
= E -35 0 |+| 2 3-2] 
21-7 =7 
Е E -33 | d 
6 3C— 4D. 
dd 1:1 
Solución Е) 2 ] zl 4] 
1 3 15 
12 =3 4 —4 
=|6 9 |+|-8-12 
E 1 E л 
16 =7 
ле 
7 АС. 
T deas [PEA He ГАС, AC 
Solución C= E 7 al 22 = ES >] 
Z | 3)00 4 0-DOD H-(3)C-D) (=5)(=1)++(=1)(3) 1 
(-3)() + (7)(2) + (0)(—1) (—3)(—1) + (7)(3) + (0)(3) 
0511 
= = й 
8 (3B)(5C). 
Solución (3B)(5C) = (з E | 11) 5 | E 
1d = Pos 
tal 
alar i 
=s] E ] 
-40 17 =150 255 
=15| el re d 
9 CD. 


Solución El producto CD no está definido porque la matriz C tiene tamaño 2 x 3 y la matriz D tiene 
tamaño 2 x 3; el número de columnas de C (tres) es distinto del número de filas de D (dos). Y 
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10 AA. 
n ed 
zB prese =5=1 3 
"y А = = = 
Solución xa - | 3 1 Е 25] L 3 ж 70 
з 0 
34 —16 —15 
= |—16 50 3|. v 
15 =з Y 
11 (2B-3A)D. 
-21 4 5-13 E 
Solución (2B —3A)D — (| |-| |) 23 
[3-41 3. 70 
225 
= (137 3] E ul) p 
223-5 9— 0 E 
B Е 2) 2 
lim n 
ї 21 
= as Es E 
12 (AD)B. 
=$] 
" | [[-5-13 ea d 
Solución (AD)B — [3 + DA | t 
E E 
d 7123.4 
= 11718 11 
13 4 -19 
- [25 | E 
13 CC. 
t 
o | del j=l 4] TN 
Solución CE = 2 3 2 -3| = 2 3 13 3 
zer USES 1 3 
17 5 
=| 513 3 v 
T “10 
=] 
14 SeanA- | -1 2 3 |ур= | 1 |. Calcular: 
2 
(a) Ab. 
(b) БА. 
Solución (а) Ab-[ -1 2 3]| 1 | =9. 
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_ =i DC-D- (C00) 003) 
(b) РА = | 1|[-123]=| (1)(<1) 00 (16) 
2 (2)(—1) 00) 06) 
1 
= li 2 Xl. Y 
ep 4 6 


15 Sea A una matriz cuadrada; se define А? = AA y en general А" = AA --- A. Calcular A? si A = Il Р 
y 1 1 


n factores 
A. 1 1 1 2.2 
а MR == E 
Solución #=лїг= | 1 || E |. 


16 Demostrar que la suma de matrices es una operación conmutativa; esto es, si А, B € ЭЛ», entonces 
A+B=B+A. 


DEMOSTRACIÓN BI Si A = [a;j] y B = [bij] , entonces A +B = [aij + bij] = [bi 4- aij] = B +A (porque la suma de números 
reales es una operación conmutativa). Wi 


17 Probar que si X es una matriz fila con n componentes y Y es una matriz columna con igual nümero de 


componentes, entonces XY — Y'X'. 


DEMOSTRACIÓN B SeanX = [| aj +- an JyY=| : |.Entonces XY = У? aibi y 


FX = pA Ру] pe» 


n 
y ajb; = ХҮ. HM 


i=l 


18 Demostrar la propiedad 3(b) de la sección 1.1.4; es decir, que (AB)' = B'A! VA € Wnxn VB € Mx p- 


DEMOSTRACIÓN BI Sean A;, i = 1,...,m, las filas de la matriz A; Bj, j= 1,...,р, las columnas de la matriz B. Entonces 


t 


AjB, AjB) +> AıBp 
A3B, AB) :** АВ, 


(АВ) 
А„Ві AmB2 с AmBp 


АВ АВ) ··· Amb 
АВ АВ» ++: AmB2 


АВ, A5B, А.В, 
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dl 
В! А! B 


| 
ES 

> 
Ut 

> 


B, 

BIA, BIA, --- BLA! 

BLA, BLA, ... BLA! 

BLA, BLAL -< BLA! 

АВ АВ! ··· AmBi 

(ejercicio anterior) A1B> АВ» ··· Amb, 
АВ, АВ} ++ AmBp 


Con lo que se tiene (AB) =B'A'. B 


19 Suponer que A у B son matrices cuadradas del mismo orden, ¿es cierto que (А + B? = A? + 2АВ + B? 
para todo par de matrices A y B? 


= E „[(®1 „ГЕТ [®@ 
Solución sia= |) q уВ= [1o ¡entonces (4+2) -[ii-| E 


+ 
HAS 
O = 
Ro 
=== 
Il 
lO | 
N N 
N N 
13 


10 10||01 
2 2 
А? Р2АВ +В a) 2 1 E | 


2 
| aa wm MET z [x] [22 
Sin embargo, si A= || ув | | 1|, entonces (4-8) x | ={ 4 ;| pero 


2 2 
1-1 1—1 —1 0 -1 0| —3 —4 
2 E A 
4° +2Ав+ = || 1 zi il TIEN @ 2 al 
Es decir, en general A? +2AB +В? 4 (А +В)2. v 


20 ¿Qué condición deben cumplir dos matrices cuadradas del mismo orden, A y В, para que (А + B)? = 
A? -2AB + В?? 


Solución Ре] ejercicio precedente se puede inferir que la condición que se requiere es que las matrices 
conmuten; es decir, que AB — BA. En efecto, si éste es el caso, entonces 
(А +В)? = (А+В)(А +В) = A(A-- B) -- B(A4- B) 
= А? РАВ + ВА + В? = A! c AB+AB+B? 
= А? +42AB+B?. Y 


21 Determinar, si es que existe, el valor que debe tener х para que las matrices А = E | у 


В= | E El conmuten; esto es, para que AB — BA. 
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Solución Рага que AB = BA se debe tener 
2232 3—4] | 34 [| mS A LL. 
14||—2 x| |-2 x 14? 


-4 ia pepe о 
—5 -—4+4x| | 6+x –4+4х 


es decir, 


9 


por tanto, se debe cumplir 


Lo cual sucede únicamente si x = —1l. Y 


Р — ; ' a b CM E 
22 (Qué condición debe cumplir una matriz cuadrada A — | И А рага que sea simétrica? 


Solución Рага que А sea simétrica se debe tener A = A'; esto es, 
E al Е E J 
cd ud 
y esto sucede si y sólo sib = с. wv 
23 Demostrar que si A € Mx, entonces la matriz В = AA' es simétrica. 


DEMOSTRACIÓN W B' = (AA')' = (A')'A' = AA' = B. Por tanto, B es simétrica (cfr. propiedades de la pág. 10). Ш 


En los ejercicios 24 a 26 sean 


eleg 3 =1+1 31 —1 ed E 
e ЖЕ B=|-5+3i 8|, С=| 3 -4i 0| y ú=|2-2i 
7—2i 9i 2 1 1 i 
24 Calcular 
(a) 2iA, 
(b) A—3B', 
(c) —3iB' --2A. 
F a. xb erba. 3 
Solución (а) жа =] “Л 


al (Qi)(—i) (HA +i) | 
Qü-i) (25) (20(4+5) 


Е 27-039; 4i 
= Eq 4 —2+ 8i |` 
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"TT edis 
(b) | s J^ ENT 
1-1  2i4-ci 7 2i 9i 
BN M 
1-1 2i4+i 
¿[1415435721 
3i 8 9 
Talar E 
lui a 
1 2148 
9i -24 әт 
КЕ 16—8i —194-6i 
= [10 24-25 -4—326/ |' 
-jira m 
(c) 3iB' -2A = —3i | -5+31 8 uu sa 
7—21 9i di cis 
adl edit ebedt $225 EI EE- 
= 3] 3 8 atha a] 


|.1343i 9415: —6—21i x 2. 21 4 
B 9  —24i 27 22 4i 8+2ї 


>| 34611417 =2 e T 


11=2%  —20: 35-2 


25 Encontrar 


(a) Aii, 
(b) Bii, 
(e Cu. 
- —il+i 2 E 
Solución (а) Аи = [+ | ш: 


— | (—i)(—1) + (1 +i)(2— 2i) + (2) (0) 
(1-))(-1)-- Qi) - 22) + (4- i)(0) 


BE 
= үзү" 


(b) La matriz B tiene tamaño 3 x 2 y la matriz и tiene tamaño 3 х 1, así que el producto Bii no está de- 


finido; pues el número de columnas de B es distinto al número de filas de A. (Los “medios” en 
(3 x 2)(3 x 1) son distintos.) 


=1 3421 —5i ed 
(c) Cu — з —4i ] x 
2 че] 1 0 
(—1)(-1) + (3 - 2i) 2 — 20) + (—52)(0) 11=27 
= (3)(—1) + (—4i) (2 — 2i) + (0) (0) —|-11- 8i v 
(2)(—1) - (-1)(2 - 2i) + (1)(0) —4+2i 


SECCIÓN 1.3 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 43 


26 Hallar 
(a) AB, (b) AC, (c) BC. 


Solución (а) De acuerdo con (1.1) (cfr. pág. 5) 


TM 14131 
АВ = la s -543i 8 
Е 7 — 2i 9i 
| AG EC, 
= | PORO 
_ [7-5 431420 
= [24—9i —64-55i |' 
ур =ї eara 
_ =11+1 2 : 
(b) Por (1.1) ies PE S > | 


|| FC] AG AG 
[Бс РО AC; 


| [744i4-7"i | —3 
TUIS desired 


(c) El producto no está definido; pues en (3 x 2)(3 x 3) los “medios” son distintos (el número de co- 
lumnas de B es distinto al número de filas de C). Y 


Sistemas lineales 


27 Indicar si el sistema dado es lineal o no. 


(a) xq—3xo4 x4 = —3 (b) xy —cos(x2)x = 0 (c) х +0 +23 = 3 
xi — 4х2 — 30% =3 x +x = 1 XX +x = 2 


Solución (a) El sistema no es lineal porque no tiene la forma (1.6) (cfr. pág. 15) al estar la variable x3 
en la segunda ecuación elevada al cuadrado. 


(b) El sistema no es lineal porque no tiene la forma (1.6) pues en la primera ecuación el segundo término 
contiene la evaluación de cos(x2). 


(с) El sistema sí es lineal pues tiene la forma (1.6); con ап = a1» = аз = 1, о = az = 1, аә =-—1, 
b, =3 y b; = 2 (un sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas). Y 


28 Determinar si # = (—1,2, 1,—2) es solución del sistema 
—8x1 + 5x2 — 3x4 — 3x4 = 21 

Tx1 + 5x2 + 7x3 + 6x4 

4x4 + Зх + 7х3 — 5x4 


I 
| 
N 


I 
a 
© 


Solución Al sustituir И en la primera, segunda y tercera ecuación se obtiene: 


—8(—1) +5(2) -3(1) -3(-2) = 21 
1051050) 4700-6029 = —2 


E 
4(—1) 4-3(2) -7(1) — 5(-2) = 19 por lo que і sí es solución del sistema. v^ 
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29 Determinar si Y — (—3,0,0, 1) es solución del sistema del ejemplo anterior. 


Solución — Al sustituir V en la primera y segunda ecuación se obtiene: 


—8(—3)--5(0) – 3(0) 2 3(1) = 21 
7(—3)4-5(0) --7(0) +6(1) = —15. 


Puesto que —15 4 —2, V no es solución del sistema. Y 


30 Escribir el sistema del ejercicio 28 en la forma matricial Ax — b y resolver los ejercicios 28 y 29 mediante 
multiplicación de matrices. 


жо м, 
Solución La matriz de coeficientes (cfr. pág. 15) de este sistema es А = TS у alc = 
43 7=5 T 
X4 
21 
y el término independiente es | —2 | ; así que el sistema en forma matricial está dado por 
19 
5.3.3] 1% 21 
75 * т РР 
43 73|[% 19 
X4 
Puesto que 
-1 
=8.).=3 =93 2 21 
75 T 6 р = —2 
43 7—5 _2 19 
y 
-8 5 -3 -3] | n] . 
TS 37 `6 pl —15 | 4b, 
43 7-5 1 —17 


ii = (—1,2,1,—2) es solución del sistema AY = b, mientras que Y = (—3,0,0,1) no es solución del 
sistema AY=b. v 


3 


— 


Indicar las matrices que están en forma escalonada. Para las que estén en forma escalonada, determinar 
los pivotes de cada fila, y para las que no están en forma escalonada, mencionar la propiedad que no 
cumplen para este efecto. 


"LEE 0d 531 139-7 9 -72 359 
wl 02-312|, loo 0 02l ()|00 1 -13| y (d| 00 о 00 
00010 00000 01 <t 0 1 02-3 11 


Solución (a) La matriz está en forma escalonada; los pivotes para la primera, segunda y tercera fila 
son, respectivamente, —1, 2 y 1. 


(b) La matriz está en forma escalonada; el pivote para la primera fila es 1 y para la segunda es 2. 


32 


33 


35 
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(c) La matriz no está en forma escalonada; el primer elemento distinto de cero de la tercera fila no está a 
la derecha del primer elemento distinto de cero de la segunda fila. 


(d) La fila nula en esta matriz no está por debajo de las filas no nulas; por lo que no está en forma 
escalonada. Y 


Para cada uno de los sistemas de los ejercicios 32 y 33: 


(a) Escribir la matriz aumentada correspondiente. 


(b) Utilizar el inciso (a) para determinar si el sistema está en forma escalonada. 


хі — 3x2 + x4 — 5x5 = —5 
—5x2 +4x3 +x5 = —3 
—X3+x4 = —7 


Solución (a) La matriz ampliada es en este caso 


1=3 Ip 
0-5 40 dq r3 
o 0=11. 0|=7 


(b) Puesto que la matriz aumentada está en forma escalonada, el sistema está escalonado. Y 


2x1 — X2 + 3x4 — 5х5 =2 
х +403 —xs = —4 
—2x1 +3x4 = —3 


Solución (a) Para este sistema la matriz ampliada correspondiente es 


22003-5 | 3 
Ü 140=1 |-4 
2 003 9|-3 


(b) Dado que en este sistema la matriz aumentada no está en forma escalonada, el sistema no está esca- 
lonado. Y 


En los ejercicios 34 a 36, determinar si el sistema escalonado dado tiene solución única, tiene una infini- 
dad de soluciones o es inconsistente, sin resolver dicho sistema; y en los sistemas que sean consistentes 
indicar las variables libres y las variables ligadas. 


ded A 1 
0 2-4 02|-2 
0 0 0 30 —3 


Solución El sistema es consistente porque no tiene una fila nula a la izquierda de la partición con un 
correspondiente registro distinto de cero a la derecha. Variables libres: хз y x5 (que corresponden a las 
columnas sin pivote). Variables ligadas ху, x» y x4 (que corresponden a columnas con pivote). Como el 
sistema es consistente y tiene variables libres (equivalentemente columnas con pivote), tiene entonces 
una infinidad de soluciones. Y 


1-1 24-5| 8 
0 1-20. 3]|-5 
0.000 O| 4 
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36 


37 


38 


Solución El sistema es inconsistente porque tiene una fila nula a la izquierda de la partición con un 
registro correspondiente distinto de cero a la derecha. Y 


1 -1 0 2. 218 
0: =3 2 4 6 |9 
0 0.2 =3 3 |9 
0 0 0 1.072 
0 0 0 Ü 1 Ii 
0 0 0 0 010 


Solución El sistema es consistente porque la fila nula a la izquierda de la partición tiene registro 
también nulo a la derecha de la partición. Variables ligadas: х], xo, x3, x4 y xs (las que corresponden a 
columnas con pivote). No tiene variables libres. Puesto que el sistema es consistente y no tiene variables 
libres tiene solución única. Y 


Resolver el sistema escalonado del ejercicio 34 haciendo sustitución regresiva. 


Solución La última fila de la matriz ampliada equivale a 3x4 = —3; por tanto, x4 = —1. La segunda 
fila de la matriz ampliada equivale a 2x2 — 4x3 + 2x5 = —2 (con xs y xs variables libres), que al despejar 
la variable ligada x? produce хә = —1 — х5 + 2x3. La primera fila de la matriz ampliada equivale a 


3x1 — хә — x3 — 3x4 + 5x5 = 1, con хз y xs variables libres; que al despejar la variable ligada х produce 
ху = (12-32 +x3 4-3x4 — 5x5) /3 = (1 — 1 — xs +203 +x3 — 3 — 5x5) /3 = x3 — 2х5 — 1. Entonces la solución 
está dada por 


Xj s—2r—1 

X2 —]-r--2s 

| = 5 ; nscmR. v 
X4 —1 

Xs ГА 


Resolver el sistema escalonado del ejercicio 36 haciendo sustitución regresiva. 


Solución La quinta fila de la ampliación equivale a х; = 1; la cuarta fila de la ampliación equivale 
а X4 = 2; la tercera fila de la ampliación equivale a 2x3 — 3x4 + 6x5 = 9, que al despejar la variable 
ligada хз produce x3 = (9 + 3x4 — 5x5)/2 = (9 + 6 — 5)/2 = 5; la segunda fila de la matriz ampliada 
equivale a —3x» + 2x3 + 4x4 + 6x5 = 9, que al despejar la variable ligada x? produce хә = (9 — 2x3 — 


4x4 — 6x5)/(—3) = (9 — 10 — 8 — 6)/(—3) = 5; la primera fila de la matriz ampliada equivale a ху — x» + 
2х4 +2x5 = 8, que al despejar la variable ligada xı produce x, =8+x2— 2x4 —2x5 =8+5-4-2=7. 


X1 7 
X2 Э 
Así la solución es | x3 | = |5 |. Y 
X4 2 
Xs ] 


| -3 2 1 4 4 | 
2 =l 5 6 —3 А Р 
А = 7 2 1 5 por medio del método de Gauss. 
1 -1 2 3 4 
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=3 2 4 E 4 1 -1 2 3 4 
z7 2 =l 3 p- +а3 2o =k 3 6 —3 
эшш 7 S d $ Кек T Жї 5 
p cd. 3 4 3 2-.1 4 4 
| 1 -I 2 3 4 | 
Т AE 
Ao ЗАТЕ | C= 7 13 16 | 
1 -1 2 3 4 
0 1 1 0: === 11 
AS O E A AN % 
` VC DE 0 8 13 5 
1 -1 2 3 4 
0 1 1 0 —11 
R; e (1/22)R; 0 0 -1 -1 38/11 
0 0 8 13 5 
1 -1 2 3 4 
0 1 1 0 —11 -H 
Ra ++ 8.8, 0 0 -1 -1 38/11 
0 0 0 5 359/11 
La matriz Н está en forma escalonada y es equivalente a la matriz A. Y 
40 Resolver por el método de Gauss el sistema 
Xj — X2 + 3x3 + 5x4 — 6x5 = —15 
3x1 — 4x2 + 5x4 — 2x4 + x5 = —43 
—2xi4-3xo— X3 + 3x4 — 505 = 17 
—x1 — X2 + 2x3 — 2x4 + 3х5 = —13 
5x1 — 3x2 + хз — 4x4 + 7x5 = —20 
Ax, —Íx2 + 8x3 + 3x4 — 5х5 = —58 
Solución Primero se lleva la matriz ampliada del sistema a forma escalonada. 
t =l 3 3 .==б 13 F =l 3 5 —6 es 
3 —4 3. 2 1 —43 Ü —1 —4 -17 19 2 
=2 3 -=—1 3 = 17 0 1 5 13 —17 =13 
-1 -1 2o 3 =13 0. =2 5 + =3 —28 
3.3 1 —4 T 20) 0 2 =. 29 37 33 
4 —5 8 J =5 —58 O: =i —4 -17 19 2 
1 -1 3 2. =0 15 
0 —1 —4 -17 19 2 
T 0 0 1 —4 2 —11 
0 0 13 37 —41 32 
0 0 -—22 -—63 73 39 
0 0 0 0 0 0 
Lb =] 3 23 = =15 
Q.- =fr е4. D 19 2 
0 0 1 —4 2 —11 
0 0 0 89 —67 111 
0 0 O —151 119 —183 
0 0 0 0 0 0 
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1 -i 3 $ op us 
Lob 47. D 2 
Ü d. d е4 2-1 
~ о 0 0 89 —67 | 111 
0 0 0 0 474 | 474 
0 0 0 0 0 0 


Después se hace sustitución regresiva: 
Xs — Loa = CETTE +67x5)/89 = 2: 
X) = —2 — 4x3 — 17x4 + 19x5 = 3; 


X3 = —11 + 4x4 — 2x5 = —5; 
ху = 15 Б — 3x3 — 5x4 + 6x5 = —1 


X1 —1 
X2 3 
El sistema tiene solución única: | x | = | —5 |. Y 
X4 2 
X5 || 
41 Resolver el sistema 
ху +x+2x3 — x4 = 10 
Xi — X2 T X3 — X4 = 9 
Xi +X = 3 — x4 = 1 
—X1 — 2x2: +xXM3+x4 = 2 por el método de Gauss. 


Solución Se lleva la matriz aumentada del sistema a forma escalonada 


Q Q QE 


ооо m 

| 

Ron 
| 


ео QC IB 


оом н 


особо f 
| 
онн о мнн мыны шо шо ке му 


Ce Ue 


eO UN 


ооо 


10 
=1 

3 
-4 


¡HS N= 


eO == BR E 


| 
| 
| 
| 


осон 


y se observa que el sistema es inconsistente porque, en la forma escalonada equivalente, la última fila 
del lado izquierdo de la partición es nula y el registro correspondiente del lado derecho es distinto de 
v 


cero. 


42 Resolver el sistema 


xı +2x2 — 3x3 +x4 = —2 
—3x1 + 5x2 — x4 + 2X4 = 6 
Ax, | 3x; | 5x3 X4 = 11 
7x1 + 19x2 — 9x3 + 8x4 = 14 mediante el método de Gauss. 
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Solución Primero se obtiene una forma escalonada de la matriz ampliada del sistema. 


|» 3 e$ 1 2 i ESE pla 
3 $ 2 6 б i їй $ 0 
а % $5 al | <1 ii 0 o5 7 = | =3 
29.010: 28 $ 14 0 33 -30 15 0 
HE NET NEN P 

0 1 4 —5 | —6 

Ж Ü. 5 7 5 | 3 

Ü п -10 5 0 

DE —3 1 E 

0 1 4 -5 —6 

id ü d^ 32 30 | 3 

0 0 -54 60 66 

ї{ Ж 3 1 m 

0 1 4 3 -6 

> ow 3 230 33 

0 0 —54 60 66 

1 2 3 1 =] 

01 4 3 —6 

< O $ 27 | 33 

оо 0 0 0 

] Ж 23 1 =? 

0 1 4 —5 b 

i 006 © = | = 

оо 0 0 0 


Después se hace sustitución regresiva: 


хз = (—11/9) + (10/9)x4; x2 =-—6—4x3 + 5x4 = (—10/9) + (5/9)x4; xı = (—31/9) + (11/9)x4; 


es decir. 
i A 4. 1E, 
x 9 7 
1ó 1.5 
x eor 
2 |= ? 39 | кей v 
X3 ьс ДІ y 20 
9g +9 
X4 


43 Resolver los siguientes sistemas que tienen la misma matriz de coeficientes. 


(a) 3xi—x2+5x3+2x4+x5 = 17 
—x1 d- x2 — 2x3 — x4 + 3x5 = —2 
2x1 + 2x2 + 4x3 + x4 — 4x5 = —4 


(b Зу – у +5уз + 2у4 +у5 = 7 
=у у – 253 — y4 +y5 = —6 
2у +252 + 4уз + уд — 4ys = 10 
(с) Зар – 0 + 53 + 224 +25 = 6 
= +0 — 243 — z4 + 325 = —5 
241 + 222 + Асз + 24 —– А25 = 12 


Solución Se lleva a forma escalonada la matriz ampliada del sistema. 
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3-1 5 2 1|17 7 6 
1 1=2=1 3 2—6 —5 ~ 
2 2 4 1-4|-4 10 12 
ї 1=2=1 3 2 —6 —5 
3-1 5 2 1|17 7 6 ~ 
2 2 4 1-4|-4 10 12 
її 0 =06 5 
021 =1 10| LL —11—9 ~ 
Q4 0—1 2|=8 =2 2 


-11-2-1 3-2 -6-5 
Q2 =l=1 10 11 =11 =9 
00 2 1-18|-30 20 20 


Se hace sustitución regresiva de cada término independiente. 


(a) = (-30— x4 ar 18x5)/2 =—15— (1/2)xa + 9x5; х= (11 +A FX 10x5)/2 =—2 + (1/4)x4 — 
(1/2)xs; х = 2 +0 — 2x3 — x4 + 3х5 = (1/4)x4 — (31/2)xs. Con lo que 


30+ is— 315 


1 1 
X2 2 r$ 
%|=|-15-1s49r |; ns€R. 
X4 

5 
X5 

Р 


(b) уз = (20 — ya + 18y5)/2 = 10— 1s +9r; y; = (-11 + ys + ya — 10у5)/2 = —5+ 15 – 1р; 
yi =6+y2 — 2уз — ya +3y5 = —22 + {s — Hr. Por lo que 


—29 |, 1; 3, 
2 КД 2 
Yi 
-14y1,-1, 
y2 2 v 2 
з |= | 10-1s49r | ns€R. 
У4 
5 
y5 
» 


(с) z3=(20—24+1825)/2=10— 55+9r3 z2 = (-9+23+24— 1025)/2=3+35- zi = 5 +0 – 
225 — z4 4 305 = — 2 4-15 — Hr. Por tanto 


29 1 31 
a hs m 7 


їй йы] 
22 e id 
23 |= | 10-Isc9r | rsceR. v 
24 
5 
25 
ғ 


44 Encontrar la matriz en forma escalonada reducida equivalente а la matriz 


Ü»el 259 jJ 
3p Gu ef 
A=] 1 i 25 3 
3 2-21 2 


por el método de Gauss-Jordan. 
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1-1 23 1 pers od 
Solución йз: dius Y. 
Ry er —2R ER; 
—1 1 25 3 EE 0 0 4 $8 4 
3 2-11 2] роу 35-8 ü 5=7=8 1 
1-1 2 3 1 
0 1-1-2-3 
4——————————3À 
R, < —5R; +R, о 0 4 8 4 
0 0-2 2 14 
1-1 2 3 1 
0 1-1-2-3 
ÚS 
К, e (1/4)R, Q0. 1 2 1 
0 0-2 2 14 
1-1 2 3 1 
0 1-1-2-3 
> 
R, < 28; +R, 0 0 1 2) 1 
0. 0 0 6 16 
1-1 2 3 1 
0 1-1-2-3 
KI 
R, < (1/6)R, 0 Q 1 2 1 
0001 $ 
1-1 20 -7 
D Дїй -5 
R, ө —2R, + R; 13 
Roar |0 0 10-7 
Re 3R+R |0 0 01 $ 
1-100 3 
0 100 -2 
В, < Кз + В 13 
R € R4 R, 0 010—7 
0001 $3 
1000 -i 
0100 -2 
— =H. 
К, < RR, 0010 (5 
0001 $ 


La matriz Н está en forma escalonada reducida y A ~H. Y 


45 Resolver el siguiente sistema por el método de Gauss-Jordan. 


x—x>+23= 0 
2x1 — x2 +x3 = —2 
—x1 + 3x» — 2x3 2 
xı +x: +2x; = 2 


Solución Se lleva primero la matriz ampliada del sistema a forma escalonada reducida mediante el 


método de Gauss-Jordan: 
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1-1 2| 0 pL: 2|. 0 1-1 2| 0 
2 X 1 =2 0 2:3. |2 " 0 T= е2 
- 3-1 32 0 2 0| 2 0.0 6| 6 
ЪЪ 3X. о 2 02 0.0 6| 6 
pei 3 0 L=1 2) 0 
0. 1:=3|=2 0 =$ |2 
0.0 6| 6 0 0 1 1 
0 0 0| O 0.0 0| 0 
1 —1 0 | -2 100 |=1 
E 0 10 1 010 1 
0 01 1 001 1 
0 00] 0 000. 0 
Después se hace sustitución regresiva. 
ХІ —1 
X2 = 1 и 
X3 0 


46 Resolver el siguiente sistema homogéneo por el método de Gauss. 


Tx — x24 X3— x4 = 0 
15x; +3x2 — x3 + x4 = 0 
Ax, — 2x2 + 7x4 — 5x4 = 0 


Solución Se lleva la matriz de coeficientes del sistema a forma escalonada utilizando el método de 


Gauss: 
7-1 1-1 T= dl |] =$ 3 
J5- Эй ERA SS a = e 
4-2 7-5 42 T=5 qe qo 
1 = ^ s k 9-3 al 
п п 
о |0 36 22 –22 | ~ [ lx. 
0 —22 19—17 РЗ 19=17 
I. A 3 E 3 
EUN 11 
ld “ш B 18 
32 
0—22 19 =17 = = 
Se hace sustitución regresiva (igualando las ecuaciones a O porque el sistema es homogéneo): 
16 . Al Ho dH. E 3 1 
„с куте T po so xl X2 X3 MC RE 
Por tanto, 1 
a 507 
А Hs 
2|- 50” ; r€R.O,equivalentemente, 
X3 16, 
25 
X4 
5 
ХІ M 
x | _ |-—1ls 
LIE CS: seR. v 


47 


48 


SECCIÓN 1.3 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 53 


Resolver el siguiente sistema y de manera simultánea encontrar la solución del sistema homogéneo 
asociado. 


X1 2x5 3x3 4х4 = 
—x1 + 3х — 503 +x4 = 
2x1 mo T 2x3 Ser 3x4 = 
4x; — 3x2 + 8x3 — 11x4 = 


Rune 


Solución Se resuelve el sistema no homogéneo por el método de Gauss llevando la matriz ampliada a 
forma escalonada. 


1-2 3 -4|-1 1-2 3-4|-1 
—1 3-5 1 2 0 1-2-3 1 
2-1 2 3 3 0 3-4 5 Э 
4-5 8—11 1 0 3-4 5 5 
H -2 3-4 |-1 
0 1-2-3 il 
0 3-4 5 3 
0.00 0 0 
1-2 3-4|-1 
0 1-2-3 1 
0 0 2 14 2 
0 0 0 0 0 
Se hace sustitución regresiva: хз = 1 — 7x4; x = 1 + 2х3 +3x4 = 3 — 1154; x = — 1 + 2x2 — 3x3 + 4x4 = 
2 + 3x4. Por tanto, 
X1 2+3r 
da |. 3 = 
X3 1—7r | FEN, 
X4 r 


es la solución para el sistema A¥ = б. Para encontrar la solución del sistema homogéneo asociado Ax — 0 
se escribe la solución precedente como (cfr. 1.2.7, pág. 32) 


X1 2 3r 
x|_|3 —11r 
| 1 Ar |? rem 
X4 0 r 


y se obtiene una solución particular del sistema no homogéneo y la solución del sistema homogéneo 


asociado 
Xi 3r 
x —11lr 
? |= ; re€eR. v 
X3 —7 
X4 T 
Determinar los valores de o para que el sistema 
+0 = —2 


—xı +2x2 — охз = 3 
axı +x +23 = 2 


tenga solución única. 
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Solución Al llevar la matriz ampliada del sistema a forma escalonada se obtiene 


1-1 «|-2 1 -1 а —2 
—1 2-oa 3. | LO 1 0 1 
а 1-1 2 0a+1l 1-0? |2++2@ 
1-1 « —2 
о 10 1 0 1 


00 1-02 |l+a 


así que el sistema tiene solución única para toda о Z +1. (Si а = 1, el sistema es inconsistente; у si 
а = —1, el sistema tiene una infinidad de soluciones.) Y 


49 Determine los valores de o para que el sistema homogéneo 


ox=y+z=0 
EIN = = 0 
xq 2y—z e 
tenga soluciones distintas de cero. 
o -—1 1 1 od 1 2 —a 
Solución 1 2-a[=fa-1 1|=|0-20-102+1 
1 2-1 1 2-1 0 0 a—1 


Dado que el sistema homogéneo es cuadrado, tiene solución no trivial si la matriz de coeficientes no es 
equivalente a la identidad (cfr. teorema 1.6); y esto sucede sia = 1 оа = —1/2. Y 


50 Resolver el sistema 


izı — iz2 + (3 +i)z3 = 4+21 
(1 +i)zı — z2 + za = 
3izy +z2— 3z3 = —3 + 4i 


l 
кә 


2+3ї 2+4 
—5— 12i | -5— 12i 


i —i3-ci | 442i —1 L^ 2 — 4i 
Solución 1+1=1 1 2 НЕ 2 

3i 1 —3 |—3-«4i — —3 +41 
1 1-31 2—4i 
0 —3-F2i | —4 + 2i 
0 ТЄ —12—3i | —15—2i 
1 1—3i 2—4i 
0 2 -4-3i 2 -- 4i 
0 14 m 12—3i 15— 2i 
E 1—3i 2 — 4i 


or 


de donde, al hacer sustitución regresiva, 


Zi 1 
| = |і 
23 1 


es la solución del sistema. Y 
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1.3.2 Ejercicios propuestos 


El lector encontrará la respuesta a los ejercicios en cursiva en el apéndice E al final del libro. 
Matrices (respuestas en páginas 1073-1074) 


En los ejercicios 1 a 3 sean 


—1 0 2 4 2 
—1 2 -3 5.0 —1 
1 Calcular (a)A+B, (b)A+C, (c)3A—SB, (4) 6р. 
2 Hallar (a) AB, (b)AC, (c)AD, (d)BC, (e)BD, (f)CD. 


3 Encontrar (а) Ай, (Б) АС, (c)D'A', (d)B'A, (e)D'D, (f)DD'. 


En los ejercicios 4 a 7 sean 


"E =й 75 4 4 -8 
de 9 | ies pe c ade 


4 Hallar (a)—2A, (b)A+B, (c)B—2A. 

5 Calcular (a)3C—E, (Б) АС, (с) СВ. 

6 Encontrar (а) СЮ, (Ь) ЕВ, (с) ЕВ, (а) АА!. 
7 Calcular (а) АВ, (b)B'A, (с) ВВ', (е) АГА. 


En los ejercicios 8 a 15 sean 


> ad 
3 3 =] 4 d 
[i iJ [4 5} [41 А) 
0 49 ыб: = be 2 
p ood d 9 0 8 
D=|-4 1 4 y E=|-3 8 4|. 
EE T. 3:9 


8 Calcular (a)D--E, (b)D—E, (c)4A, (d)-8C. 
9 Encontrar (a) B—-2C, (b)3E-5D, (c)-4(D+3E), (d)C-C. 
10 Hallar (a)—A'43C, (b)E'—D', (c)(D-EY, (d)B'44C'. 
11 Calcular (a)}C'— ŁA, (b)B'—B, (c)4E'—3D', (d)(3E' —2D'). 
12 Calcular (а) АВ, (b)BA, (c)(QE)D, (а) (АВ)С. 
13 Hallar (а) А(ВС), (b)CC', (с) (РА), (d)(C'B)A'. 
14 Encontrar (a)(3D'—E)A, (b)(SB)C--3B, (c)(—AC) 4-5D'. 
15 Calcular (а) (ВА АС), (b)B'(CC'—A'A) (с) D'E' — (ЕР). 
0 0 =3 


16 SeaA=| 0 2 0 |: (а) Hallar A?; (b) Calcular A. 
40 0 
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—1 0 0 
17 SeaA — озо (а) Calcular А2; (b) Encontrar A". 
00 2 
2 
18 Sean А = | —1 0 5 | ух= | —3 |.Calcular (а) Ах, (b)XA. 
4 
19 Si A = E: , encontrar todas las matrices В € 91,2 tales que (a) АВ = €; (b) ВА = €; 


(c) AB = © y BA = Ô. 


20 Encontrar los valores de o, 8, у у б tales que 


L 9 2. 0 
a B y б 00 11[. 11033 
1 4 9 2 0100| |1492 
0.0 1 0 
21 Encontrar los valores de o y 3 tales que las matrices 
-2.0 0 3 0.3 
А = 0 1 0 y B=| 0 1 0 
a 0 £ 3 0 3 


conmuten; es decir, AB = BA. 


22 аА = | Fg 


0 1 | : (а) Calcular А2. (b) Encontrar A). (с) Determinar A" para todo n € N. 


23 А = | e od | , hallar A? y calcular A" para todo n € N. 
24 Sea 
] 1-1 
A=] 0 1 1 
0.0 I1 


(a) Calcular А2. (b) Encontrar A). (с) Hallar At. (d) Conjeturar una fórmula para A", n € №, y 
demostrarla por inducción. 


25 Encontrar todas las matrices A € 9,2 tales A? = 6. 


26 Probar que una matriz A de tamaño 2 x 2 conmuta con toda matriz B del mismo tamaño (AB — BA) si y 
sólo si A conmuta con las matrices 


1 0 0 1 0 0 0 0 
aj loser L3] * Ju 3 
Encontrar todas esas matrices A. 


27 Encontrar todas las matrices A de tamafio 2 x 2 tales que A? = h, donde h es la matriz identidad de 
orden 2. 


28 Llenar las entradas vacías de la matriz 4 x 4 


A wo p] 
ITI] s. 


de tal manera que se obtenga una matriz simétrica. 
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29 Llenar las entradas vacías de la matriz 4 x 4 


[] 3 


iw 
LI LJ 


de tal manera que se obtenga una matriz simétrica. 


« s» ПО 


2 
6 
LI 
5 


30 Probar que si A € Mx, , entonces В = A +A' es una matriz simétrica. 


31 Demostrar que si A es una matriz cuadrada, entonces (4?) = (А')2 y (47) = (А')?. (Indicación: Utilizar 
la propiedad 3(b) de la pág. 10.) 


En los ejercicios 32 a 39 las afirmaciones dadas son falsas o verdaderas; si la afirmación es verdadera 
se debe demostrar con rigor su validez y si es falsa se debe dar un contraejemplo para mostrar que no 
es cierta. En cada caso se supone que las matrices involucradas A, B y C tienen los tamaños adecuados 
para efectuar las correspondientes operaciones. 


32 А=В=АС =ВС. 
33 A = B > СА = BC. 
34 A = В = СА = СВ. 


35 = >A=I1,0A=-—I,. 
36 AB=G0=>A=00B=0. 


37] С+А= В+А = С = В. 
38 A? = 1, > А" = 1, Vn > 2 (n entero). 


39 Si A es una matriz cuadrada simétrica, В = [b; jl УВ = А2, entonces Б; > 0 Vi. 


Sistemas lineales (respuestas en páginas 1072-1075) 


40 Determinar cuáles de los siguientes sistemas de ecuaciones son lineales. 


(a) = Буз = т (c) 14-3052 — 5х5 = 1 
=х + + ex3 = e 2x1 +x2-x3 = 7 


2 
= = 
(b) cos(x1) +x1X2 — x3 = 3x1 4qX2—3X3 = 2 


ху+хә—хз3 = 6 (d)  x1—3x2— 4x4 = 
2x1 — 3x2 — 253 = 3 
хто X == =3 


41 Sea el sistema 


X1 — X2 + 2x3 +x4+x5+3x6 = —1 


—3x1 + 2x2 + 4x3 — x4 +x5s +256 = 2 
—2x, 4- Xo + x3 + 2x4 — xs Hx6 = —1 


Xi — X2: +з — X4 +Xxs—x6 = 1 


Determinar si (a) (—1,—1,0,—1,0,0); (b)(—10,—14,—2,—6,—4,3); (c) (—13,—16,—4,—5,0,3); 
(d) (1,1,2,1,1,—2) son soluciones. 
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42 Indicar las matrices que están en forma escalonada. Para las que sí lo están, señalar los pivotes de cada 
fila; y para las que no, mencionar las propiedades que no se cumplen para ese fin. 


ad y 3 
206 e$ 1 йй 132 
(a) б 0 0 = 1 (c) ооо 
00 0 02 ооо 
ооо 
aiio d 9 

(b) 0.0 % —1 3 0 1 2 

озо 00 0 1 0 

(d) ооо 

ооо 

ооо 


De los ejercicios 43 a 46: 
(a) Escribir la matriz aumentada correspondiente. 
(b) Utilizar el inciso (a) para determinar si el sistema está en forma escalonada. 


(c) Para los sistemas que estén en forma escalonada indicar cuáles son las variables libres y cuáles las 


ligadas. 
43 1x1+20-—x3+x4+2x5 = —8 45 xi —X2+X3—X4—X5s = —6 
xı —X3+x5 = —8 X2—X4--Xg = —3 
X3 + 2х4 = 4 2х5 = —8 
44  3xi—X;--x4 = 14 46 х — 4х + 5хз — x4 + xs = —7 
X2—X3 = 16 X4 — 5х5 = 12 
X3 = —4 3x5 = —4 


En los ejercicios 47 a 50, determinar si el sistema escalonado tiene solución ünica, tiene una infinidad de 
soluciones o es inconsistente, sin resolverlo; y en los sistemas que son consistentes, indicar las variables 
libres y las variables ligadas. 


0-12 -1 03 -3] 2-1-2 з о -3 3] 

0 0 1 0 —1 1 2 0 2 1 0 -1 1 4 
"lo wo 1 2 | 1 Ке йо 4 2 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |2 

1 1 2 |-1 1 -1 2 d 2 

0 —1 1 2 50 0 0 —2 4 |-1 
48 0 0 4 0 0 0 0 2 4 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 
51 Resolver mediante sustitución regresiva. (а) el sistema escalonado del ejercicio 47; (b) el sistema 


escalonado del ejercicio 49; (с) el sistema escalonado del ejercicio 50. 


En los ejercicios 52 a 59 utilizar el método de Gauss para encontrar una matriz H equivalente a la matriz 
dada que esté en forma escalonada. 


01-1210 à Е; : : : | 
5 |02 11193 53 
04-121 6 E EE 
5 -2 3 1 1 


54 


55 


56 


60 


61 


62 


63 


64 


65 


66 


0 i 
0. T -3 
0 2 i 
2. c 2 4 
4 —2 lb =l 
3 =l 2 1 
L =l 2 3 
2 gp“ =1 0 


3x1 +X2+xX3—Xx4+2x5 = 1 
2x1 —X2+2x3—X4+x5 = 2 
3x1 +x2 — 2x3 —x4—2x5 = 1 


x1+5x2+4x3-13x4 = 5 
3x1 —x2+2x3 + 5x4 = —3 
2х1 + 2х2 + Зхз — 4x4 = 1 


2x1 +x — 3x4, = —5 
Зх — 2x2 +253 = 9 
5х — 3x2- x3 = 6 


S) 


a NS 


x1+2x—3x3+x4+x5+3x%6= 1 

2x1 —X2+2x3 +x4+3x5 — 4% = 3 

3x1 — 2x2 + 4x3 + 2x4 +x5+x%6= 18 
3x1 +0 — x3 +2X4 +x5 +x6 = —1 

2x1 + 3x; — 2x3 = —6 

х= 2% + Зхз = 8 

4x1 — x2: +453 = 2 

хі + 2x5 — 3x3 + 2х4 = —1 

2x1 + 5x2 — 8x3 + 5x4 = —4 

3x1 +40 — 5x3 +2x4 = —1 


хі +20 +203 = —1 
3x1 — 2x? — X3 = 4 
2x1 — 5x? +3x3 = —1 
ху +4x + 6х = —5 
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En los ejercicios 60 a 71, resolver el sistema por medio del método de Gauss. 


—1 2 3 —1 1 0 
2 4 3 —1 2 1 
97 3 -1 2 1 1 8 
4 7 —4 2 2 4 
1 2 —1 1 
2 -2 3 4 
1 2 —4 6 
98 2 —1 Ll 2 
2 —3 L 3 
—3 2 ] 1] 
2 -—3 6 32 3 4 
3 -1 1 2 1 0 
7 3 —2 5 2. б 
" —3 1 i 2 1 0 
5 -1 1 l ї 2 
—5 1 0 1 -2 3 
67 xı — x2 +x3 +2x4 = 8 
=x Hx +x +3x4 = 4 
хү 334 704 = 2 
—X1 +0 +23 — 2x4 = —6 
68 2х1 —X2 х3 = —1 
=х + +2203 = 
2x1 +x +23 = 5 
6x1 — 2x2 + 823 = 
4х —3x2+3x3 = —1 
69 3x1 — 4x» + 3x3 — x4 = 0 
2x1 — X2 + 3x3 — 5x4 = —11 
XptxtXx3—34— 2 
—2x1 + 3x2 — x4 +2x4 = 9 
70 Xj 2x9 tat 3 2X = 
2x1 — 3x2 + 5x3 + 7х4 4- 3х5 = 
X1 7x3 5x4 = 
4x, — 5x5 + 13x3 + 15x4 + 5x5 = 


71 2х1 = X2 + 3х3 — x4 = 
—X| +20 +3 +204 = 
4x4 — 2x2 -- X3 + = 


16 


2x1 + 3x9 — 4x3 — 2x4 = 
Xi + 9x2 == 03 — 4x4 = 


distintos términos independientes, resolverlos por el método de Gauss. 


18 
47 


Los ejercicios 72 a 75 contienen sistemas lineales que tienen la misma matriz de coeficientes pero 
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72 х= 2x = 5,— 


7 


2x1 — 3x2 = 8,—1,—11 


73 xı — 2x2 +x3 = 3,-4,1 
3x1 —x2+2x3 = 7,-3,-4 
2X0 354 33 => ES 


74 


75 


Xj d-x5 — 2x3 +x4+2x5 = —1,—6,—4 
Xj +xX2 — 2x3 +x4—xs = —2,—10,-1 
2x1 + 3хо — хз + 2x4 +x5 = —2,—4,—3 


xı — X2: + x3 +4x4 = 6,3,—6 
2х1 4- x2 + 5x3 +2x4 = 3,0,—3 
xı + +5x3 = 0,—3,0 


En los ejercicios 76 a 85, encontrar la forma escalonada reducida que es equivalente a cada matriz por 


medio del método de Gauss-Jordan. 


76 


4 
| 
. 
| 


3 б =3 6 3 
2 4 1 253 
3 6 2. ==6 `3 
2 3 c 5 1 
g =l 2 0 4 
4 -5 6 5 7 
1 a =l 2 
4 —10 6 2 
8 2 2 10 
0 —1l y = 
0 2 —6 4 
0 4 -l 3 
0 0 =6 =3 
0 5 -—3 4 

1 4 

3 2 

0 10 


83 


84 


En los ejercicios 86 a 91 resolver los sistemas por el método de Gauss-Jordan. 


86 xı — 2x3; +x4 = 4 
2x1 = + X3 — 3x4 = —2 
9x1 — 3x2 — хз — 7х4 = 3 
87 xj + 2х0 —3x3+x4 = —7 
3x1 + бх — 8x3 — 2x4 = —9 
88 2x1 +50 — 453 = — 
2% +40 — 23 = 1 
4х – 222 + 5х3 = 9 


92 


X1 — X24 


I-X3 — 4x4 + 2xs =0 


2x1 — 3x;-Fx4— x4— xs = 0 


—3x1 — 2x2 
m T Ax» - 


— X3 +3x4 + Xs zs) 
I-X3 — 3x4 + 525 zu) 


89 


90 


91 


En los ejercicios 92 a 95 resolver los sistemas homogéneos. 


93 


2 4 -2 
4 8 3 
11 —2 
0 2 -1 3 
—] 1 2 0 
-1 3 1 3 
1 5 39 
0.0 2 —4 
0 0 1 2 
1 3 2 -4 
—1 E SR dl 4 
1 -3 0 0 -14 
3 —9 2 4 -1 
0 0 1 3 -4 
0 0 1 2 -1 4 
0 0 0 1 —1 3 
2.4 —2 1 3 —5 
—2X3 — X4 E 
2x1 +5x2-6x3 = 3 
X|—2Xo-cFx4— X4 = —2 
4х + 10x2 — 9x3 +x4 = 7 
хі = 3x2 x3 + 2x4 = —12 
ху — 2x2 + 2x3 + 4x4 = —14 
—x1 — 6x2 — 3x3 — 4x4 = —9 
2x1 6x» 3x3 2х4 = —7 


Xp—3X34- 235-34 — 2x5 = 
X| — X2 — 2x3 + X4 — 2x5 


Xi + — 6x3 


X4 + 2xs 


Il 
Ru 


2x1 — 2x2 — 12x3 + 2x4 — 4x5 = 22 


xi +x +x = 0 
—x1+x-x=0 
Зх + 2х2 — 2х3 = 0 
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94 2x1 +x2+3x3 = 0 95 4x +4x3 +2x4 = 0 
2x1 +4х = 0 ху +3x2 +x4 = 0 
х +x = 0 х= 20 — 3 +xX4 = 0 


En los ejercicios 96 a 101, resolver el sistema Ах = b y, simultáneamente, encontrar la solución del 
sistema homogéneo asociado AX = 0 escribiendo la solución del sistema Ax = b en la forma Ø +h, 


donde p es una solución particular del sistema no homogéneo y h es la solución del sistema homogéneo 


asociado. 
2 1 з 014 
1 -1 2 1 1 
966 [1-12 3 4 99 ia "al 
= " -1 -2 -1 1 |-3 
als 
1 2 -1 2 T | =8 
й —» 1 1 5 100 2 4 1 — 3 1.9 
98 Z2. == ells 36. 2 -6 5 [-1l 
г =7 =$ 2, = ЭЗ 1 3 1 2 [2 
0 11 =5 3 [4 
HI 2 —5 3 1 [0 
4 1 1.54 
102 Determinar los valores de o para que el sistema 
x-2y-3224 
3x—y+% = 2 


4x+y+ (o? – 14) = а+2 


tenga solución única. 
103 Encontrar los valores de o para los que el sistema del ejercicio 104 sea inconsistente. 
104 ¿Para qué valores de a el sistema del ejercicio 104 tiene una infinidad de soluciones? 


En los ejercicios 105 a 107 determinar los valores de o para que el sistema dado tenga (a) solución 
única, (b) sea inconsistente, (c) tenga una infinidad de soluciones. 


105 ху +оо +23 = 1 107 хі = 3х3 = —3 
ах +x+x = 1 2x1 Баю — x4 = —2 
2x1 + (a+ Dx + (a+ 1)x = 2 2x; 2x5 + (a— 3)аз = —2 
106 x+x+0x3 = 2 
3x1 + 4x» +223 = Q 


x+x+3x3 = a—1 


En los ejercicios 108 a 109 determinar las condiciones que deben cumplir los parámetros o, В y y para 
que el sistema dado sea consistente. 


108 x1—20+3x3 = а 109 х =0 +Аз = а 
2x1, —x2+2x3 = DB 2x1 — x2 — 2x3 = B 
=x + 5х) — 753 = y —3ху +x2 +2503 = y 
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110 Encontrar los valores de o tales que el sistema homogéneo 


х +3х + (1 — a)xs exi) 
ху +охо—х = 0 


(2—0)x1+3x2 = 0 
tenga solución no trivial. 


111 Resolver el sistema 


21 — Ёо +23 + 13 +4iz4 = 5 +21 
—221 + 222 + 3z3 — 2iz4 = 1-21 
3izy—2 25d 1 =—2—1 


112 Encontrar las soluciones del sistema 


а +02 — йз = 3 
201 +22 = йз = 1+1 
—3zı +iz2— йз = —1 
113 Resolver el sistema 
п =2 +73 = -i 


221—0 +23 = —2i 
—2z +202 +43 = 4i 


114 Hallar las soluciones del sistema 


п = 0 +43 +44 = 1+1 
izi—z5-Fz34-F2z4 = 0 
—221 +100 —23 -24 =  —3i 


= — 2 + йз +2z4 = 1—2i 


2 | Matrices invertibles 
y determinantes 


En este capítulo trataremos dos importantes conceptos de la teoría de matrices cuadradas. El primero 
involucra el estudio de cierto tipo de matrices que, análogamente a los números reales distintos de cero, 
poseen un inverso multiplicativo; el segundo, estrechamente relacionado con el primero, versa sobre un 
número llamado determinante que se le asocia a cada matriz cuadrada y que tiene importantes y variadas 


aplicaciones en álgebra lineal. Al finalizar estos temas se incluye una sección de ejercicios resueltos y 
propuestos. 


2.1 Matrices invertibles y sus inversas 


Ya vimos que las operaciones algebraicas con matrices tienen propiedades análogas a las de los números 
reales; en esta sección daremos una más, que corresponde a la existencia de inversos multiplicativos. 


2.1.1 Definición y propiedades 


Definición 2.1 Una matriz cuadrada A de orden n es invertible,! si existe una matriz C del mismo 
tamaño tal que 


ACE CAST: 


» Ejemplo 2.1 Si A = | 


El teorema siguiente garantiza que, de existir, la matriz C de la definición 2.1 es única. 


151 una matriz es invertible, se acostumbra decir que es no singular; y en caso contrario que es singular. 
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DEMOSTRACIÓN BI En efecto, АВ = I, = C(AB) = СІ, >(CA)B=C=>-1,B=C=>B=C. B 


» Ejemplo 2.2 Del ejemplo precedente 


SERIE 


O Nota 2.1 De la demostración del teorema 2.1 se desprende que basta probar AC = l, о CA = I, para 
que C = A^. 


DEMOSTRACIÓN B 1. (AB)(B А7!) = A((BB A^!) 
= A(LA !) 
= AA! 
= En 
Por tanto, (АВ)! =B7!A7!, 
2. A 1A = h, por tanto, (A)! = A. 
3. Puesto que (cfr. propiedad 3(b) en la pág. 10) (MN Y = N'M', las siguientes implicaciones son 


= 


válidas. 
(ААТ!) = =. mm СА ТАГ =1, 
soie. 


4. Se deja como ejercicio al lector. Mi 


?E] lector debe tener siempre presente que los conceptos de matriz invertible y de su inversa sólo se definen en matrices cuadradas. 
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2.1.2 Matrices invertibles y sistemas lineales 


Supongamos que la matriz cuadrada A € M,x es invertible, entonces el sistema cuadrado AX = b tiene 
solución única para todo b. En efecto, 


АВА (eA bu (ATA Eua LACE 


por tanto 


» Ejemplo 2.3 Utilizar el ejemplo 2.1 para resolver el sistema 


2% +90 = 4 
х +40 = —5.4 


Solución Si А es la matriz de coeficientes del sistema, рог el mencionado ejemplo (cfr. pág. 63) A es 
invertible y 


entonces 


ap poe 9 4| | —6l 
[A ЕБЕ 
Еп el ejemplo 2.1 mostramos que la matriz 


E 9 | | us 
e=| 1 E es la inversa de la matriz aali a 


pero no indicamos cómo encontramos С = A^ !. Resolvamos esta cuestión en el siguiente ejemplo. 


> Ejemplo 2.4 Encontrar la inversa de la matriz A del ejemplo 2.1; es decir, hallar 


2 912 Р 
1 4 
Solución Busquemos una matriz C = | * . | , tal que AC = Р; esto es, 
< 


Сото 


2 9 x y | _ | 2х+9@ 2y4+9w 
1 4 т w| | х+4 y+4w |? 
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se debe cumplir 


2х+9: 2y+9w | |1 0]. 
EE ZEN 


x+4z y+4w 
por tanto, 
2x+9% = 1 
х+& = 0 ud 
y 
2y+9w = 0 
y+4w = 1. d) 


Ambos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes. Trabajemos simultáneamente los dos sistemas 
como lo hicimos en el capítulo anterior (cfr. pág. 27). 


2 9 1.0 "m 14 701 
14.701 2-9 | de 0 
14 |0 1 
e | 0 1 | j^ 3 | (2.3) 
Resolviendo por sustitución regresiva para el sistema (2.1), encontramos z — 1 y x — —4; mientras que 
para el sistema (2.2) tenemos w 2 y y = 1 — 4w = 9; con lo que la matriz buscada es 
—4 9 
C= | 1 2 | (2.4) 


que es la matriz propuesta en el ejemplo 2.1. Apliquemos ahora el método de Gauss-Jordan a la matriz 
ampliada (2.3) para resolver los sistemas (2.1) y (2.2). 


2-9 1197 y [X uo 4 
14]|01 29 |10 
a [14][0 1 
0 1/1 =2 
1 0 |-4 9 
e [6 E) (2.5) 


Donde nuevamente encontramos z = 1, x = —4, y = 9 y w = —2; es decir, la matriz C de (2.4); pero ésta 
es precisamente la matriz que está en el lado derecho de la partición en (2.5). Y 


> 


Ya probamos que si A € Mx, es una matriz cuadrada invertible, entonces el sistema lineal AX = b 
tiene solución única Vb (cfr. pág. 65). Recíprocamente, supongamos que el sistema Ax — b tiene solución 


> =, k 
única Vb; en particular para cada b = ё = [0 --- 0 1 0--- 0], k=1,2,...,n. Sea, paracadak=1,...,n, 


C = [ew Сок 777 Cng l’, la única solución del sistema AX = ёр. Por tanto, 
AC, = €, 
para cada К = 1,...,n. Sea la matriz C cuyas columnas son las soluciones c;; es decir, C = [ci], 1 < i € n, 


1 € k <n. Entonces, por lo probado en el ejemplo 1.14 (cfr. (1.2) pág. 11), tenemos 
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AC = [Ас Ac, +- Ac, ] = [2 е: &]; 
es decir, 
AC —I, 


y, por ende, la matriz A es invertible. Finalmente, del inciso 3 de los criterios para solución única de la 
página 31, sabemos que el sistema Ах = b tiene solución única para todo b si y sólo si la matriz A es 
equivalente a la identidad /,. Hemos probado así el siguiente teorema. 


Teorema 2.3 Si A € Mx, las siguientes condiciones son equivalentes a pares:? 


1. El sistema AX = b tiene solución única V b. 
DIA SUI 
3. A es invertible. 


» Ejemplo 2.5 Hallar los valores de r tales que la matriz 


1 
Ac 
2 


кч. PN 
ш ш © 


sea invertible. < 


Solución Por el teorema anterior, es suficiente que la matriz A sea equivalente a la identidad para que 
sea invertible. Entonces, si llevamos A a forma escalonada у г es tal que en cada columna hay pivote,‘ 
por el método de Gauss-Jordan A será, efectivamente, equivalente a la identidad. Llevemos entonces A 
a forma escalonada. 


1 2 0 1 2 0 1 2 0 1. 3 0 
lr3|o|0 r-2 3|29]|0 1 =1|o|0 1 =l 
2 1 3 0 --3 3 Ü r2 3 0. 0 r+l 


Así, para cualquier valor r 4 —1, la matriz A será invertible. Y 


» Ejemplo 2.6 Determine cuáles de las siguientes matrices son invertibles. 


] 1 
Las [3 1]. 
1 1 -1 
2.B=| -1 0 4 
2 —2 3 


3Que las condiciones sean equivalentes a pares significa que si se cumple una, cualquiera de ellas, se cumplen también todas las 
demás; esto es: (1) > (2) = (3) = (4). 


“Véase la nota 1.6, página 31. 
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l " А А 
0 0 está en forma escalonada y no tiene pivote en la segunda co- 
lumna, por tanto no es equivalente a РБ, por el teorema 2.3 no es una matriz invertible. 


Solución 1. La matriz A — | 


2. Llevemos la matriz B a forma escalonada mediante el método de Gauss. 


1 1 =l 1 I =l L 3 =l 
=] 0 2 [es | 0 1 l1i=f0 1 1 
2 =2 3 0 —4 3 0 0 9 


Dado que todas las columnas en la forma escalonada tienen pivote, la matriz es equivalente a la 
identidad /5, por el teorema 2.3 la matriz B es invertible. Y 


2.1.3 Método de Gauss-Jordan para hallar la inversa de una matriz 


Podemos generalizar el procedimiento empleado para encontrar la inversa de una matriz dado en el 

ejemplo 2.4 (pág. 65). Sea A una matriz cuadrada de orden n y busquemos una matriz X = [х;;| tal que 

AX = 1,. Lo cual equivale a resolver los sistemas lineales con la misma matriz de coeficientes AX, = ёк, 
k 

donde Xy = [xi Хк + xu] y ё = [0 +: 0 1 0... OJ es la k-ésima columna de la identidad /,, 

К = 1,2,...,n; pues (cfr. ejemplo 1.14, pág. 11) 


AX — [AX AX» +++ АХ, | EL e AX, = гу. 


Recordemos (cfr. pág. 27) que para resolver los sistemas [А [2] formamos la matriz ampliada 
[A| é1 & ... éa] = [A| I] y aplicamos el método de Gauss. Pero esta vez utilicemos mejor el méto- 
do de Gauss-Jordan сото lo hicimos en el ejemplo 2.4. Si a la mitad del proceso, cuando JA |Z] se 
ha llevado a una forma escalonada equivalente [Н |J], todas las columnas de Н tienen pivote, entonces 
todos los sistemas [А | &] tendrán solución única y A será equivalente а la identidad; al continuar con el 
proceso de Gauss-Jordan eventualmente se llegará a la equivalencia [A | I] ~ [Ь | B], donde la k-ésima 
columna de B será la única solución del sistema [A | é,]; es decir, B es la solución de la ecuación matricial 
AX = 1,. Por lo que la matriz A será invertible y B = A^. Si a la mitad del proceso, cuando [A | /,] se 
ha llevado a una forma escalonada [Н |J], existe una columna de Н que no tiene pivote, entonces A ос I; 
y por ende А no será invertible o, equivalentemente, alguno de los sistemas [A | &] será inconsistente y 
entonces AX = /„ no tendrá solución. Resumimos la información precedente a continuación. 


Método de Gauss-Jordan para hallar la inversa de una matriz 


Para determinar si una matriz A es invertible y hallar su inversa, en tal caso, se procede de la siguiente 


manera: 


1. Formamos la matriz aumentada [A | Д. Donde Z es la identidad del mismo tamaño de A. 


2. Se lleva A mediante el método de Gauss-Jordan a la identidad, aplicando simultáneamente las 
mismas operaciones de renglón en el lado derecho de la partición. 


3. Al llegar a (/| В|, В = A. 


4. Si A no se puede llevar a I, significa que A no es invertible.? 


SRecordemos que para esto basta que en una forma escalonada equivalente, obtenida con el método de Gauss, no haya pivote en 
alguna columna. 
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» Ejemplo 2.7 Hallar, si es que existe, la inversa de la matriz 


2.3 
А=|2 5 3. 
IL 8 


( SD uu 1 2 3 100 
Solución 2 5 90. 1 0 ha ЪЁ, 0 L =3|=2 1 0 
108/001 R; © Е +R; 0-2 5/|-10 1 
12 3 1 0 0 
SIR 0 1 -3|-2 1 0 
0 0 1 5 -2 -1 
120-4 6 3 
eam E 0 1 0 13 -5 -3 
К, © —3R; +R; 0. 0 1 5 —2 -I 
10 0—40 16 9 
R о ОКУ К, 0 1 0 13 -5 -3 
0.0 1 5 -2 —1 
Por tanto, tenemos 
—40 16 9 
A - 13 -5 -3 
5 —2 -1 
Comprobación: 
12 3 —40 16 9 100 
2.9.39 13 -5 -3|=|0 1 0 v 
108 5 —2 -1 © 9 1 
> Ejemplo 2.8 Encontrar, si es que existe, la inversa de la matriz 
1 1 1 
A= 1 —3 |. 
—1 -2 -6 
1 1 Л. 0 1 1 1 1.0.0 
Solución 2 L exp. 1.0 ~ 0 -1 -5|-2 1 0 
—1 -2 —6 |0 0 1 0 -1 —5 1-0 1 
1 1 1 0 0 
~ 0 -1 -5 | -2 1 0 (2.6) 
0 0 0 3 —1 1 


La forma escalonada (2.6) equivalente a [A | №] no tiene pivote en la tercera columna а la izquierda de Іа 
partición; por tanto la matriz A no es invertible (pues no es equivalente а). Y 
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» Ejemplo 2.9 Hallar, si es que existe, la inversa de la matriz 


ї „21 
-3 50 2 
x m 
al. 4 =1 
Solución 

1-21 о |1000 | | 1 —2 1 
-3 50 2 |0100 "EIAS 
6 12310010 0 12 
el. Ex <= (000 1 0 05 
01.591 
„ | =з 
0 05 
0 05 
1 smod 
a po st 3 
0 05 
0 00 
ї x 1 
с 06.3 
0 05 
0 00 
| |» 1 
s, 4 eb 3 
0 0 I 
0 00 
ї x. 
„ |0 E 
0 0 I 
0 0 
b $4 
„ | -iý 
0 0 I 
0 00 

10 I 

4, |9 1 

o @ 1 

0 0 0 

De donde A es invertible y 
| —14 =7 =5 


-1/5 
—2 


Emo = ==. 


6/5 
38/5 
E 
em 


= о а) 


со == — 2 © Qm 


Rao он о о O- оо 


1 


14 


38/5 
1/5 
$ 


нобоб 


—14 


38/5 


Ecc C =. 


1/5 
2 


—1/5 


1/5 
18/5 
—1/5 


18/5 
—1/5 


18/5 
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Comprobando: 
1-2 1 0 —]4 —7 =3 6 1000 
=3 5.0 2 38/5 18/5 13/5 16/5 | |0 100 v 
0 1 2 —4 1/5 175 1/5 32/5] 100 10 
—1 2 4 —1 2 | 1 1 0.00 1 


2.1.4 Matrices elementales 


Definición 2.3 Una matriz cuadrada de orden m es elemental si se obtiene a partir de la identidad 
1,, mediante una sola operación de renglón. 


0 
0 
1 
s 


1. 20 
» Ejemplo 2.10 La matriz Е = | 0 2 es elemental, pues se obtiene de /3 mediante la opera- 
0 0 


ción de renglón Кә < 2R;. Análogamente las matrices 


0 0 
1 0 
0 1 


son elementales; pues resultan de А al aplicarle las operaciones К < R2 y Аз € А + R3, respectiva- 
mente (jchéquelo!).«4 


2-3 0 -1 
> Ejemplo 2.11 SiA— | 2 -1 O 2 |,seaB la matriz que se obtiene de A al aplicarle la ope- 
0-12 3 


ración de renglón Rz + Ёз y sea E; la matriz elemental que resulta de la identidad дз al aplicarle la 
misma operación; es decir, 


2 —3 0 -1 100 
В=|0 —1 2 3 y E¡=|0 0 1 
2 —1 0 2 0. 1 0 
Entonces, 
p 0-0 2 —3 0 —1 2 —3 0 -4 
EA=|0 0 1 2 —1 0 21= 10 -1 2 3 | =B.a 
O 1.0 0 —1 2 3 2 —1 0 2 


Del ejemplo anterior deducimos el siguiente teorema, que no es difícil de probar y cuya demostración 
se deja como ejercicio al lector. 


Teorema 2.4 (Efecto de matrices elementales) Si a una matriz A de tamafio m x n se le aplica una 
operación de renglón, la matriz resultante es el producto EA, donde E es la matriz elemental m x m 
que se obtiene de la identidad l,, al aplicarle la misma operación de renglón. 
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Supongamos ahora que E, E», E; son las matrices elementales n x n que se obtienen de la identidad 
al aplicarle, respectivamente, las operaciones de renglón R; €» Rj, К; € «К, Ri € 0R¡+PRj. Entonces, 
si Ej, E) y E} son las matrices elementales que resultan de la identidad al aplicarle las operaciones de 
fila R; © Ri Ri o (1/o)Ri y Ri < (1/o)Ri — (B/o)R;, respectivamente, es claro que al aplicar a Ej, E», 
Ез sendas operaciones se obtendrá, en cada caso, nuevamente la identidad (¡compruébelo!). Así, por el 
efecto que tienen las matrices elementales se tiene: ELE, = I5, ЕЕ = I, y ЕЛЕ» = I. Lo cual demuestra 
la siguiente afirmación. 


Teorema 2.5 Toda matriz elemental es invertible y su inversa es también una matriz elemental. 


» Ejemplo 2.12 Sean las matrices elementales 


1 0.0 1 0 0 10 0 
Ej—-|00 L]|, Б= |0. -3 0 y 23=10 1 0|; 
0 1 0 0 © 1 2.0 -=3 


las cuales se obtienen de /3 mediante las operaciones R? < R3, Ra < —3R», Кз < —3R3 --2R,, respec- 
tivamente. Entonces, para este caso 


100 1 0 0 do ow 
E-|001]|, Ж=|0 -138 0|, E-| o 1 0 y 
010 0 0 1 =0/% 9.1/3 
160111 oü 100 
EE-|001[||001|-2|0 10], 
ото [ото 0 d 
1 00][1 оо 100 
EES| 0 301106306 |=|01 01, 
бї |. xp NI 
1 6 Y 10 0 100 
EE=| 0 1 0 01 0o|=|o0 1 O0 |. 
e2/5 D. dbz 93 0 0 1 


» Ejemplo 2.13 Hallar una matriz C, si es que existe, tal que la matriz CA sea triangular superior si 


0 1 —3 
A=|2 3 -1 |. 
4 5 -2 


Solución Llevemos A, mediante el método de Gauss, a forma triangular superior: 


© T 3 4 5 -2 4 5 -2 4 5 -2 
23 = ра 3 =101|09 = 0|S|0 -1 0 
Bo» 2 0 1 =з 0 Же 0 0 =3 


Las matrices elementales correspondientes a la sucesión de estas operaciones son, respectivamente, 
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0 0 1 1 0 0 1 0 0 
E¡=|0 1 0|, Esp Lr 2.0 y E¿=|0 1 0 
1 0 0 0 1 Or d^ 1 
Luego, 
4 5 —2 
EX(EXE¡A)=| 0 —1 0 
0 0 —3 


Y como E3(E5(E1A)) = (ЕРЕ, )А, si hacemos C = E3E5E;; es decir, 


100 1 00 0 0 I 1.00 0 Q 1 
C=|0 10 1 =2 0 010|=]|1 -20 о 0. 1 
0 1 I 0 01 100 L =2 1 100 
0 0 I 
—-|0-21|, 
I 2. 
tenemos que 
0 0 1 0,1 3 4 5 —2 
СА=| 0 -2 1 2 3. =1 j=] 0 =l 0 
1 =7 1 4 5 —2 0 0 =3 


es una matriz triangular superior. Y 


Ya vimos que un sistema cuadrado Ax — b tiene solución única Vb si y sólo si la matriz A es 
equivalente a la identidad 7. Ahora supongamos que efectivamente A es equivalente а /, entonces po- 
demos llevar A mediante operaciones de renglón a la identidad; luego, por el efecto que tienen las 
matrices elementales, existen Ej, Ej ;,..., E1, matrices elementales del mismo orden de A, tales que 
(EE 1: E1)A = I. Es decir, la matriz A es invertible con inversa ELE, i ::- Ej. Por otro lado, de la 
igualdad (EXE, 1 -+ E1)A = I se desprende 


ASE? Ein 


Lo cual nos dice que A es producto de matrices elementales (pues la inversa de una matriz elemental es 
también elemental). Recíprocamente si A es producto de matrices elementales, entonces A es invertible. 
De lo precedente podemos añadir una condición más de equivalencia al teorema 2.3 (cfr. pág. 67). 


Teorema 2.6 Si A € Mx, las siguientes condiciones son equivalentes a pares: 


1. El sistema AX = b tiene solución única V b. 
2. Ах» |. 

3. A es invertible. 

4. A es producto de matrices elementales. 
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2.1.5 Inversas de matrices con componentes complejas 


La identidad multiplicativa en el sistema de números complejos? coincide con la identidad multiplicativa 
en los números reales, el número z = 1. Esto implica que la matriz identidad en M,,(C), el conjunto de 
matrices cuadradas de orden n con componentes complejas, es la matriz identidad /, con la que hemos 
trabajado en matrices con entradas reales; es decir, Һ = [aui]. donde 


"E 1 sik-l 
| O к] 
y satisface (como en el caso real) 
Al, =A 
1,В = В 
para toda A € 97,„„„(С) y para toda B € Mx (С). La definición de matriz invertible es exactamente la 
misma para 9t, (C) que para el caso real (cfr. definición 2.1, pág. 63). Nuevamente todas las propiedades 
y teoremas acerca de las matrices invertibles y sus inversas dados en esta sección son también válidos 
para el caso de componentes complejas. Entonces, para determinar si una matriz en 9t, (C) es invertible 


y en tal caso calcular su inversa, se utilizan las mismas técnicas que en el caso real pero se trabaja con 
el álgebra de números complejos. 


» Ejemplo 2.14 Determinar si la matriz 


1 1+i -i 
A=|i —2 1 
1 i-i 2 


es invertible. De ser así, hallar A^! .«4 


Solución  Apliquemos el método de Gauss-Jordan.” 


l1 tpi —| Y Q 0 а) Ll „Жр = 1 0 
i =2i 1 O 1 0 < 0 1-3: 0 —i 0 
E yes 2 1.0 Q1 Оз FP BEN cb 1 


Cfr. В.І del apéndice В. 


7(1) R, & —iR, - Ry, R3 o В, +R», (2) Ё› Ry, (3) Ra 4 (—1/2i) Rs, (4) R3 + — (13i) Ro - Rs, (5) Ry > (3/2 (9/2)i) Ro, 
(OR « (3/2)R; +, Ry & iR; - Ry, (7) Ri & — (12 Ro +. 


Por tanto, 


2.2 Determinantes 


- 


о =. 


p= 


O = 


mi 
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d 1 0 0 
zr -Ur D 18 
"ie =. 
3/2-9i/2 | 3—1 1 —3—1 
E 1 0 0 
8 | ce 0 i/2 
1 1 4 j} 1; 1; 
sti! 15-51 7—3? 
11 i 1 1: 1 
o) mts pte 3 
3 Ж 1 3. 
: 10—101 wto 0 
1 4. 1 1; 1 
5T 35! 15 +3! 3! 
il l; 1 
3 =з 3 
3 Ls 1 3 
ot! 101—165, 0 
1 4. 1 1 ds 
sti 15151 73! 
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En este sección estudiaremos uno de los principales conceptos del álgebra lineal. A cada matriz cuadrada 


se le puede asignar cierto número real llamado el determinante de la misma; el cual tiene diversas e 


importantes aplicaciones en esta materia y otras áreas como, por citar algunos ejemplos, el cálculo 


del polinomio característico para encontrar los valores y vectores propios, método de la adjunta para 


hallar la inversa de una matriz, regla de Cramer, cálculo de volúmenes e integrales, etc. Utilizaremos 


un método de recurrencia para definir y calcular determinantes de orden n a partir de determinantes 


de orden menor. Hacemos énfasis en que, como en el caso de la inversa de una matriz, el concepto de 


determinante sólo es aplicable a matrices cuadradas. 


2.2.1 Desarrollo por cofactores 


Definición 2.4 


1. Si A = [a] es una matriz 1 x 1 el determinante de A se denota y define como 


det(A) — a. 
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es una matriz 2 x 2 se define y denota el determinante de A como 
det(A) = ad — bc. 


También usaremos la notación 


para el determinante de la matriz A. 


3. Supongamos que n es un entero mayor a 2 y que los determinantes para matrices de orden 
menor o igual a n — 1 ya han sido definidos. Si A es una matriz n x n, entonces: 


(a) Se define el menor del elemento a;; de A (o simplemente el menor ij) como el determinante 
que se obtiene de la matriz que resulta de eliminar la fila i y la columna j de A. A este 
número lo denotamos por Mi;. 


(b) El cofactor del elemento aj; de A (o simplemente el cofactor ij), se define y denota como 


су = (- 1) Mj. 


» Ejemplo 2.15 Si 


entonces 


A continuación enunciamos el teorema básico para definir y calcular inductivamente los determinan- 
tes. Este teorema es conocido como desarrollo de Laplace o desarrollo por cofactores de la función 
determinante. La demostración de este teorema es larga y remitimos al lector al apéndice C para que la 
consulte. Ünicamente nos limitamos, en los dos siguientes ejemplos, a ilustrar este importante teorema 
para los casos n — 2 y n — 3, e inmediatamente pasamos al cálculo de determinantes utilizando este 
resultado en los ejemplos subsecuentes. 


Teorema 2.7 Sea A € 95,.,. 


1. Sean fi, f». .... fn los elementos de una fila, Е, cualquiera de A, con Cj,C2,...,Cy sus respectivos 
cofactores y 


Ак = (COT Fe ee S o ee Caja: 


2. Sean g1,82,...,8n los elementos de una columna, С}, cualquiera de A, con di,d»,...,d, sus 
respectivos cofactores y 


Ag, = digi J- dog» + Ei ua + dngn- 
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Entonces: 


e Ar, = Ar, para todo par de filas F; y Ё de A. 
e Лс, = Ас, para todo par de columnas Gj y G; de A. 
• Ак = Ав, para toda fila F; y toda columna Gj de A. 


. e2 


Definición 2.5 Al número real común que se calcula en los incisos 1 y 2 del teorema anterior se le 
llama el determinante de la matriz A y se denota como det(A) o |A|.* Es decir, 

1. |A| = Ar para cualquier fila F de A y 

2. |A| = Ас para cualquier columna С de A. 


En el caso 1 se dice que el determinante se ha desarrollado por cofactores en la fila F y, en el caso 
2, que se ha desarrollado por cofactores en la columna G. 


E , entonces с = OPM det [d] = d; ср = ( 1) Mj = 
— det ([c]) = —c; c21 = (—1)?*! М = — det([b]) = —b; y cz; = (—1)?? M»; = det ([a]) = a. Por tanto, 


» Ejemplo 2.16 Sea A = | И 


АР, = ас 4 bci? = ad 4- b(—c) = ad — bc = det (А), 
AP, = со deo, = c(—b) + da = ad — bc = det (A), 
AG; = ас +cc31 = ad +c(—b) = ad — bc = det (A), 
AG» = bci? + deo? = b(—c) -- d(a) = ad — bc = det (A) .« 


а ар 413 
» Ejemplo 217 Sea A а an 023 
аз 032. 433 


Entonces 


AF, = апси + dicio + aici 


Lira, 422 025 qi ав 


432 033 


= а (422433 — 423432) — 412 (421433 — 423431) + a13 (d21432 — 422431) 


a5, 422 
азі 032 


d21 423 


ЧЕ ex] 143 y 
азу a33 С ав 


= 411422433 — 411423432 — 412421433 + 412423431 + 413021432 — 413422431, 


АР = 421021 + d22€22 + 423023 
2+1 2+2 а 413 
= (—1) 21 +(-1) d22 


азі 033 


a 413 а 412 
432 033 


= —421 (a12033 = 413032) + а22 (a11a33 = a13431) — 023 (a11432 = аузаз\) 


x ae 23 


431 032 


= 41122433 — 411423432 — 412421433 + 412423431 + 413421432 — 013022031, 


SE] lector debe tener cuidado de no confundir esta notación con el valor absoluto de un número real. En realidad la notación |A| 
quedará clara en contexto; pues si A es una matriz, entonces se refiere al determinante de la misma; mientras que si A es un número 
real representará, como es usual, su valor absoluto. Por esta razón, el lector debe tener siempre en mente que el determinante de 
una matriz puede ser un número real positivo, negativo o cero. 
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АВ = 431031 + 432032 + 433033 


- [4 az ad 413 d dy t nn 


a22 023 


а 413 
a21 423 


d: [ef m das 


а 412 
a21 422 


= 431 (a12493 =: 413022) — 432 (a11823 = 443021) +433 (airan Е; 412021) 


= 411422433 — 411423432 — 412421433 + 412423431 + 413421432 — 413422431, 


AG, = a11C11 +42101 + 431C31 


= ira 422 023 +j” 21 


432 033 


12 013 
432 433 


12 413 


34-1 
+(-1) ш азі da ios 


= ау (d22433 — a23032) — а21 (412433 — алзазә) + 431 (d1223 — 413422) 
= 411422433 — 411423432 — 412421433 + 412423431 + 413021432 — 413022431, 
AG» = арс + d22€22 + 32€23 


= еу д sfl an 


a21 423 
аз 433 


а 413 


3+2 
-1y"*a 
азу 433 


а 413 
a21 023 


= —ay (d21033 — 423431) +42 (411433 — 413431 ) — азо (411423 — 413821) 


= 411422433 — 411493432 — 412491433 + 412423431 + 413421432 — 413422031, 


AG3 = 413C13 + d23€23 + 33033 


- (-1) а» 421 022 а 


азі 432 


а 412 
азі 432 


а а aj 412 


а21 422 
= 413 (a21432 — 422031) — a23 (411432 — 412431 ) + азз (411472 — ара) 


= 411422433 — 411423432 — 412421433 + 412423431 + 413421432 — 413422031. 


De donde se ve que AF; = AF; para todo par de filas de A, AG; = АС, para todo par de columnas de A, 
y AF; = AG; para cualquier fila y para cualquier columna de A. 


» Ejemplo 2.18 
—1 0 2 
2 1 3/|290:cm40240€3 
—2 1 1 
-1 2 =1 2 

—(—1?? 319292 
ru 3 ico $4] 
—--—1-(-4)-(-3-4) =3- (-7) 
= 10.4 


El determinante de una matriz 3 x 3, si se agrupan los términos de AF; = AG; del ejemplo 2.17, 
puede escribirse como 


а 412 а 
| (a11 472433 + 421432413 + 431423412) } (2.7) 


ау an Әз |= 
— (а13а22а31 + 423432411 + 433421412) 
аз аз азз 


Esta es la llamada regla de Sarrus y un ardid nemotécnico para tenerla siempre еп mente es mediante el 
esquema contenido en la figura 2-1, que seguramente es familiar al lector de cursos en educación básica. 
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Los términos del primer sumando en la regla de Sarrus se obtienen mul- 
tiplicando las componentes de la matriz siguiendo las flechas azules y los 
del segundo sumando multiplicando las componentes siguiendo las flechas 
rojas. Desafortunadamente esta regla sólo funciona para matrices 3 x 3 y su 
generalización ya no es válida para matrices de orden mayor que 3. El lec- 


tor puede confirmar esta afirmación fácilmente si calcula un determinante 
4 x 4 por la “generalización” de la regla de Sarrus y verifica el resultado 
AA Figura 2-1 ° desarrollando por cofactores. 


Es posible hacer un poco más eficiente el desarrollo por cofactores. Si A es una matriz cuadrada 
de orden n y vamos a calcular su determinante, por ejemplo, desarrollando por cofactores en la fila Е, 
entonces 


lA] = У, (1) а 
k=l 


donde Mj, es el menor del elemento aj, de la matriz A; es decir, Mj; es el determinante de la matriz 
(n — 1) x (n — 1) que resulta de eliminar la fila i y la columna k de la matriz A. Dado que (—1)* es 1 о 
—1 si j+k es par o impar, podemos desarrollar las siguientes matrices de signos para evitar calcular la 


| 
| | 


etc., que nos indican el signo de la potencia (—1)***, únicamente viendo la posición i,k para cada matriz 


potencia (—1)'+1: 


tac 
II 
| 
EE 
+ 1+1 


del tamaño correspondiente; como fácilmente puede comprobarlo el lector. Entonces para calcular el 
determinante anteponemos, para cada k = 1,2,...,n, el signo que corresponde al elemento i,k al pro- 
ducto а&М en la matriz de signos del mismo tamaño de A y se suman algebraicamente estos términos 
desde k = 1 hasta k = n. Ilustraremos lo anterior en el ejemplo 2.19. 


O Nota 2.2 Para formar una matriz de signos se observa lo siguiente: 


e Se comienza con el signo + en la primera componente de la primera fila. 
e Los signos + y — se van alternando en cada fila y en cada columna. 


e Si se han hecho correctamente los dos pasos anteriores, todos los signos en la diagonal serán 


positivos. 
» Ejemplo 2.19 
e c. 1-12 1-1 2 
= —(-1) 1 2 3 |+(4) 2 d 
: s 2 5 ] eX 5 
-1-2 05 Е Е 5 
Z 2 3 =ї NEL 2 
| |—2 5 =2 5 2 3 
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2 7 


zl Ea 


3 1 з 2 
P spe | 


(ASES A 6—8] 
= 104. 


Donde hemos utilizado la matriz de signos 4 x 4 y la de 3 x 3 para saber el signo que debe anteceder al 
menor cuando se desarrolla el determinante por una fila o columna conveniente.” 4 


Calcular el determinante de una matriz por medio de cofactores puede convertirse en un trabajo 
increíblemente laborioso. Por ejemplo, si una computadora de esta época se utiliza para calcular el 
determinante de una matriz de tamaño 50 x 50, nuestro sistema solar habrá desaparecido antes que 
la computadora dé el resultado final. Por esta razón necesitamos procedimientos que nos auxilien a 
minimizar los cálculos para encontrar el determinante de una matriz. Nuevamente el método de Gauss 
será la base para alcanzar ese objetivo y en el siguiente apartado nos abocamos a ese fin. 


2.2.2 Propiedades 


Enunciamos las siguientes propiedades de los determinantes e invitamos al lector a consultar las corres- 
pondientes demostraciones en el apéndice C. 


Teorema 2.8 (Propiedades de los determinantes) Sean A y B matrices cuadradas de orden n, enton- 


ces: 
1. |AB| = |A||B]. 
ОА Ар 
3. Si A es una matriz invertible, entonces |А | + 0 y además |А {| = TIE 
4. Si A es triangular superior o triangular inferior, el determinante de A es el producto de los 


elementos de la diagonal. 

5. Supongamos que B es equivalente a la matriz A al aplicarle una operación de renglón: 
(а) Si B se obtiene de A mediante la operación de renglón К; + К, entonces |A| = —|B|. 
(b) Si B resulta de A al aplicarle la operación К; + Ri +aR;, entonces |B| = |A]. 

(c) Si B se obtiene de A con la operación К; €» oRi, а + 0, entonces |A| = (1/o)|B]. 


O Nota 2.3 De manera análoga a las operaciones de renglón se definen las operaciones de columnas: 
Gi €» С}, С, © оС; (a 40), G; + aG; + BG; (a # 0), que significan, respectivamente, la columna G; 
se intercambia con la columna С ;, la columna G; se cambia por a-veces la columna С}, la columna С; 
se cambia por a-veces la columna С; más P-veces la columna G;. Debido a que [A'| = |A], las propie- 
dades de los determinantes que involucran operaciones en renglones se pueden traducir a propiedades 
de operaciones en columnas: 


ISe entiende por fila o columna conveniente, una fila o columna de la matriz que minimice los cálculos; si es que la matriz 
contiene alguna con esta característica. 
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1. Si B es la matriz que se obtiene de una matriz A mediante la operación de columna С; + Gj, 
entonces |A| = — |B]. 

2. Si B es la matriz que se obtiene de una matriz A mediante la operación de columna С; + оС, 
entonces |A| = (1/o)|B]. 

3. 51 B es la matriz que resulta de una matriz A al aplicarle la operación de columna С; + G; + 3С}, 
entonces |A| = |B]. 


» Ejemplo 2.20 Sean A — | Е: - | уВ= | : : |; entonces |А| = —19, |B| =5 y 
p= E H 
= 25—120 
= —95 
= (-19) (5) 
= |A||B|.« 


» Ejemplo 2.21 Mostrar la propiedad 3.4 


DEMOSTRACIÓN MI Sea A una matriz de orden л invertible, entonces АА! = /,,. Luego, por la propiedad 4, 


h| = 1 y, por 


la propiedad 1, |A47*| = |A| [А7 |; luego 
1 = [1] 
= [| 
= l4"; 
de donde |A| 40 y [A7!| = 1/4]. M 
» Ejemplo 2.22 Por la propiedad 4 
-13 4 -1 
02-2 3 
oo 3 2 |=(-00)(3) 00) = 24.4 
00 0 4 


» Ejemplo 2.23 Por las propiedades 5(a) y 4 


-1 3 —1 3 2 
00 1|=-| 03 -5|=-(-3)=3 
0.3 —5 00 1 
Comprobación: 
-1 3 2 
00 1 --0|7 5 |=-34 
0 3 —5 
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» Ejemplo 2.24 Por las propiedades 5(b) y 4 


1 -2 1 1 -2 1 
=5 5 ep cs 4 
0. 0 3 0 0 3 
» Ejemplo 2.25 Por la propiedad 5(c) 
4 —4 8 1 -2 2 1 
1 -1 2|= тл 1-1 2|=4|1 
1 3 1 I 3 1 
y por la propiedad 5(b) 
4 —8 8 1—2 2 
1 -1 2|=4|1 —1 2 
1 1 3 1 L3 
1-2 2 
=4.0 1 0 
1 L.3 
1 2 
=) NE | 
= 4.4 
> Ejemplo 2.26 Calcular el determinante de la matriz 
3 =0 3 9 
2 1 -2 1 
3 2 —4 2 
5 1 2. 3 


llevándola a la forma triangular superior mediante el método de Gauss y haciendo uso de las propiedades 


5(a), (b), (c) y 4.4 


3 — 3 9 
Solución 2 ы 
3 2 —4 2 
5 1 Z 3 


оо о н л C9 b2 — 


бесе 


UN — чо 
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Per T 5 
2349 1 52 
- 30 0-4 9 
0 0-29 5 

ї ч 3 

| 0 1 5 2 

= (—3)(—4)| 0 о 1 -9/47 

0 0-2 5 

Ed 3 

TE -2 

=D dg pd 

0 0 0 -26/47 


= (-3)(-47)(-26/47) 


—-—78. v 


2.23 Método de la adjunta para hallar la inversa 


A continuación daremos un método alternativo para hallar la inversa de una matriz. Debemos aclarar 
que, en comparación con el método de Gauss-Jordan, resulta ser muy ineficiente; pues para llevarlo a 
efecto se tienen que calcular varios determinantes. Sin embargo, las implicaciones teóricas y prácticas 


de dicho método justifican muy bien su estudio. 


Vimos en el inciso 3 de las propiedades de los determinates (cfr. teorema 2.8, pág. 80), que si una 
matriz es invertible su determinante es diferente de cero; el recíproco es cierto y está contenido en el 
teorema 2.9; y se invita al lector a consultar su demostración en el apéndice C. 
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2 
1 |, entonces ci, = —1, ci? = —10, сүз = —8, c21 = —10, 
4 


— 1; por tanto, 


| -1 -10 -8 
Cof(A) - | -10 0 —5 |, 
3 же 
-1 -10 3 
Adj(A)=| -10 0 5j, 
-8 -5 -1 
y |A| = —25. Luego, 
=i =10 3 1/25 2/5 -3/25 
А7! = gAdj(A) =->3 | —10 0 —5|2| 2/5 0 -1/5 |. 
=й с=з ч | [38 1/3. 1/25 


Con el teorema 2.9 es posible añadir una condición más de equivalencia a los teoremas 2.3 y 2.6 (cfr. 


págs. 67 y 73) que involucra ahora el determinante. 


2.2.4 Regla de Cramer 


En este breve apartado explicamos un algoritmo que al lector le será familiar de sus cursos de bachi- 
llerato; el cual da un método para hallar la solución de un sistema cuadrado utilizando determinantes. 
Nuevamente cabe señalar que su utilidad práctica directa es muy raquítica para sistemas con más de 
cuatro variables, pero su conocimiento es de gran interés teórico e histórico y tiene importantes impli- 
caciones indirectas de valor práctico.'? 


10Рага una demostración del teorema 2.11, consulte el apéndice C. 
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» Ejemplo 2.28 Resolver el sistema 


3x1 — 5х2 = —2 
—2x1 4x? = —3. 


Р |=2 
Enestecaso, A= | j a e 


y =D 
Be ES ш. 
Aj = d PILIS 
А = Е. E = —13. 
Luego, 
Ap 17 
Хх == Eu =>, 
A» 
X2 = E = —.4 


O Nota 2.4 Si А = 0, un sistema cuadrado AX = b puede o no tener solución. Por ejemplo, en los 
sistemas 


a+ =1 x +x = 
2x1 +2x = 2 P 2x1 +2x» = 0 


А = 0, pero el primero tiene una infinidad de soluciones y el segundo es inconsistente. 


2.2.5 Determinantes de matrices con componentes complejas 


Para calcular determinantes de matrices con componentes complejas, como hemos hecho antes en estos 
casos, aplicaremos todas las técnicas que estudiamos en esta sección para el caso de determinantes de 
matrices reales pero utilizando el álgebra de los números complejos.** Otra vez toda la teoría que desa- 
rrollamos para determinantes de matrices reales es también válida para el caso de matrices en WM, (C). 


» Ejemplo 2.29 Calcular el determinante de la matriz 


jos 0 2i 0 | 
Vasa it 9 1 
x MET Ek 3X exp" 
0 il 3 4 


11 Cfr. ВІ del apéndice B, 1.1.5, 1.2.8, 2.1.5. 
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Solución — Desarrollemos el determinante por la primera fila mediante cofactores. 


A: ww Л 34d —1—4 1 
&[e(d-)| 2 3-37 -5 |900) ы 2 8 
=j з д 0 -1 4 
| NE AN 2 3-3 
-a-à|ci-4) з , +0] VE | 
342i 1 3490 =i-di 
een 24% 1s pee |*f* 34] 


= (1— i) [-1— 4i) (12— 12i 15i) 64-3 — 3i] 
-2i[10 — 14i 4-4(6 -- 4i 4-4 — i)] 
= (1- i) (-1— 40) (124-3) 4-9 — 3i] +2i [10 — 14i 4- 40 + 12] 
= (1— i)(9 — 54i) 4-2i(50 — 2i) 
= —45 — 63i - 4 4- 100i 


= —41+371. v 
i А : 2+i 3i А є 
» Ejemplo 2.30 Calcular la inversa de la matriz A = E 14.4; | Por medio de la adjunta. < 
Solución det(A) = (2+ i)(1 +4i) — (3i) (—1) 
= -2+9i-3 
Es 9r 
]uego, 
Pm 1 1+41 —3i 
—5+9i | i 2+i 


_ 1 [31-29 —27+15i - 
"306. 9-255 =1=237 |^ 


2.3 Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 


2.3.1 Ejercicios resueltos 
Matrices invertibles y sus inversas 


1 Comprobar si la matriz C es la matriz inversa de la matriz A en cada caso. 
-1 2 3 —2 
)A-| 3 s esl 3 


А=| 0 1 Les] 0 1 
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ї =i 3 1 zb di 
29 [33 5 TEM T 

ое раа $89 = 
0 0 1 I 00 -1 4 


Solución Si AC = I, se tiene C = A^. 


T EE = 


Por tanto, C=A7!. 


=i 1 2y- 3 al 100 
(b) 0 1 0 D її ае рб 9 
fot 3 1 1 3 oal 
Por tanto, C =A7!. 
ї =} ® d e g ES 1000 
7 23-4 3 3 exo d o 3 e-[p 10140 
n Ü 0:4 3 бю 2-5]^l|9 9 10 
0 011 0 0 -1 4 000 I 


Por tanto, C = A^ !. 


(d) 


с— 
— N 
Ru 
ii 
FA 
| 
h =. 
IL Jj 
№ ш 
3 
Il 
| жалаш. 
O =. 
| 
| = 
сл о 
ba 
Ж 
T— —3À 
O =. 
= 
== 


Por tanto, C4A!. Y 


2 Utilizar las matrices A y C del ejercicio 1 para resolver los sistemas lineales. 


(a) —x+2y=-1 
—2x + 3y = 3 


(b —x4-2y-z = -2 


(c) X1 —X54 2x3 X4 — 1 
2x1 — x2 + 3x3 + 2x4 = 4 

4x3 +3x4 = —6 
Хата = 2 


Solución Si una matriz cuadrada es invertible, entonces el sistema Ах = b tiene solución única 
x=A lb. 


(a) La matriz de coeficientes para este sistema es 
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y, por el primer inciso del ejercicio 1, A! = | 


N U 
к= 
—— } 
yo] 
o 
^" 
= 
E 
3 
e 
© 


—1 —1 
(b) Para este sistema la matriz de coeficientes es А = 0 1 O | y, por el segundo inciso del 
и = 
=2 3 =l 
ejercicio 1, 47! = 0 1  O |;asíque, 
1 —1 1 
=2 3 oe] =2 19 
х= 0 1 4 | = 4 
1 -1 1 =3 =9 
(c) En este caso la matriz de coeficientes es 
1-12 1 
2 =l 32 
те 0 04 3 
0 0 1 1 
y por el tercer inciso del ejercicio 1 
= UE 0 c = 3 
= es do do кз 4 —6 
к= а A E ES 
0 0 —1 4 2 14 


En los ejercicios 3 y 4, determinar si la matriz dada es invertible. 


D =2 3 
3A= 3 —4 5 
—2 1 6 


Solución Una matriz es invertible si es equivalente (por filas) a la identidad (cfr. teorema 2.3) 


1 =2 3 1 =2 3 1 =2 3 
A= 3-4 5 {~ 0 2 —4 [~ 0 2 —4 
=2 1 6 0 =3 12 0. 0 12 


Puesto que todas las columnas en la última matriz en forma escalonada equivalente a A tienen pivote, se 


deduce que A es equivalente a la identidad y, por tanto, es invertible (cfr. nota 1.6). Y 


| ss =] 

22d Ж i 

"ESI а 2 д 
P Lot 6 
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Solución Una matriz es invertible si es equivalente a la identidad. 


Poux d ed 1—2 3 ad 

gal 1 X 1 йел kd 
3 =з 3 d 0 3-7 7 
1 1-4 6 0б 3 m 4 
Po el "a - 2 

"Xa TUMI ILI 
8.3 7 0 01 6 | 
о о 0 0 о оо 0 


Dado que la última columna de la matriz en forma escalonada F equivalente а В no tiene pivote, se 
deduce que B no puede ser equivalente a la identidad. Por tanto, B no es invertible. Y 


1-2 -2 
5 Encontrar los valores de г para que la matriz А = | —2 r 1 | sea invertible. 
„Же r 


Solución Para que la matriz A sea invertible es necesario y suficiente que sea equivalente a la identidad. 


Ya que 
1-2 -2 1 2 —2 1 — —2 
A=| -2 r 1|<—|0 r-4 -3]|^4|0 L ds 
d. e r 0 1 6+7 0 r-4 —3 
1 -2 —2 


~ |0 1 6+r 
0 0 21-2r-P 


y la última matriz (que está en forma escalonada equivalente a A) es equivalente a la identidad si 21 — 
2r— г? + 0, A es invertible si r 4 —1+vV22. wv 


En los ejercicios 6 y 7 calcular la inversa, si existe, de cada matriz por el método de Gauss-Jordan. 


—1 2 1 
6 3 2 -1 
5 —1 
—1 2 1|1 0 0 -1 2 1|1 0 0 
7y E 
Solución 3 2 =1 [0 1 0 RO 3R CR; о а 2[3 do 0 
5 —1 2|0 0 1 RO SR, +, 0 9 7|5 Q0 1 
—1 2 1|1 0 0 
PRE 0 1 5|2 -1 1 
0 9 7|5 0 1 
—1 2 1 1.0.0 
RO IR ER. ER 0 1 5 2 -1 Å 
00 -38|-13 9 — 
1 -2 -1|-1 0 
TER 1 2 -1 1 
perc 3 9 4 
0 11% -s % 


R; Ө -LR 
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1 -2 0 
—————— 
R, > —5R; +R 0 1 0 
Ri RR 0 0 1 
10 4| 
R, «528, + В. 010 
0.0 1 
Entonces, 
- 3 
-i 2 1l“ —38 
5 -1 2 13 
38 
Comprobación: 
RS EN 2 
—1 2 1 38 38 19 
T j^ 1 
5 —1 2 13 9 4 
38 38 19 
2 il 1 —1 
3 —1 1 2 
T| s 3.4 3 
—7 2 2 
E od AIDA 
TET 3 —1 1 2101090 
анан 5 E 4100 10 
—7 2 1 210 0 0-1 


үг = т (гг аа И. ааа И ¡| 


= uU 
wm бф 


Q Q Om 


D O O dg 


2 a4 
38 19 
MEO 
38 19 
2 A 
38 19 
= 2 
38 19 
X d 
38 19 
2 4 
38 19 
E å 
38 19 
d udi 
38 19 
9 4 
38 19 
ic» d 
010 
0 0 I 
E 2 
al З 
2 2 
-2 0 3 
5 i =7 
C er 5 
18 23 
== Y 3 
5. 1 =7 
{2 oed. 
0 0 11 
E $ 3 
5. d 
0 —17 24 
0 оп 
30 3 
1 Т. 
1 3 + 
24 
ME 
0-5. Ele 


Ps SE uius m 


н 
- 


оо н н 


к= cO 


Roo 


e _ ДЕ =, 


o oc. tu) 


iz 


pam 
=| 
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5 3 3 3 
1 19 8 T T 
CAT AI xs OS 
73 59 31 24 
0 1 0| 9 ui 17 
2 2 1 1 
0 9 ipes т т m 
15 7 9 13 
E 000% m т 5 | 
50 39 30 19 
2101001 m -w Y Y 
73 59 31 24 
0010 © i -i i 
2 2 1 1 
Por tanto, 
"ES E ла 
2 1 -1 -1 187 187 187 187 
50 39 30 19 
3 =f 2 _ 187 187 187 187 
5 = 3 "| >т we 5 ж 
187 187 187 187 
x a а 8 ж ж 
1 1 qd Ш 
Comprobación: 
15 Fi 9 13 
p. il 187 187 187 187 1 000 
50 39 30 19 
à. ed 2 187 187 187 i7; | |0100 v 
5 2 =1. 3 1з rS ш - 10 09 1 9 
187 187 187 187 
=T 2 2 A 2 E x 000 I 
Т1 1 1 1 


En los ejercicios 8 а 10, calcular la inversa de cada matriz elemental utilizando la explicación dada antes 


del teorema 2.5 (cfr. pág. 72). 


8 E= 


2000 


0 
0 
1 
0 


e Umm 
© Юю += Фф 


Solución La matriz Е se obtuvo de la identidad 74 al aplicarle la operación de renglón Ёз + R2. 
Entonces la matriz inversa de E se obtiene aplicando а Д la operación de renglón А + Ёз; por tanto, 
ESSE. Y 


1 000 
о -3 0 0 
RES io 314 
0 001 


Solución La matriz E se obtuvo de Д aplicándole la operación de renglón R + —3R»; por tanto, la 
matriz inversa de E se calcula aplicando la operación de renglón Ёз  (—1/3)R» a Ц; esto es, 


1 ооо 
ЕЕН 
0 0 0 
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O == 
o» 

O - uy O 

000 


Solución La matriz elemental E es el resultado de aplicar la operación de renglón Кә + —2R» + 3R3 
а la matriz Ц; por ende, la matriz inversa de E se obtiene aplicando la operación Rz + (—1/2)R» + 
(3/2)R3 a Ц; o sea 


1 ооо 
i 3 
жыр еб v 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
1 -1 1 
11 Encontrar la inversa de la matriz A — | 2 1 1 | y escribir A! como producto de matrices ele- 
2 -1 2 
mentales. 
EE ї = 1/1 € 0 E <=] 1 TO- 
olucion dn 
2 1 10/1 0 Ro 2R +В, Qv. + 1-2 1 9 
2-1 2/0 0 1 R cR Se 0 1 0|-2 0 1 
1 -1 1 1 0 0 
ner 0 1 0|-2 0 I 
О 3=[=_2 d 0 
1 -1 1 10 0 
єє > 
К, 38, 1 К, 0 1 0. 2 0 1 
0 0 =l 4 1 -3 
1 =l 0 > ud =3 
tL 
К, 0 RR, 0 1 01-2 1 
0 0 =l 4 1 -3 
10 0 3 L =2 
_— > 
Le RR 0 1 2 0 1 
0 0 —1 4 1 -—3 
100 3 I =2 
ner 010|-2 0 1 
00 1|-4 —1 3 
3 1 -2 
Con lo que A!—-|-2 0 1 
—4 -1 3 


Las matrices elementales que corresponden a cada operación de renglón (cfr. teorema 2.4) son las que se 

obtienen al aplicar las mismas operaciones de fila a /; que las que se aplican en forma sucesiva a la matriz 
10 0 100 

A para obtener A™!: Ej = | -2 1 0 | (Ro 28 +2); Es = 0 1 0 | (Ro —R, R3) 
0.0 1 — 0 1 
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100 1 0 0 1 09 1 
хее | 0: “O 1 (R3 < R2); E4 = 0 1 0 (Аз <> —3R2 + Ёз); Es = 0 1 0 
0 1 0 0 -—3 1 0.0 1 
1 1 0 i 0 0 
(К, © R3 -R)); E6 = 0 1 0 (Ку < К Р); Еу = 0 1 0 (R3 © —R3). 
0. 0 1 0.0 -I 


Entonces, E; Es Es E4 Ез E; E, = A^! como fácilmente se puede comprobar realizando el producto de las 
matrices elementales. Y 


=2 1 
12 SeaA= | -1 1 2 |. Encontrar, si es que existe, una matriz B tal que AB = A? + 3A. 
d 


Solución Si Ја matriz A es invertible, entonces 
АВ = A? 3A = A (AB) = A ! (4? - 34) = (A A)JA - 34 A 


Luego, el problema tiene solución si A es invertible; y puesto que 


=% 1 1 =2 Al 
=1 їй [equ <= 31, 
ES 0 02 


A es equivalente a la identidad y, por tanto, es invertible. Así que la solución existe y está dada por 


4 —2 1 
Ве дазы =i. 4 2 v 
1 —2 6 


13 Resolver el ejercicio 12 con la matriz A = | ` : | Л 


Solución Еп este caso no se puede proceder como en el ejercicio 12, pues la matriz A no es invertible 
(está en forma escalonada y no tiene pivote en la primera columna). Sin embargo, 


А [03 
asale 5] 


por lo que es fácil encontrar solución a la ecuación A? +4 ЗА = AB por inspección: В = | | : | „Ей 


efecto, 
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14 Determinar si la siguiente matriz es invertible y de ser así calcular su inversa. 


il —i l+i —2 
i 2 2i 4 
m 1+1 id —1 [ 
—2 i 3 4 
Solución Se aplica el método de Gauss-Jordan: 
NET її IE Loo 1+ =з] 0 0 
i 2 2i 4|0 10 0 0 i =1+i —2-+ 41 0 0 
l+i i —1 || 0.0 1 0 0 —1+2 —1-2i 3+21— 1—1 1 0 = 
—2 i 3 4 0 0 0 1 0 —i —i 0 0 0 1 
] -i 1+1 —2 1 0 0 0 ] -i 1+i —2 Í 0 0 0 
0 i =1+i —2+4i 1 i 0 0 0 i =14+i —2+4 Í i 0 0 
0-0 3+2i 4+1li |2—3i 2+i i 0 0 0 3+2i 4+11 2—3i 2-i i 0 
0 0 4+31 -—2-44i 3 i 1 0 0 0 —34-48i | 8—12i 747i -—34+4i —3-—2i 
3— 48i —48— 31 51 — 45i 0 —13— 24i —14+ 14i 6—8i 6 4- 4i 
0 48 +31 45 +511 0 35 +81 64- 17i —10— 201  14—8i 
0 0 105 — 138i 0 26 — 65i 5 +121 —8— 141 10-411 
0 0 0 —3 +481 8— 12i 7+7 —3 +41 —3 — 21 
6309 + 54541 5454 — 63091 0 0 3078 — 37591 4197 — 751 564+ 13141 2517 — 21331 
0 —5454 + 6309i 0 0 —294 4+ 23911 —3363—162i 4164 — 318i 2175 + 14371 
0 0 105 — 1381 0 26 — 65i 5-F 12i —8— 141 10—411 
0 0 0 —3 +481 8— 121 7+7 —3 +41 —3 — 21 
6309 + 54541 0 0 0 2784 — 13681 834 — 2371 3600+996:  —342-— 696i 
0 —5454 + 6309: 0 0 —294 + 23911 —3363— 1621 4164 — 3181 2175 +14371 
0 0 105 — 1381 0 26 — 65i 5 +121 —8 — 141 10—411 
0 0 0 —3 +481 8— 121 7+7 —3 +41 —3 — 21 
6309 + 54541 0 0 0 2784 — 13681 834 — 2371 3600 ++ 9961: —342 — 696i 
0 —5454 + 6309: 0 0 —294 + 23911 —3363— 1621 4164 — 3181 2175 +14371 
0 0 105 — 138i 0 26 — 65i 5-F 12i —8— 141 10— 41i 
0 0 0 —3 +481 8— 121 7+7 —3 +41 —3 — 21 
112 88. 44 67. 104 _ 148. 22 28. 
1 0 0 0 71 9257! "m 7nl 253 — 71! 7 557 "m! 
185 _ 124; 64 , 245; 274 _ 277. 31 239, 
0100 AA oct "mni Mm WU 
100 83; 29 | 50; 28 22; 19 2e 3953 
0010 5-і тп Яп! Gm o 557! 771 257! 
200 _ 116; 35 119; 67 , 44; 29 , 50; 
0001 TH — mu^ 37 T. TH n! Th" + 771! 
112 _ 88; 4 6; 104 _ 148; 22 _ 28; 
TH 257 TM mA 257 257 T 
185 124; 6245, — 24. 2D; 31. 29; 
E TL 7 257 * TU 7h 7n 771 7H 
Con lo que A T v 
100 83; — 29,30; 28 2; YD 25; 
257 771 TH TH TH 257 TH 7257 
200 116; 35 119; 67 , 44; 29 , 50 
mom 39 "m тт + тт mtm. 
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Determinantes, adjunta y regla de Cramer 


—1 1 3 
: 1 —1 2 
15 Para la matriz A — 3 0 —1 1 , hallar los cofactores (а) бп (b) cai y (с) ca. 
4 —5 1 2 
1-12 
Solución (a) cui —(-1)"!| 0 -1 1 
—5 1 2 


—5 
—1 2 2 3 
туту NT 
=op] 2 SS 
-(-scpnm| 7 3 40 
1 2. 3 
(с) cg = (21) | 1 1 3 
0 —1 1 


(oro y lec] 2 1]-« v 


16 Utilizar los cofactores de la matriz A calculados en el ejercicio anterior para hallar el determinante de 
esa matriz. 


Solución El determinante se puede calcular desarrollando por cofactores en la primera columna: 


[A] = апси t 421021 + 431031 + d41C41 
(—1)(—8) +0c21 + (3)(—40) + (4)(4) 
— —96. v 


17 Calcular el determinante de la matriz A desarrollando por cofactores en una fila o columna que minimice 
los cálculos si 


Mu 


оом н 
| 
= 
NOOO 
© кюе eN 
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Solución Se desarrolla por cofactores por la columna o fila que tenga más ceros: 


= de sol $3 2p $3 
p s x 
L Del 4 A E E 
1 0—1 0 1ļ= =? 
tod $4 $ oq X1 ) Dok 
Boa ras о 4 10 $ 4 241 
1 =i 1 2 1$ 
=—(—!)|3 2 1|+4|1 —1 1 
0 10 3 
0 21 E 
Е 1 МОР жа 1 
3 21 2E 
ї 1 ї 1 Doi 
Mrs 
—-16 wv 


18 Calcular el determinante de la matriz A del ejercicio resuelto 17 utilizando las propiedades del inciso 
5 del teorema 2.8 para "hacer ceros los elementos en la primera columna" hasta que se obtenga un 
determinante 3 x 3 y entonces calcularlo por cofactores o por la regla de Sarrus. 


Solución 

2 —1 3.3 22 1 0 —1 0 1 
0 2 S L- T 0 2 2. dX T 
1 0 —1 0 1|=-|2 -1 3 0 2 
3 0 2 W I 3 0 2 0 1 
0 4 1.2 0 (0) 4 1 2 0 
1 0 —1 0 1 
0 2 2 d 1 
——|0 —1 з 00 
3 0 2 Or. A 
0 4 T 20 
1 0 —1 0 1 
0 2 2 1 1 
=—|0 —1 S {у 0 
0 0 5.0 —2 
0 4 1.2 0 

2 2 4 1 

_ —1 5 0 0 

|. | 050-2 

4 1 2 0 

—1 5 0 0 

n 2 » f 1 

i 0 5 0 -2 

4 1 2 0 

1-50 0 

2 2 1 il 

= 10 5.0 -2 

4 1 9 0 
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O үө ЖЕ О омон о 


= 
оо њо һә со = о 


ha 


Il 
| 
сл 
Nor 
| 
ot 


12 1 
(E pa MD ч 


19 Calcular el determinante de la matriz A del ejercicio 17 llevando esta matriz a forma triangular superior 
utilizando la propiedades 5 y 4 del teorema 2.8 (cfr. pág. 80). 


Solución Роге] ejercicio precedente se tiene 


2-1 302 1 0-10 1 
б ж 2171 Ü 2 21 1 
1 0-10 1|=-|0-1 50 0 
3 + 201 0.0 50 -2 
0.4 120 0.4 12 0 
10-10 1 
01-50 0 
=-|0 2 21 1 
00 50 -2 
04 12 0 
10-10 1 
01-50 0 
=-=100 12 1 1 
00 50 -2 
бб 2: 2- d 
10-1 0 I 
01-5 0 0 
=-12| 0 0 15 5 
00 5 0-2 
00212 0 
10-1 0 1 
01-5 0 0 
= —12| 0 0 5 5 
5 29 
0 0 - -$ 
2 
0 0 1: в 
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10-10 1 
01-5. 0 0 
-(-12(-3)) 00 1% $ 
0 0 1 2 
00 0 1 -4 
10-10 I 
01-5. 0 0 
550 0 b b 
0 0 1 2 
оо 0 {в 
10-1 0 I 
01-5. 0 0 
-5(0|00 1% 7 
0 0 1 2 
00 0 1 -7 
10-10 I 
01-5. 0 0 
=300 1% 5 
0 0 1 2 
оо о 0 -& 
5/ 64 
=2(-)--16 и 


20 Calcular el determinante de la siguiente matriz llevando la misma a forma triangular superior utilizando 


las propiedades 5 y 4 del teorema 2.8 (cfr. pág. 80). 


Solución 
1 —2 3 4 —5 1 -2 3 4  —5 
2 —3 2 1 —4 0 1-4 -7 6 
—3 4 —6 I 3|=|0 -2 3 13 —12 
5 —8 12 15 -20 0 2 -3 —5 3 
7 —18 16 12 —30 0 —4 -5 -16 5 
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1 -2 3 4 -5 
0 1-4 -7 6 
el 0-3, =l 0 
0 U 5 9 сәу 
0 0 -1 -8 1 
1 -2 3 4 —5 
0 1-4 -7 6 
=-|0 0 -1 -8 1 
0 0 5 9. = 
O О =5 =l 0 
1 -2 3 4 —5 
0 ] =4 =p 6 
=-|0 0-1 —8 1 
0 0 0-31 -2 
0 0 0 39' =3 
1 —2 3 4 —5 
0 1 —4 -7 6 
= 4 0 =й =$ 
0 0 1 % 
0 0: 39 3 
1 —2 3 4 =5 
0 1 —4 -7 6 
= — 0 Q = =8 [1=333.. Y 
0 0 1 x 
233 
0 0 0 c 
21 Calcular la matriz adjunta de la matriz 
1 -i 1-i 
A=| = 2 2 
-1 1 2+3 
Solución La matriz de signos correspondiente es | — + — |;así que 
2i 2 m 2 —i 21 
1 243i | 1-1 2+3i —1 1 
a —i 1+ 1+i —i u 
Ae - | 243i B 24:8; - eb SD 
—i 1+1 PA 14 1 -i 
2i 2 —i 2 —i 21 


=й. 25498 i 
Е аа ded Jer. 
2— di ier 13% 
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por tanto, 
—-8+4i -24+3i 2-4i 
Аај(А) = | -5+2i 3+4i -1-i|. v 
i ed 142i 


22 Calcular la inversa de la matriz A del ejercicio anterior por medio de la adjunta. 


Solución Al desarrollar por cofactores en la tercera fila de A se tiene 


det(4) = (-1)2—4i) - (D(-1— i)  (2-3i) (14-21) 


= —7 + 10i. 
1 
Entonces, AC а ae 
: shed odeur DA 
——Ó nr m 
374-10; dic | 
i =1+i 1+2 
96 |, 32; 4 io idi. & 
149 * 149! 149 149° 149 * 149! 
e 55 , 36; 19 58; 3 í 5 
= | ds ti! wm wi тюл! | Y 


10 7 i 17 3 i 13 24 1 
149 149 149 149 149 149 


23 Calcular el determinante de la matriz A utilizando las propiedades 5 y 4 del teorema 2.8 (cfr. pág. 80) y 
desarrollar por cofactores o regla de Sarrus si 


1 —1 2 i 1—1 
—i 2+1 3 —1 2 
A= —3 1 —1 2 i 


1 —1 2 i 1-i 1 —1 2 i 1-i 
—i 2+i 3 —1 2 (0) 2 3+2i —2 3+i 
Solución —3 1 —1 2 i = 10 —2 5 2+3i 3-—2i 
=1+i -1 1 2 —3i 0 —2+ 3-2i 3+i —5i 
2 2i | —i 2+31 i O 2+2i —4-i 2+i -2-43i 
1 -1 2 i 1-i 
0 2 3 --2i —2 3+i 
=| 0 0 8+ 21 3i 6—i 
0 i 6 1+1  3—4i 
0 3i —1-3ií 5+2 —2-—2i 
1 -1 2 i 1-i 
0 2 3-4-2i —2 3+i 
=3|0 0 8+ 21 31 6—i 
O. 1 —6i ]-i —4-3i 
0 


и 4-3 39430 —2-23 
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1 -1 2 i 1-i 

0 —6i l-i -—4—3i 
= —і 0 0 8 +21 31 6—i 

0 2 3 +2i —2 3e 

0 3i 1-3 5+2i 2—2i 

1 -1 2 i 1—1 

O0 1| —6i 1—i —4 — 3i 
= —|0 0 8 4- 2i 3i 6—i 

0 0 3+141 -44+2 11+7ї 

0 0 19-31 2-і 11+ 10i 


8 +21 3i 6—i 
= —i| 3414 -442%  1ll-cTi 
=l9=3 She -=LI I0 


(8 +2i)(—4+2i)(—11 + 10i) 
+(3 + 14i)(2— i)(6— i) 
+(-19-30)(11 +7i) (3i) 
(6—i)(—4+2i)(—19 — 3i) 

= | +(11+7i)(2—i)(8+2i) 
+(—11 + 10i) (3 + 14i) (31) 


= —i((959 — 882i) — (1064 — 6751)) 
= —207+ 105i. Y 


24 Calcular la solución del sistema (1+2i)x—iy+z = 2+i 


2x+ (3-i)y+iz=5 
(-2-i)x4-(2--i)y-2z = —2 


mediante la regla de Cramer. 


1+21  -i 1 
Solución A= 2 3—i i 
—2—-i 24i -2 


E —2(14-21)(3— i) -2(24- i) - (-2- i) (i) (—1) 
a (3-52) ЧЕЧЕ 0( 4-20) 441) 
= —8-9i— (—124-3i) 


TE 
ЫР p d 
Seal Sed 
e» Bags 


= (2(2+1)/(3-i)+10+5i-2) — ((-6+21) + (2 - i? i -- 101) 
= —6-43i— (—10 + 15i) 
= 4- 121; 


101 


102 CAPÍTULO 2 | Matrices invertibles y determinantes 


1+21 24i 1 
Ay = 2 5 i 
-2-i -2 -2 
= (-10-20i—4— i(2--i)?) 
(—10—5i--4—2i— 8 — 4i) 
= —10—-23i- (-14 - 11i) 
= 4- 12i; 
1+1 =i 2-i 
Аз = 2 3-і 5 
-2-i 24i -2 
= —94-8i— (—13 4-20i) 
= 4— 12i. 
Ai 
Por tant = —=1 
or tanto, ba А R 
Ai 
= —=]l 
y A * 
Aj 
= == [, 
ST 


23.2 Ejercicios propuestos 


((=2—4)(3 - i) -2Q i — 5+ 10i) — (-(2-iP (8— i) +5(1 +2i)(2 +i) +41) 


El lector encontrará la respuesta a los ejercicios en cursiva en el apéndice E al final del libro. 


Matrices invertibles y sus inversas (respuestas en páginas 1075-1076) 


En los ejercicios 1 a 7 encontrar, si existe, la inversa de la matriz dada mediante el método de Gauss- 


Jordan. 


L =l 1 
3з |0 1 1 
0 Y =l 
2 3 
4112 -l 
4 5 1 


8 Escriba las matrices de los ejercicios 1 a 7, donde sea posible, como producto de matrices elementales. 


En los ejercicios 9 a 13 utilizar las matrices inversas encontradas en los problemas 1, 2, 3, 4 y 6 para 


resolver los sistemas lineales. 


il 
—2 

ПЕ 
1 

11 0 
0 


14 Demostrar que una matriz | 


C 


a 
C 


| 


| es invertible si y sólo si ad — bc 5 0 y que en ese caso 


a b 
c d 
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ү 


2. 3 
12 |1 2 =] 
4 5 
=l 2 
13 2 =3 
p -=l 


B 1 а — 
~ ad—bc| —c 


(Sugerencia: Utilizar el método de Gauss-Jordan.) 


Я; 


ч ы 


E] 


-3 
-4 
e 
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Utilizar el ejercicio 14 para determinar si las matrices de los ejercicios 15 a 18 son invertibles y calcular 


en tal caso las matrices inversas. 


18 E f esen- 0. 


En los ejercicios 19 a 37, encontrar la inversa de la matriz dada (si existe) por el método de Gauss- 


—1 
al 3 
2 
16 | 
Jordan. 
1 
19 | —1 
3 
1 
20 —2 
—2 
—2 
21 3 
—1 
7 
22 —4 
—3 
2 
21 3 
2 


24 


25 


27 


28 


=з 


11 


RU чо гә 
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3 


=2 


2 0 


=3 0 


0 


38 Sea 


Hallar, si es posible, una matriz C tal que 


39 Sea A^! 


=AB: 


| . Hallar, si es que existe, una matriz B tal que A? — A 


40 SeaA 


. Resolver la ecuación matricial 


41 SeaA 
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42 Encontrar los valores de o tales que la matriz 


1 -1 2 

2 а -1 

3o2. 2 

sea invertible. 
43 Hallar los valores de o tales que la matriz 

1 2 -1 
3 а 
=1 -1 1 


sea invertible. 
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44 Mostrar que dos matrices A,B € Mx, son equivalentes si y sólo si existen matrices elementales 


Ej, E5,..., Ey de orden m tales que 


B = Ep EjEA. 


45 Demostrar que dos matrices A, B de tamaño m x n son equivalentes si y sólo si existe una matriz cuadra- 


da, C, de orden m e invertible tal que B — CA. 


46 Si una matriz cuadrada satisface A? = 6, demostrar que entonces A — I es una matriz invertible. ¿Cuál 


es su inversa? (Donde / es la matriz identidad). 


Los ejercicios 47 a 58 contienen afirmaciones que son falsas o verdaderas. Si la afirmación es verdadera 
se debe demostrar con rigor su validez y si es falsa se tiene que exhibir un contraejemplo para mostrar 
que no es cierta. En cada caso se supone que las matrices involucradas tienen los tamafios adecuados 


para efectuar las correspondientes operaciones. 
47 C invertible, AC = BC => A = B. 
48 C invertible, AC = CB — A = B. 
49 C invertible, AC = Ê > A = Ф. 


50 Si AC — B y dos de estas matrices son invertibles, entonces la tercera también es invertible. 


51 Si AC = B y dos de estas matrices son singulares (no invertibles), entonces la tercera también es singular. 


52 A invertible — A? invertible. 

53 A? invertible > A invertible. 

54 A? invertible — A invertible. 

55 А, В invertibles > А + В invertible. 
56 А invertible > A +A invertible. 


57 A invertible > A -- A! invertible. 
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58 А,В no singulares (invertibles) = A + B no singular. 


59 Una matriz cuadrada A tiene potencia nula si A* = @ para algún entero positivo К. 


(a) Dar un ejemplo de una matriz no cero de orden 2 que tenga potencia nula. 


(b) Probar que toda matriz invertible no puede tener potencia nula. 


60 Si A es una matriz cuadrada y A? = A, probar que si A es invertible entonces А =1. 


En los ejercicios 61 a 62 determinar si la matriz es invertible y en tal caso calcular la inversa mediante 
el método de Gauss-Jordan. 


1 LS =l 2 6+2i 1343 | —843i —2+4i 

61 2 Aq =2 4 62 13+3i 27+4i —16+8i —3+9i 
=l] =2 1 —2421 |' —84-39: —l6+8 5—10; —1—6 

i ПАРЕ. =i i —2-4i —349i  —1-—6 -—3-2i 


Determinantes, adjunta y regla de Cramer (respuestas en páginas 1076-1077) 


En los ejercicios 63 a 66, calcular los determinantes por medio de la regla de Sarrus (cfr. (2.7), pág. 78). 


E wp d 2 43 1 
si =з 2]. 6|3 -2 4 
1 4 6 B pod 
з 11 28 =5 ы 
Bilz 172: 6 |-3 7 5 
3j T od 4 


En los ejercicios 67 y 68, calcular los cofactores indicados para la matriz A. 


3 7 —5 4 
—8 —3 2 3 
BA=| 5 5 6 al (а) сз, (b) c31, (c) сп. 
—5 9 —1 —0 
—1 3 1 
2 1 1 1 
68 A= 3-21 3 ^ (4) саз, (Б) соо, (с) сид. 
2 1 1 4 


69 Escribir la generalización natural de la regla de Sarrus para una matriz 4 x 4; calcular con esta regla el 
determinante de la matriz 


Lol] F i 
D d 23 
AC] uw d 
о Т =i 3 


y encontrar el determinante por medio de cofactores. ¿Se obtiene el mismo resultado? 


70 


71 


72 


73 


74 


78 


79 


80 


81 
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En los ejercicios 70 a 77, calcular el determinante por medio de cofactores. 


2 0 =l 3 3.2 1 1 1 2 
e 1 4 04 2 2 23 
I1 0. =l 1 75 00 3 3 > 6 
gx 1 —1 0.49 . 39. 2 Ii 1 
оо 0 1 1 2 
0 1 0 00 0 5 3 2 
= 1 E 
2104 1 3 2 0 
] d. X 1 =2 П ЗЕ: 
76 3 =l 6 1 0 
—4 2 1 3 м Ж 2 
0 -1 1 1 =] > 0 2 1 
1 2 1 — 
0 ї 2 20000 00 
= 1 9 09 0. 00 
003 10 00 
Ade v 700020 оо 
з 1 1—1 00001 -12 
doi 1 2 09. 00.2 =r 3 
00002 1 1 
2 =l 3 =l 2 
0 2. 4 =2 3 
0 1 1 0 5 
0 =1 3 0 2 
0 ] =] 1 2 
Las matrices de los ejercicios 75 y 77 tienen componentes nulas excepto en algunas de las entradas de 


una submatriz R de tamaño r x r y en las entradas de otra submatriz S de tamaño s x s, cuyas diagonales 
están en la diagonal de la matriz original de tamaño n x n y donde, además, r 4- s — n. Demostrar que si 
este es el caso, entonces 


det(A) — det(R) det(S). 


Establecer y demostrar un resultado análogo al del ejercicio anterior, pero suponiendo que las submatri- 
ces tienen sus contradiagonales en la contradiagonal de la matriz original. 


Establecer y demostrar generalizaciones de los dos ejercicios precedentes cuando el número de subma- 
trices es mayor a dos. 


Utilizar los ejercicios 78, 79 y 80 para calcular los determinantes de las matrices contenidas en los 
ejercicios 81 y 82. 


2 


оооооош н 
=== == == == Шы 

©з © © шщ һә = с бф 
—— е нв 
SO б Ni бео 
оон оороо 
омон ооооо 

| 
==NOOoooo 
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0.00 0: 01 —1 2 
0 00 0 00-22 
0 00 0 00 03 
82 0. 0 07 si =r Q 0.0 
0 00 2 10 00 
1-22 0 00 00 
2 28 0 00 00 
1 -10 0 0 0 00 


En los ejercicios 83 a 90, calcular el determinante utilizando la propiedad 5 del teorema 2.8; proceder 
como en los ejercicios resueltos 18 y 19 (cfr. pág. 96). 


2 46 -4 I1 =2 =I 
2 op 2 3 11.2 3 
SPI E 1 wl ШЕ 3 
2 1 1 1 42 3 -2 
I =3 2 1 2 eL 2 =l 2 
84 =1. 2 1 d 37 Ao 2 | 
а 22 8 |-1 43 1 1 
4 -1 1 2 L cd 32 
2 pow =l 1 
3 2 12 
2 =] 1 2 2 L =1 y F 
5*| 3 em b d $3 o3 «qom 
il L2 1 89 | 5 2 I ж 3 
d “el 3 S v] 
ca cx d HE D P E 
em 2 4 =l 1 
88| 3-2 1 12 LL 2 T 3 7 
2» =] 1 3 2 -1 4 E 2 =2 = 
39 3 —=2 1 3 90 2 o —2. 3 4 2 B 
=9 3 =5 2 -Æ 18 
ї 1 2 1 5 3 
-2 BD 4 =-2 4 3 
En los ejercicios 91 a 96, A es una matriz de tamaño 3 x 3 con det(A) = —4. 
91 Calcular det(A?). 
92 Encontrar det(4A). 
93 Hallar det(A ^! ). 
94 Calcular det(A"), donde m es cualquier entero positivo. 
95 Hallar det(A 4- A). 
96 Calcular det(A’). 
97 Sean ол, оо y аз números reales. Mostrar que 
l o4 оё 
1 o» а | = (02 о) (аз — a) (as — a2). 


1 
1 аз o3 


98 


99 


100 


101 
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Sean aj, i = 1,...,n, números reales. Demostrar que 
2 n—1 
1 о oq On 
la а o5! 
. = TI, 04) 
З i<j 
2 n—1 
1 б 0% б 


109 


El símbolo П, (0; — о) significa el producto de todos los posibles factores (о; — о;) con j > i, cuando 


i, j varían entre 1 y n. A este valor se le conoce como el determinante de Vandermonde. 


Sean A una matriz 3 x 3 y o € R, probar que 


det(aA) = o? det(A). 


Sean A una matriz n x n y o € R, probar que 


det(aA) = o" det(A). 


Sea 


a b 
T 


mostrar utilizando el teorema 2.9, que A es invertible si y sólo si ad — bc Æ 0 y que en tal caso 


Act 


s d —b 
с ad—bc| е aj’ 


102 Utilizar el ejercicio precedente para calcular (si existe): 


=й 
« [73 a , 


ZEE 


-1 361” 
Po ey 


En los ejercicios 103 a 106, calcular la inversa, si existe, de la matriz dada utilizando el método de la 


adjunta (teorema 2.9, pág. 83). 


p =l 2 
103 A=] 3 =2 
2 1 1 
3 =l 2 
104 A= | —2 ї 2 
3 —1 4 


107 Si A es una matriz cuadrada singular (no invertible) y B es 


demostrar que AB es también una matriz singular. 


ї Xs 
105 4= |22 3 
3.4 2 
žal 1 
106A=| 0 02 
it 


una matriz cuadrada del mismo orden, 


108 Demostrar que una matriz cuadrada es invertible si y sólo si su adjunta también es una matriz invertible 


109 Probar que si A Є M, entonces |Adj(A)| = |A|"!. 


y que además se tiene, entonces, (Adj(A)) ! = (1/|A|)A. 
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110 Mostrar que si A es una matriz cuadrada de orden л > 1, entonces Adj(Adj(A)) = |А|" 2А. 


En los ejercicios 111 a 114, determinar los valores de А Є К que hacen que la matriz sea singular (no 


invertible). 

т? | A+3 | | 2 1 -—1 

2 A+2 113 | 142 A 0 

А-3 2 0 

1—A 3 2 
112 0 2+4 1 0 2—A 
0 =1 2-A 114 | 4—A 3 =3 
4 =A 2 


Resolver los sistemas de los ejercicios 115 a 117, mediante la regla de Cramer (teorema 2.11, pág. 84). 


115 x,-—3x2 = —7 116 2x-—3Ix+x =4 117 xi—x+xz = —2 
2ху—х = 4 Ax —3x2+3x3 = 4 2x1—x+3x3 = -—9 
3x1+2x2-3x3 = 1 5x1 — 3x2 +4x3 = —11 


118 Hallar la componente x» de la solución del sistema lineal. 


| 
| 
Ке) 


хі +0 — 3x3 + = 
2x1 4- X» + 2x4 
х — 6x3— x4 = —8 
3x1 + Ьа = 3 


Il 
ө 


119 Hallar la componente x4 de la solución del sistema del lineal. 


| 
N 


Жү —JX24-X349—34 == 


| 
| 
N 


xı +20 — x4 = 
х= 3x2 +2x4 = 9 
—x1 +2xX2 — 3x3 + x4 = —5 


En los ejercicios 120 a 124, calcular el determinante de la matriz dada. 


i 2+i —i i 0 00 0 0 
120 2 3--2i 1+1i 0. -i 00 0 0 
2—i 4+1 1 оо 1.0 0 0 
123 : . 
0 0 0 1 i 1+2 
—4i 2 1 0 0 0 2 — 4 
121 1+i —2 1 0 0 0 1 —1 


3-4 2r c 2 


1 I4 2 1 
ed pe 2 2i 124 x 2i 1 =2 J 
4i c 5 2i | 197 Теғ =l i 3 
=3+41 2i  —4i 1461 eo =4 dg 2 l 


Espacios vectoriales, 
producto interior, normas, 
valores y vectores propios 


En este capítulo estudiaremos el siguiente concepto clave en álgebra lineal. Pero antes, motivaremos las 
ideas principales por medio de un repaso de conceptos elementales del plano cartesiano. Después exten- 
deremos estos conceptos de manera natural a espacios de vectores más generales para, posteriormente, 
continuar con un estudio abstracto y completo de estos entes que llamaremos espacios vectoriales. 


3.1 Geometría de los espacios IR" 


En esta sección el objetivo fundamental es generalizar las características geométricas esenciales que 
poseen los vectores en el plano cartesiano y en el espacio de tres dimensiones a espacios cuyos vec- 
tores tienen mayor número de coordenadas, los llamados espacios IR". Para ello comenzamos, en la 
primera subsección, con un repaso de estas características en el plano cartesiano. Bien pudimos emplear 
como modelo para este propósito el espacio tridimensional pero, por razones de sencillez en cuanto a 
los bosquejos geométricos, hemos preferido utilizar el plano cartesiano; sin embargo, como el lector 
podrá constatar fácilmente por sí mismo, todo lo que hagamos en el siguiente apartado para el plano 
cartesiano es completamente válido cuando se traslada al espacio de tres dimensiones. 


3.1.1 El plano cartesiano R? 


Definición 3.1 Definimos 


R? = ((x.»)|x.y € В}. 


Geométricamente, IR? es el plano cartesiano con el que el lector está familiarizado de sus cursos ele- 
mentales y que ilustramos en la figura 3-1. 
Las características esenciales, algebraicas y geométricas, de IR? son: 


1. Igualdad: Si = (xi, yi), V = (32,2) Є, iie V e x =x2 y y1 = у. 


2. Suma: 51 = (x1,y1), V = (x2,y2), 


i - Y = (xi, yi) + (2,y2) = (x1 +%2,y1 +). 
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X 


JA Figura 3-1 ° R?, plano donde cada punto (vector) dí se localiza mediante un par ordenado (x, y). 


yi *Fy5 


yi 


24 


X1 X2 ХІ X3 


A Figura 3-2 ° La suma de dos vectores en el plano es la diagonal del paralelogramo que se genera a partir de esos 
vectores. 


La suma de dos vectores de IR? se obtiene, geométricamente, por la diagonal del paralelogramo 
como se indica en la figura 3-2. 


3. Producto de un escalar por un vector. Si A € Вуй = (x, y) € R2, Ай = (Ах, Ау). 


Aii (A > 1) 


Aii (A < 0) 


E Figura 3-3 ° Producto de un escalar por un vector. 


SECCIÓN 3.1 | Geometría de los espacios R" 115 


Así, el vector Aii es un vector paralelo a ii con un cambio de escala y/o de sentido, tal como queda 


ilustrado en la figura 3-3. 


4. Norma o magnitud de un vector. Si ii = (х, y), se define y denota la norma de z como 


liil] = vo? + y?. 


La norma representa la magnitud о la longitud del vector ii (véase la figura 3-4). 


R2 


A Figura 3-4 * La norma o magnitud de un vector es la longitud del vector. 


5. Distancia entre vectores. Si 7 y Y son vectores de R?, se define la distancia entre ellos como la 
y 


magnitud del vector V — i/; esto es, 
а(Ӯ, й) = | — |. 


Note que el vector V— ii es el vector que sumado a ii da como resultado el vector v tal como se 
ilustra en la figura 3-5, y que la distancia de и a ў es la misma que la distancia de Y a и; es decir, 
d(ii, V) = d(Y, й). 


JA Figura 3-5 ° La distancia entre vectores es la magnitud de la diferencia entre ellos. 


6. Producto interior o escalar. El producto interior o escalar (o producto punto) de ii con V, como 
el lector recordará de sus cursos de física, está dado por 
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JA Figura 3-6 ° El producto punto de dos vectores es la magnitud de la proyección del primer vector sobre el segundo 
multiplicada por la norma de este último. 


й-ў = [il [5] coso (3.1) 


donde 0 es el ángulo entre й y V; y es la magnitud de la proyección de ii sobre Y multiplicada por la 
norma de y (véase la figura 3-6). Mediante el producto escalar también se define el trabajo físico. 


Observe que todas las características anteriores del espacio IR? están perfectamente determinadas 
algebraicamente por las coordenadas (x, y) de los vectores correspondientes, excepto el producto punto. 
Nos proponemos dar una fórmula alternativa para calcular el producto punto que no dependa de conocer 
el ángulo entre los vectores; específicamente, deseamos hallar una relación del producto interior que 
dependa exclusivamente de las componentes de los vectores. Para ello necesitaremos de la llamada ley 
de los cosenos, conocida por el lector de sus cursos de trigonometría, que recordamos en la figura 3-7. 


С 


с? = а? +b? – 2аЬсоѕ(С) 
JA Figura 3-7 ° Si se representan por letras mayúsculas las magnitudes de los ángulos y por letras minúsculas las 


magnitudes de los correspondientes lados opuestos a cada ángulo, entonces se cumple la relación c? = a? +b? — 
2abcosC, llamada ley de los cosenos, para cualquier triángulo dado. 


Ahora sean ií = (х,у) y V = (х,у) un par de vectores en R?. De la figura 3-8 y la ley de los 


cosenos tenemos que 


19 — a]? = |1112 + 19122141] 151] cos. 
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JA Figura 3-8 ° 


Luego, 
2|] ||v|| соз@ = lal + |]? — v — a? 
= жу +43 M -[oe-2ny (у)? 
= x Hyi tX HX — [05 -2xvo xt £X) - 200 + у]. 
De donde 
2|] ||v|| cos = 2(xix2 + ууз) 
y, por tanto, 


li: Y = ху + у1у2 (3.2) 


es la relación buscada. 


O Nota 3.1 
1. Observe que [||| = yx? +y? = vü- ü. 


2. Por otra parte, ya que —1 < cos0 < 1, V0 c R, se tiene 
lä- y| < [jäl] |], 


a la cual se le llama desigualdad de Schwarz. 


3. También, de (3.1) (cfr. pág. 116), el ángulo entre dos vectores й, Y no nulos está dado por: 


0 — arccos p (3:59 
ШШ 


3.1.2 Interpretación geométrica del determinante 


Aunque el determinante es un concepto útil asociado a las matrices, para el estudio de éstas y de otros 
aspectos del álgebra lineal, el determinante tiene una interpretación geométrica sumamente importante, 
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A Figura 3-9 • 


la cual se puede usar, por ejemplo, en la teoría de integración, específicamente en la fórmula de cambio 
de variables para integrales y en el cálculo de volúmenes y áreas. Es en estas dos últimas en las cuales 
enfocaremos nuestra atención. 

Sean ii = (a,b), V = (c,d) dos vectores de IR?. Calculemos el área S del paralelogramo generado 
por estos vectores. Entonces, de acuerdo con la figura 3-9, S = 25, + S2 (porque Sı = $3). Ahora bien, 
Sı = (xh)/2 y h = ||u|| sen0. Entonces, 


xh 


— p — 
S > +52 


xh 4- S5 


sen0 + $5 


EJ 


= х 


EL 


= х 


send + (||| — x) 


EJ 


sen + A||V|| — xh 


= х 


EJ 


= х 


sen6 + A||v|| — x||u|| sen 0 


= Jiu] 


v| зеп ð. 
Puesto que sen? 0 =1- cos? 0, 
q 


$? = архе? 
= ||| (1 — cos? 6) 
= |2912 — Wal l|]? cos? 9 
= [|a?I1w1?- Gi-v» 
(а? +b?) [e +4) = (ac 4- bd? 
a!c --a!d? -- bc -- Pd? — ас —2acbd Ра 
= did? +b? — 2acbd 
(ad — bc. , 


| 


de donde 
5 = ad — bc! . 
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X 


JA Figura 3-10 ° El volumen del paralelepípedo generado por los vectores ii, V y w es el valor absoluto del determi- 
nante de la matriz que tiene como filas (o columnas) a estos vectores. 


Es decir, 


S = |det(M)|, 


donde M es la matriz que tiene como filas (o columnas) a los vectores ii y V. De manera análoga, el 
determinante de una matriz 3 x 3 (o mejor dicho, su valor absoluto) será el volumen del paralelepípedo 
determinado por los vectores fila de la propia matriz, como se ilustra en la figura 3-10. 


3.1.3 El espacio vectorial R”, geometría y propiedades algebraicas 


En esta subsección nos proponemos generalizar las propiedades algebraicas y geométricas de IR? a es- 
pacios de mayor "dimensión". Es evidente que, tanto en la teoría como en la práctica, surgen problemas 
que involucran un námero de variables mayor a dos (en algunos problemas de importancia netamente 
aplicada, este námero puede ser de hasta 20 000). Por tanto, es necesario estudiar aquellos conjuntos 
cuyos elementos son n-adas ordenadas y tienen cualidades análogas a las de los vectores del plano de 
coordenadas. 


Definición 3.2 Sea n un número entero positivo. Se define el espacio IR" como 
Jg em = (aria ac EM 


A los elementos de R” también les llamaremos vectores. Al número x; se le dice la i-ésima componente 
o coordenada de ii. Y al vector ii lo denotaremos, indistintamente, como й = (x],X2,...,Xn) o como la 
matriz columna 

xl 

X2 


Xn 
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O Nota 3.2 Cuando se emplea la notación й = (x1,X2,...,x,), se acostumbra decir que (x1,X2,...,Xp) 
es una n-ada ordenada; por ejemplo, (x1,x2,x3) es una tríada ordenada. 


Definición 3.3 Sean ii, V Є К", con И = (x1,X2,...,Xn) V = (Y1,Y2,+-->Yn) y AER. 
1. Igualdad. ii = V < x; = yj para cada i — 1,2,...,n. 
2. Suma de vectores. Se denota y define la suma de ii con V como 
lY = (х1 d yid yos Уа). 


3. Producto de un escalar por un vector. Se denota y define el producto del escalar Х con el 
vector ii como 


AES МОЛТ МО К ОА 


4. Producto escalar. El producto escalar (o producto punto o producto interior) de ii con V se 
denota y define como 


и-у= у= ху d o d Xd 
¡=1 
5. Norma de un vector. Se define la norma o magnitud del vector ú por 


1/2 
> 2 2 211/2 
[zili = з = [i tx o 
i-l 
6. Distancia entre vectores (puntos) en К". Se define la distancia entre los vectores И y V como 


d(ii V) = |u — v|. 


O Nota 3.3 


1. La relación entre el producto interior y la norma vuelve a ser, como en el caso de 2, 
lia = (i-i). 4) 


2. Existen otras formas de medir magnitudes de vectores; sin embargo, la históricamente más comün 
es la que hemos usado hasta ahora dada por (3.4). A esta magnitud se le acostumbra llamar norma 
euclidiana o norma canónica del vector й por su origen geométrico y natural, respectivamente. 


3. Dado que los vectores en R” los hemos denotado también como matrices columna, el producto 
punto se puede ver como producto de matrices; esto es, 


ü-y- (yy. 


En el lado izquierdo de la precedente igualdad los vectores están escritos con la notación de n-adas 
ordenadas y en el lado derecho están escritos con la notación de matrices columna. 
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Así, vemos que todas las definiciones dadas arriba son generalizaciones directas de la manera en que se 
opera, se mide y se hace geometría y álgebra en el plano de coordenadas А2. También debe notarse la 
importancia que tuvo dar una fórmula alternativa para el producto interior que dependiera sólo de las 
componentes de los vectores (cfr. fórmula (3.2), pág. 117); de no ser así, no podríamos haber generali- 
zado el producto punto al no tener una forma de “medir ángulos” por medios físicos en estos espacios 
cuando n > 3. Sin embargo, el concepto de ángulo entre vectores sí lo podremos extender a los espacios 
IR" con n > 3 mediante la desigualdad de Schwarz que veremos más adelante. 


> Ejemplo 3.1 Si n= 3, R? es el espacio usual de tres dimensiones donde “habitamos”. En este espa- 
cio necesitamos de tres números reales (x1,x2,x3) [o, como tradicionalmente se escribe, (x,y,z)] para 
determinar la posición de un punto, como hacemos patente en la figura 3-11. 


X 


JA Figura 3-11 ° En el espacio R? todo punto (vector) dí se localiza mediante una tríada ordenada (a, b, c); donde las 
dos primeras componentes (a,b) son la proyección vertical de este punto sobre el plano x, y y la tercera, c, es la 
proyección horizontal de este punto sobre el eje z. 


O Nota 3.4 Es común en textos de matemáticas convenir que cuando se hacen diagramas del espacio 
tridimensional IR?, los ejes x, y y z se coloquen como en la figura 3-11. Usted puede recordar esta 
convención (algunas veces llamada regla de la mano izquierda) colocando su mano izquierda con la 
palma frente a usted, abriendo los dedos medio, índice y pulgar (cerrando los dedos anular y meñique); 
apuntando el dedo medio hacia usted, el índice hacia su derecha y el pulgar hacia arriba. Así, sus dedos 
señalarán las direcciones positivas del eje x (dedo medio), eje y (dedo índice) y eje z (dedo pulgar). 


> Ejemplo 3.2 Si i = (1,—2,4) у? = (3,6,0), entonces ii, V € В? y 
1. d+7=(4,4,4). 
2. ME (—V2,24/2, 4/2). 
3. d 


= (1)(3) + E ecu. mers 
TE +4 = у21.4 
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> Ejemplo 3.3 Si ii = (—1,2,5,9), V = (2, —4,0,3) € R*: 


d:y — 2—84 27 = 17. 


. ï+ (—2)7 = (—1,2,5,9) + (-4,8,0, —6) = (—5,10,5,3). 
. ||| = (4+ 16 +9)! = /29.4 


> Ejemplo 3.4 Calcular la distancia entre los vectores: 


1. й= (1,—2,1) уӯ= (-2,1,1). 
2. ú=(-1,0,2,3,1) уў = i 1, —4,2,0).« 
Solución 1. d(i,V) = |0 — v|| 
= [(,—2,1) - (2,1, 1] 
= |(3,—3,0)| 
ex 
2. d(u,v) = || — v|| 
= |i(=1,0,2,3,1) — (1,1,—4,2,0)|| 
= [(-2.—1,6.1,1)]| 
= 43. v 


A continuación enunciamos, sin demostrar, las propiedades algebraicas esenciales de IR". Utilizando 


la conmutatividad, asociatividad, etc. de los números reales y la definición de igualdad de vectores, el 


lector puede fácilmente verificarlas. De hecho, como veremos más adelante, dichas propiedades también 


se pueden observar en otros conjuntos! que llamaremos espacios vectoriales. 


Propiedades del espacio vectorial de IR" 


Si ii, V,w € R” y A, B ER, entonces: 


1, 


2 

m 

4. Si др" = (00,750; Ops c R^ уп + 0р = il, Vil € R”. (Existencia del neutro aditivo) 
= 


ii 4- V € №". (La suma es cerrada) 


€ 
. + (V4-W) = (ui 4- V) +. (Asociatividad de la suma) 


ii 4- V = V 4- и. (Conmutatividad de la suma) 


n 


. Dado й = (x1,X2,...,Xn) € IR^, existe —ii € R” tal que ¿+ (0) = Dies, 


De hecho, — = (—x1,—X2,..., —Xn). (Existencia del inverso aditivo) 


. Au € IR". (El producto por un escalar es cerrado) 


A(Bu) =(AB)u. (Asociatividad del producto con escalares) 


| Compare con las propiedades 1(a) a 1( j) de la subsección 1.1.4, páginas 9 y 10. 
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8. (A+ 8) = А+ Bi. (Distributividad del producto con respecto a la suma de escalares) 
9. A(ŭ +V) = Aii + Av. (Distributividad del producto con respecto a la suma de vectores) 


10. Iu = i, Vii € R”. (Preservación de la escala) 


El producto escalar tiene las siguientes importantes propiedades que son sencillas de probar y cuya 
demostración se deja al lector. 
Propiedades del producto punto 


Sean i, V, € R” y A € R, entonces: 
y 


1. ú- V — V- ui. (Simetría) 


: (AV) = А (0: v). (Homogeneidad) 


SL =! 


pe d м 
EL 


V-EW) — ii- VF iiw. (Distributividad) 
0 


« ii = 0. (Positividad) 


3.1.4 La desigualdad de Schwarz, ángulos entre vectores y ortogonalidad 


Es claro que la generalización natural de ángulo entre vectores en R” debe estar dada por la fórmula? 
ИУ 
0 = arccos M i 
ШШ 


Pero, para que se pueda evaluar la función агс соз, es necesario que 


iV 


m =l 


llul Lvl 


lo cual evidentemente equivale a 
а-у < [jal lv]. 


Afortunadamente, esta desigualdad es cierta y la probaremos en el teorema 3.1. Estaremos entonces 
facultados para generalizar el concepto de ángulo entre vectores en IR" para n > 3. Para poder demostrar 
dicha desigualdad necesitamos de la sencilla proposición que damos a continuación (lema 3.1). 


Lema 3.1 Si a, b son cualquier par de números reales, entonces 


Das ape (3.5) 


2Cfr. (3.3), página 117. 
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DEMOSTRACIÓN M En efecto, 
(a-b) 


а? —2ab+b?; 


o 
IA 


de donde 2ab< а2 +22. E 


Teorema 3.1 (Desigualdad de Schwarz) Si И = (x1,X2,...,Xp), V = (yi. yos... ya) € R”, entonces 


|a- v| < iz lv] (3.6) 


DEMOSTRACIÓN B Si ii = 0 о y = 0, claramente (3.6) es cierta. Supongamos que ii, V 52 0; seai € {1,2,...,п} arbitrario 


y pongamos 
Xi Yi 

а= == ур = = 

TE || 


en el lema 3.1. Entonces, por (3.5), para todo i — 1,2,...,n se tiene 


X У; X: 2 yi 2 
(13211 1151 (т) IIl 


Luego, 


esto es, 


mms? ED) PC ) 


que equivale a 


n 


DES 2 У 
FP. 


2 n 
—— A Xp C 
Е 2 E 


jäl? i) 
1 
= z 1412 + ap 
[a ШЕ 
= 2 
de donde 
xy < |181 (15! - 
i-l 
Con lo que hemos probado 
йу jall |У vay (3.7) 


Entonces, рог la homogeneidad del producto punto y la precedente desigualdad, tenemos 


(8:0) = (~i) v € [-ul| || = |18 
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que significa 
ü-v2 — la] lvl (3.8) 
De (3.7) y (3.8) se deduce 
lá -v| < а Ivi] VúVeR". m 


Ahora sí podemos definir, con base en la desigualdad de Schwarz (3.6), el ángulo entre vectores de 
n componentes; que es una generalización del concepto de ángulo entre vectores en el espacio de tres 


dimensiones y en el plano cartesiano. 


> Ejemplo 3.5 Hallar el ángulo 0 entre los vectores (1,2,0,2) y (—3,1,1,5) de R^.« 


_ (1, 2,0,2) d 1, 1, 5) 


— aces E A caes г: 
COMMUNS = arc cos > i 


Así,0—60. Y 


Solución. 0 — arccos 


Una vez que se ha definido el concepto de ángulo entre vectores, se puede determinar cuándo un par 
de éstos son perpendiculares; la manera de generalizar esta idea a IR" la hacemos patente a continuación. 
Notemos, de (3.9), que el ángulo entre dos vectores es de 90” si y sólo si su producto punto es cero. 


Teorema de Pitágoras 


Quizá uno de los más importantes y conspicuos resultados de las matemáticas, conocido y usado en 
forma empírica desde el inicio de la civilización (Babilonia, Egipto), luego convertido en una afirma- 
ción general y probado en forma completamente rigurosa por los griegos, es el teorema de Pitágoras. 
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Se enseña en educación elemental y, a partir de ahí, se hace uso sistemático de él. Sin embargo, la 
mayor parte de la gente que usa este teorema desconoce alguna demostración porque se requieren varios 
resultados elementales de geometría para poder establecer una prueba rigurosa. A continuación daremos 
una demostración muy simple de este importante teorema; de hecho es trivial, pues el material que 
hemos desarrollado hasta aquí nos proporciona una herramienta algebraica muy potente para atacar este 
problema geométrico transformándolo en un sencillo cálculo algebraico. 


Teorema 3.2 (Teorema de Pitágoras) Sean ú,v € R” un par de vectores ortogonales. Entonces, 


2, zl2 2/2 2 
[a+ 71| = |117 + 191. 


Antes de dar la demostración de este teorema explicaremos su relación con el teorema de Pitágoras que 
el lector conoce, pues en apariencia no hay una relación directa. Sin embargo, si particularizamos al 
caso n = 2 del plano cartesiano R?, resulta que ||ii + V|| es la longitud de la hipotenusa del triángulo 
rectángulo, cuyos catetos tienen longitudes ||z|| y ||v||, como se ilustra en la figura 3-12. 


Iv] 


|| 


A Figura 3-12 ° El teorema de Pitágoras establece que en cualquier triángulo rectángulo la suma de los cuadrados 
de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa. 


DEMOSTRACIÓN BI Dado que i L y, se tiene ți- Y = 0; luego 


lz--v|? = (4-v)- (8+7) 
= й-+й+Ш+їЎ-ЄЎ+Ї-+ЄЎ-Ў 


= |ш|?+2й-9+ |? 
= [ul +0+ |9]? 
312 E 
i-r. m 


I 


Propiedades de la norma en IR" 


Uno de los conceptos más importantes en matemáticas es el de proximidad; y la forma de medir la 
proximidad entre puntos es por medio de la distancia. En R, el valor absoluto es la herramienta usada 
para medir la distancia entre números reales. Recordemos que el valor absoluto tiene las siguientes 
propiedades: 


1. |x| > OVx € К. 
аа ex o0: 
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3. Ax] =|A]|x/. 

4. |х+у| € |x| + |у|. (Desigualdad triangular) 
Entonces la distancia entre un par de nümeros x y y se define como el valor absoluto de su diferencia. En 
IR", la norma es la manera natural para definir proximidad entre vectores por medio de la distancia entre 
ellos. A partir de las propiedades 1, 2, 3 y 4 del valor absoluto, enunciadas arriba, se pueden deducir 


todas las demás propiedades que tiene el valor absoluto. De hecho, estas mismas propiedades las tiene 
la norma en IR" y cualquier otra propiedad de la norma también se puede deducir a partir de éstas. 


Teorema 3.3 (Propiedades de la norma en IR") La norma en К" tiene las siguientes propiedades: 


1. [| |>0 Vier”. 

2. |ii]| 20 č = дь. 

3. ||Au] = |A| ||u]] | Vi € R”, VA E€ R. 

4. |u--v|| < |u| - ||v]]| Vi, v € R”. (Desigualdad triangular) 


DEMOSTRACIÓN W 1. Sid = (x4,x»,...,x,) € R”, entonces 


Е 1/2 
la = ($x) a 
jal 


2. Siii = Ор, claramente ||| = 0. Supongamos inversamente que t = (X1,X2,...,Xn) € R” es tal que 
||| = 0, entonces 


de donde x? = 0 Vi = 1,2,...,n; y por tanto il = бы. 


3. Sid = (x1,X2,...,Xn) ER” y AER, entonces 


ПА = J[(Axi А,..., А) || 


ll 
D EN. 
Ms 
JS 
ES 
UG 
T. 
T 


Il Il | 
2 апта to 
x^ fM 
SMS EM x 
= > 
ES Es Лә 
Жей" c uM Эъ 
S o 


= А 14. 
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4. Si iv € R^, entonces 


[d+ 1? = (4-9)- (0+9) 
=Ú-ú+Úú-V+V-ú+V-D 


212 ә > 22 
= 1817 *-2G-v)- Ip. 


De la desigualdad de Schwarz se tiene que 


йу Jd |У 


y por tanto 
lli +17 < tal - 2 a + P? 
esto es, 
\й +9] < Qual + |)”. 
De donde, 


liy sv. uw 


La desigualdad triangular recibe este nombre porque, en el caso de vectores en IR? (o en IR?), significa 


que en todo triángulo, la longitud de cualquiera de sus lados es inferior a la suma de las longitudes de 
los otros dos lados; como ilustramos en la figura 3-13. 


| [Iv]! - ] 
+ > 
PS 
Ue 
NS 
EM 
AN 
N % 
\ N 
i N 
\ Х 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ Y 
4 | 
и | 
| | 
Edd seed | 
| 
| [й-+ЕЎ| 4 
| 
- 14115 19| - 


A Figura 3-13 ° Desigualdad triangular: en todo triángulo, la longitud de cualquiera de sus lados es inferior a la 
suma de las longitudes de sus otros dos lados. 


Planos en IR? 


Supongamos que un plano P pasa por el punto to = (хо, yo.zo) y es ortogonal al vector 7) = (a,b, c); es 
decir, 7) es perpendicular a toda línea recta contenida en el plano P. Sea t = (x,y,z) un punto cualquiera 
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del plano P (cfr. figura 3-14). Entonces 7j es perpendicular al segmento que une a los puntos dy y й; es 
decir, % L (t — по). Por tanto, 7): (ti — йо) = О y, por ende, 


a(x— xo) -- b(y — yo) - c(z—zo) = 0 (3.10) 


es la ecuación que determina el lugar geométrico correspondiente al plano P. Esto significa que todo 
punto (x, y, z) que pertenece al plano P satisface la ecuación (3.10). Inversamente, toda solución (x, y, z) 
de esta ecuación pertenece al plano P. 


JA Figura 3-14 ° Un plano P que pasa por un punto dado й = (xo. уо, zo) y es ortogonal a un vector 7 = (a,b, c). 


Es claro que la ecuación (3.10) equivale? a 
ax by -- cz — d (3.11) 


donde d = axo + byo + czo. 


» Ejemplo 3.6 Encontrar la ecuación del plano que es ortogonal al vector 7j — (—1,2,4) y pasa por el 
punto = (2,1,1). 


Solución Га ecuación está dada por (3.10): 


(-1)(x-2) -2(y- 1) -4(z- 1) 20 


que equivale a 


—=x+2y+42=4. Y 


3Es obvio que las ecuaciones (3.10) y (3.11) no son únicas en cuanto a la descripción algebraica de un plano como lugar 
geométrico. En realidad, cualquier otra ecuación algebraica que cumpla con ese objetivo será equivalente a (3.10) y (3.11) en el 
sentido de que tienen las mismas soluciones y, por ende, describen el mismo lugar geométrico: el plano en cuestión. 
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> Ejemplo 3.7 Encontrar la ecuación del plano P que pasa por los puntos zi = (1,0,0), Y = (0,1,0) y 
w = (0,0,1). 


Solución — El plano debe contener los tres puntos у, por la definición geométrica de plano, también debe 
contener los segmentos de línea que unen a dichos puntos; dos de ellos son ii y iiw. Si 7] = (а,Ь, с) es un 
vector ortogonal al plano, entonces 7j debe ser perpendicular a estos dos segmentos. Así que 7j L (t — V) 
y rj L (й — w), por lo que 7: (14 — V) =0 y rj- (и — w) = 0. Esto es, 


(1,—1,0)- (a,b,c) = 0 
(1,0, —1)- (a,b,c) = 0; 


es decir, 
a-b=0 


a—c = 0. 


Resolvamos ahora el sistema homogéneo anterior: 


1 mp 0 L el Y 
Ll O- sl 0 Y =l]? 


que produce las soluciones 


Ӯ 
р |= | ж |; ЄВ. 


Una solución particular es el vector 7j = (1,1,1) obtenida al hacer г = 1. Así, el plano que pasa por 
= 1; 


estos puntos es ortogonal al vector % = (1, 1, 1), y contiene al punto (1,0,0); por tanto, al utilizar (3.10), 


tenemos 
(1) (x D)+() (y — 0) + (1) (z— 0) =0, 


que equivale a 
x+y+2=1. 


Este plano viene bosquejado en la figura 3-15. Y 


A Figura 3-15 ° Plano que pasa por los puntos 7 = (1,0,0), = (0,1,0) у = (0,0,1). 
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3.2 Espacios vectoriales 


Hemos visto que las matrices tienen, con la suma y el producto por un escalar usuales, las mismas diez 
propiedades^ que las del espacio vectorial? de R”. Así, las generalizaciones algebraicas del plano y del 
espacio tienen un símil con un conjunto aparentemente sin conexión con ellos. Como veremos en esta 
sección, el de las matrices no es un caso aislado y, al contrario, existe una gran variedad de conjuntos 
en los que se han definido las operaciones suma entre sus elementos y multiplicación de números reales 
con estos elementos, que también satisfacen las citadas diez condiciones. Todos estos conjuntos tienen 
en común las propiedades mencionadas y, por tanto, lo que se derive de ellas dependerá de las mismas 
y no de los elementos que particularmente formen determinada colección. Por ello surge la necesidad 
de estudiar este tipo de conjuntos, con sus respectivas operaciones, en abstracto y no caso por caso de 
manera aislada. De esta forma, lo que haremos primeramente es abstraer estas diez propiedades como 
característica esencial de lo que llamaremos espacio vectorial, y entonces podremos derivar, a partir 
de las mismas, consecuencias generales en este espacio abstracto que serán entonces válidas, dado que 
dependen solamente de las propiedades de las operaciones y no de los elementos de cada colección, en 
todos los conjuntos que cumplan con esas diez propiedades. 


3.2.1 Definiciones y ejemplos 


Definición 3.6 Sea E un conjunto no vacío donde se han definido un par de operaciones: suma entre 
sus elementos, representada como ii V; y multiplicación (o producto) de escalares (números reales) 
con elementos de E, representada como «O i. Entonces a E se le llama espacio vectorial (real) si se 
cumplen las diez siguientes condiciones (axiomas de espacio vectorial): 


1. dSVEE Vu,ve E. (La suma es cerrada) 
¿o (Vow)-(uov)ow Vi, v, w € E. (Asociatividad de la suma) 


dev=veu Vu,ve€ E. (Conmutatividad de la suma) 


Existe un elemento Ок € E tal que ¿$ Or =d Vic E. (Existencia del neutro aditivo) 

Para cada й € E existe —ii € E tal que ii& (—ú) = Og. (Existencia del inverso aditivo) 
AOucE VAER,Vi € E. (La multiplicación con escalares es cerrada) 

. AOG(Bou)-—(AB)oUu VA,B ER, Vii € E. (Asociatividad del producto con escalares) 

ЛО (Ф?) = (A08) (A07) VA €R, Vu, У € E. (Distributividad del producto con respecto 
a la suma de vectores) 


9. (A-B)Ou —(AOu)e(Bou VA, 8 ER, Vi € E. (Distributividad del producto con respecto 
a la suma de escalares) 


9 x $9 л a t M 


10. 1oOu-—u Vu c E. (Preservación de la escala) 


A los elementos de E les llamaremos vectores. 


^Cfr. propiedades 1(a) a 1( j), subsección 1.1.4, página 9. 
5Cfr. subsección 3.1.3, página 119. 


132 CAPÍTULO3 | Espacios vectoriales 


» Ejemplo 3.8 R”, con la suma usual de vectores y la multiplicación de un escalar por un vector, esto 


es, si lí = (x1,X2,...,Xn), V= (y1,2,...>Yn) y A es un número real, 


iy = (х1,,...,хһ) + (9. Ya. yn) = (х yim t yas. Xn + Yn). 
AOU = A(xi,xo,...,x4) = (Ах, Ax... AXp), 


es un espacio vectorial.«4 


» Ejemplo 3.9 Sea E — (x € R | x > 0) dotado de las operaciones: 


upv = uv 


ЛОи = 


| 
& 


Así, por ejemplo, 263 = 2:3 =6у203 = 32 — 9. 


¿Es E, junto con estas operaciones, un espacio vectorial?«4 


Solución Рага contestar afirmativamente debemos probar que se verifican las diez propiedades de la 


definición anterior; y para dar una respuesta negativa se tiene que exhibir un caso en el cual una de ellas 


(por lo menos) no se cumpla. 


л A шә N 


OD 0 N © 


. Es claro de su definición que u ® v € E Vu, v € E, pues el producto de dos números positivos es 


también positivo. 


. Vu, v, WEE: (иФу) Фу = (uv) Фу = (uv)w = u(vw) = и© (vw) = ue (vo w). 


.VuvceE:ugv-—uv—vu-—vQu. 


. Sea 0g = 1 € E. Entonces V u € E: uG Og = иде = ul = u. 


. Siu € E, и> О, y por tanto 1/u > 0. Sea —и = 1/u. Entonces -u € Ey uS (—u) =u(1/u) = 1 = 


бк. 


Я Si А € R y u € E, entonces А © и = uò > 0 pues u > 0, es decir, AQu € E Vu, VA € R. 
. Si à\, ВєВуиєЕ, Ло (Вои) = Ао (uf) = (и8)^ = и? = (АВ) Фи. 

. V, € EA € R: AG (иФу) = Ао (uv) = (uv)? = ^v^ = (лои) Ф (АО у). 

. УА, BER, VueE: (4+8) Фи =u? = ии? = (лои) Ф (80u). 

10. 


1Ои=и! = и, Vue E. 


Como se verifican los diez axiomas de espacio vectorial de la definición 3.6, Е es un espacio уес- 
torial. Y 


» Ejemplo 3.10 (Espacio de matrices) Mn, el conjunto de matrices tamaño m x n, con la suma de 


matrices y el producto de un escalar por una matriz usuales, es un espacio vectorial.* 4 


5Cfr. página 9. 
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» Ejemplo 3.11 (Espacio de polinomios) SiP es el conjunto de polinomios, con la suma y el producto por 
un escalar usuales, P es un espacio vectorial; lo cual es fácil de probar y se deja de ejercicio al lector. < 


O Nota 3.5 


1. Observemos que en el ejemplo 3.9 no utilizamos la notación de poner una flecha encima de los 
vectores del espacio; pues las operaciones, como fueron definidas, involucraron el producto y la 
multiplicación de números reales positivos y el haber denotado a los elementos de esta manera 
podría haber causado confusión. En realidad, esto lo haremos cada vez que sea conveniente; así, 
por ejemplo, las matrices sólo las denotaremos con letras mayúsculas en lugar de emplear notación 
vectorial para el espacio Mx „. También, a partir del final de esta nota, abandonaremos la notacio- 
nes © y O para la suma de vectores y la multiplicación de un escalar por un vector y simplemente 
escribiremos ii 4- V, Aui en lugar de ii V y AO ii, respectivamente; pues el contexto de cada caso 
evitará cualquier confusión. 

2. El axioma 10 de la definición 3.6 es en apariencia una propiedad de la que se podría prescindir; ya 
que es una característica que a simple vista se cumple “siempre” de manera “natural”. Sin embargo, 
esta propiedad es imprescindible; pues existen casos en los que se pueden definir operaciones de 
suma de vectores y multiplicación con escalares que cumplen con los primeros 9 axiomas de la 
definición 3.6, pero no con el námero 10. Por ejemplo, si en IR" se define la suma de vectores 
en forma usual, pero el producto por un escalar como Лой = Ори, рага todo А Є К y para todo 
ii € IR", es evidente que se cumplen los 9 primeros axiomas de espacio vectorial pero по el décimo. 
También es claro que este último conjunto con esas operaciones no tiene trascendencia alguna 
como son los casos de las matrices y el propio espacio IR" con las operaciones usuales. Evitar 
casos triviales y de nulo interés en la práctica es la razón de ser del axioma 10 para el concepto de 
espacio vectorial. 


» Ejemplo 3.12 (Espacio de sucesiones) Sea R” = (ii = (an)„en | es una sucesión |; es decir, К“ es 
el conjunto de las sucesiones de números reales ii = (a,,42,...,dn,...). Con la suma de sucesiones y el 
producto de un escalar por una sucesión usuales; esto es, 


ө (disaj sense ) F (Ра Роа Dae) = (a, +b1,a2 +0,...,а, +Dp,...), 


e Alai larl = (Ма, №ә,...,М№аһ,...). 


R” es un espacio vectorial como fácilmente puede comprobar el lector. a 


Espacios de funciones 


. ez 


Definición 3.7 Sean A y B un par de conjuntos no vacíos. Una función f con dominio A y valores en 
B, es una regla que a cada elemento x de A le asigna un único elemento y = f(x) de B. Para denotar 
que f es una función con dominio A y valores en B escribiremos 


F:A—>B. 
La función o regla de asignación es f y no debe confundirse con el valor de ésta en x: y = f(x). En 


esta última notación, a y se le dice la variable dependiente o imagen de x bajo f, x es la variable 
independiente o argumento de la función f, y a B se le denomina contradominio de la función. 
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» Ejemplo 3.13 Sean A = R — (01, B = R y f,g : A — B las funciones definidas como 


ma |А] 
quee 
; = 1, six>0; 
(х) = —l, 81х< 0. 
Six cAyx»0, 
Xx х 
1 = E =1=1=89 
SixeAyx<0, 
XI —X 
fü) a —=-1=8(x) 


Luego f(x) = g(x) Vx € A, por tanto f = g.« 


> Ejemplo 3.14 Sea A = {х|х es elemento del grupo MA0084302), у f.g € F (A) las funciones 
f(x) = matrícula de x; g(x) = calificación de x en el primer examen parcial de la materia de álgebra 


lineal. Entonces, si la matrícula de Liliana es 447021, Liliana obtuvo 10 en el primer examen parcial, 
x= Liliana y A = .5: 


Cf 4- g)(x) = f(x) + g(x) = 447021 + 10 = 447031, 
(Ag)(x) = Ag(Liliana) = .5- 10 = 5. 


Es decir, la función f 4- es la regla que asigna la suma de la matrícula y la calificación del primer 
parcial a cada elemento de la clase de álgebra lineal. Mientras que la función Ag asigna a cada elemento 
de A el producto de А con su calificación del primer parcial. a 
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O Nota 3.6 Sean a, b un par de números reales, a < b y A = [a,b], y sea f : A — К una función. La 
letra f, en este caso, representa la regla de asociación entre los elementos x de A y los valores asignados 
y — f(x). Una ventaja que tienen las funciones de este tipo es que se pueden identificar con un ente 
geométrico que es la gráfica de dicha función. En la figura 3-16 se bosqueja (hipotéticamente) la gráfica 
de la función f, ella consiste en los pares ordenados (x, f (x)) con x € [a,b]; que al ubicarlos en el plano 
cuando x recorre el intervalo [a,b] forman la curva bosquejada en esta figura. Es conveniente que el 
lector tenga siempre presente, cuando trabaje con funciones de este tipo, identificar la función con su 
gráfica para fines de tener ideas concretas de la misma y no confundir el valor de la función f en x, que 
hemos representado como y = f(x), con la propia función f. 


JA Figura 3-16 ° La gráfica de una función se puede identificar con la propia función. 


Sean a, b números reales, con a < b y A = [a,b]. Sean f,g : A — R un par de funciones. Entonces 
la función f + g evaluada en x € A, es decir, (f + g)(x), se obtiene sumando los valores de f en x y g 
en x. Esto es,” (f -- g)(x) = f(x) + g(x). La gráfica de f + g se obtiene entonces sumando las “alturas” 
f(x) у g(x) en cada x € A y bosquejando el punto (x, f(x) + g(x)) como se muestra en la figura 3-17. 
Así podemos pensar, geométricamente, que la función f +g es la correspondiente curva mostrada en 
esta figura. 


 ——EH Figura 3-17 ° Las funciones f, g y f + g representadas por sus respectivas gráficas. 


7El lector debe tener mucho cuidado en no confundirse al pensar que (f -- g)(x) = f(x) + g(x) es “una distribución de un producto 
con la suma de números”; pues esta interpretación evidentemente no tiene sentido. 
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 ——H Figura 3-18 * Las funciones f y Af representadas por sus correspondientes gráficas. 


De manera análoga, si А es un número real y f : A — К, la función Af se evalúa, en cada x € A, mediante 
el producto de números reales Af (x). De esta forma la gráfica de la función Af se obtiene, a partir de la 
gráfica de la función f, multiplicando cada una de las “alturas” f(x) por A, en cada x € A, y bosquejando 
los puntos (x, Af (x)) como se ilustra en la figura 3-18. 


> Ejemplo 3.15 (Espacio de funciones) Si A es cualquier conjunto no vacío mostrar que .Z (A), jun- 
to con las operaciones dadas en la definición 3.9, es un espacio vectorial; el llamado espacio de las 


funciones con dominio A y valores reales. 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Claramente, de la definición de suma de funciones: 
FEEFA)=>f+2EF (А). 
2. Si f,g,h € F (А) y x es cualquier elemento de A, 
[f+ (8 - h)](x) = Л) + (g +A) (9) = f) + (а(х) +) = (/(х) +8(2)) Hha), 


así que? f+ (g +h) = (7+8) +h. 
3. Si f,g € F (A) y x € Aes cualquier elemento, tenemos 


(2+8) () = Л) +8(x) = в(х) + /(х) = e+ fe), 


y, por ende, f--g =g+*f. 
4. Sea9 : A — К la función en F (A), definida como 0(x) = 0 Vx € A. Entonces, para toda f € F (A) 
y para todo x € A: 


(7+0)(0) = f(x) +0(x) = f) +0 = f). 
por ende, f 4-0 — f. 
8 Aquí hemos utilizado los hechos de que f(x), g(x), h(x) son números reales y en éstos hay asociatividad. El lector debe notar 


que en el transcurso de esta demostración utilizaremos las propiedades de los námeros reales y que los valores de las funciones 
son también reales. 
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5. Si f € F (A), sea —f : A — К la función definida, para cada x € A, como (—f)(x) = — f(x). 
Entonces 


FOE = fo» * C-f)0) = Л) + (0) = ЈО) — f(x) =0=0(x), 


Vx € A; es decir, f + (—f) = 
6. Claramente, Af € .Z(A) Vf € Р? )y VA€R. 
7. Si A,B € R y f € F (A), para cada x € A, 


ALED = X(Bf)(x) = А(8/(х)) = (АВ) (А), 


de donde A(Bf) = (A8) f. 
8. VA ER, Yf,g € F (A) y para cada x € A: 


AC 9- а)](%) = MF +8) 60) = ACTO) + (ә) = Af (1) + Аг) = (AF + Ag)(9): 


es decir, A( f +g) =AF+Ag. 
9. Si à, B € R y f € F (A), para todo x € A, 


(AFEA = (^+ 8)fG9) = AfGQ) + BFE) = AF HBP), 


lo que implica (A+ B) f = Af 4- Bf. 
10. Si f € F (A), para todo x € A, 


es decir, 1/ = f. M 


(i) (ii) 


JA Figura 3-19 ° (i) El espacio vectorial .2 ([a,5]) consta de todas las funciones cuya gráfica está contenida en la 
franja (x, y) con x € [a,b] y y € R, es decir, la franja [a,b] x R. (ii) El neutro aditivo de este espacio, 0, es la función 
constante cero (0(x) = 0 Vx € [a, b]), cuya gráfica se encuentra en color rojo; y el inverso aditivo de una función f 
se encuentra reflejando su gráfica sobre el eje x. 


Cuando A = [a,b] es un intervalo, -F (A) es el conjunto de todas las funciones cuya gráfica está con- 
tenida en la franja [a,b] x R. En la figura 3-19(i) hemos bosquejado algunos de sus elementos. En la 
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misma figura 3-19(ii) ilustramos la interpretación geométrica del neutro aditivo 0, la función constante 
cero (en rojo) del espacio .2 (|a, b]). También en esta última figura hemos bosquejado el inverso aditivo 
para una función dada f; el cual se obtiene gráficamente reflejando sobre el eje x la gráfica de la función 
f. como el lector fácilmente puede comprobar por sí mismo recordando la interpretación dada en la 


figura 3-17 para la suma usual de funciones. 


O Nota 3.7 Cabe hacer notar que la demostración de que .Z (A) sea un espacio vectorial no depende 
de las características del conjunto A, sino del hecho de que sus elementos son funciones con valores en 
R y de que los números reales tienen estructura de espacio vectorial. Por ende, si sustituimos R por un 
espacio vectorial arbitrario, .2 (A) seguirá siendo un espacio vectorial. Lo mismo sucede si ponemos 


cualquier conjunto concreto en lugar de A. 


3.2.2 Propiedades elementales de los espacios vectoriales 


Como ya mencionamos al principio de esta sección, trabajaremos con un espacio vectorial abstracto para 
establecer propiedades que se infieran únicamente de los diez axiomas de espacio vectorial dados en la 
definición 3.6, y entonces estas deducciones serán válidas para cualquier espacio vectorial concreto. 
Llevaremos esto a cabo a través de lo que resta de este libro y no volveremos a hacer más énfasis en esta 


estrategia natural. Las primeras propiedades quedan establecidas en el siguiente teorema. 


Teorema 3.4 (Propiedades elementales de espacio vectorial) Sea E un espacio vectorial. Entonces: 


Jl; 


Z 


ear S fx XA am E» 


Ок es único. Es decir, sólo existe un elemento en E que al sumarlo con cualquier otro elemento 


del espacio da como resultado este último. 


—ii es único para cada ii € E. Esto es, cada elemento del espacio tiene exactamente un inverso 


aditivo. 

ПУ = и => У = W. A esta propiedad se le llama ley de cancelación. 
09 = Og para todo ii € Е. 

№е = дк VAER. 

(-1u--u Vue E. 

úu+ú=24 Vue E. 


Sin es un entero, U+ú+--- +4 —ni VucE. 
PUN T IR 
n 


Sio € R yi c E, entonces 


DEMOSTRACIÓN M1. Sea y € E tal que й+о = V ii € E, entoces y = Ок + р = бк; por tanto, y = Og. 


> > 


2. Siu c Ey u € E satisface d + i = Ов, entonces 


й = +08 = d + (Ñ+ (0) = (lp Ей) + (0) = Ög + (i) = i. 
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3. U+V = i+w => 
(=D+0 + = ((—и)+и)-++= 
Óg +7 == дв +w = 
y =. 


4. Oii = (0-++0) = Oii 4- Oii, y ya que 07 = Oii + Üg, tenemos 


Óg --0Z — Oii 4- Oi; 


> 


de la propiedad (3) se tiene Og = Ou. 

Абв = A(00g) = (A-0)0g = 00g = Og. 

ii 4- (—1)й = (1+ (-1))ii = 09 = бк, y dado que —ii es único, —1ii = —ii. 
ú+ú= (14-1) = 21. 


Análoga a la anterior. 


we e. sep бз A 


Se deja de ejercicio al lector. BI 


3.23 Subespacios vectoriales 


Aunque hemos visto varios ejemplos de espacios vectoriales, éstos han sido muy generales y, por lo 
mismo, demasiado “grandes” para ser útiles. En realidad, estaremos interesados en subconjuntos parti- 
culares de estos espacios que, junto con las mismas operaciones, sean también espacios vectoriales, a 
los cuales llamaremos subespacios vectoriales y a su estudio está dedicado este apartado. 


Definición 3.10 Sean E un espacio vectorial y S un subconjunto no vacío de E. S es un subespacio 
vectorial de E, o simplemente un subespacio de E, si S, con las mismas operaciones suma y produc- 
to por un escalar restringidas a los elementos de S, es también un espacio vectorial. Usaremos la 
notación S « E para indicar que S es un subespacio de E. 


Para probar que S « E, se debe mostrar que los elementos de S con la suma y el producto por un 
escalar definidos en E satisfacen los diez axiomas de la definición 3.6 de espacio vectorial; sin embargo, 
si reflexionamos un poco, vemos que las propiedades de asociatividad para la suma y el producto por 
un escalar, las de distributividad, conmutatividad y preservación de la escala son propiedades que se 
heredan de E; esto es, puesto que se cumplen para todos los elementos de E y 5 C E, también son 
válidas para todos los vectores de S. Luego, resta sólo probar que la suma y el producto por un escalar 
son operaciones cerradas en S, дЕ € S y que para cada ii € S, —u también pertenece a 5. Pero si la 


multiplicación por escalares es cerrada en S, ii € S > —ú = (—1)ú € S; también, dado que 5 4 0, y 
Он = Des se tiene que Ue € S. Con esto hemos demostrado el siguiente teorema. 


Teorema 3.5 Sea S un subconjunto de un espacio vectorial E. Para que S sea un subespacio vectorial 
de E es necesario y suficiente que se cumplan las siguientes tres condiciones: 


Jl; бис 
2. И+уУєЄ$\МИ,УЄ S. 
3. Au € S VA € R, Vu € S. 
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> Ejemplo 3.16 Es claro que si E es un espacio vectorial, entonces E y {06} son subespacios de Е. < 


O Nota 3.8 Es costumbre llamar a E y {06} los subespacios triviales del espacio vectorial E; y si 
S < E no es E, se dice que S es un subespacio propio de E. 


> Ejemplo 3.17 Sea 5 = (ii € R? |ii = (x,2x);x € R}. Entonces: 


1. др = (0,0) = (0,2-0) є S. 
2. Sii, Y € S, й = (x,2x), V = (у, 2у); así que 


ii 4- V = (х,2х) + (у,2у) = (x+y,2x+ 2y) = (х+у,2(х+у)) € S. 
3. SiAER y Y= (х,2х) € S, Ай = A(x,2x) = (Ax, Ах) = (Ах, 2(Ах)) € S. 
De 1,2 y 3, 5 < R2. Geométricamente, $ es la línea recta con pendiente 2 que pasa por el origen.« 


De hecho, toda línea recta que pasa por el origen es un subespacio de R?. Inversamente no es difícil 
probar, lo cual hará el lector en los ejercicios, que todo subespacio propio de R? es geométricamente 
una línea recta que pasa por el origen o el subespacio trivial { (0,0)}. 


» Ejemplo 3.18 Cualquier plano que contiene al origen y las líneas rectas que pasan por el mismo son 
subespacios de IR? (véase la figura 3-20). Más aún, los únicos subespacios no triviales de R°? son estos 
conjuntos. (Demuéstrelo.) «4 


A Figura 3-20 ° En un plano S que pasa por el origen, la suma de los vectores contenidos en él pertenece a este plano 
y la multiplicación de los vectores de este plano por escalares sigue perteneciendo a dicho plano. Así, un plano que 
pasa por el origen es un subespacio de R°. 


> Ejemplo 3.19 Sean а,Ь, с números reales dados y 5 = ((x,y,z) € R?|ax + by + cz = 0). Es decir, S 
es un plano que pasa por el origen con ecuación ax + by + cz = 0. 


1. Claramente (0,0,0) € S. 
2. Si (x1,y1,21),(%2,y2,22) € S, entonces axı + by, +czı = 0, axı + by2+cz2 = Оу 


(х1,у1,&1) + (0, y2,22) = (x1 + х,у Бу, +22); 
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luego, 


а(х + x3) + b(yi 4- ya) - c(zi +2) = axi + by, Бс Бах + Буз + cza 
= 040-20. 


Por tanto, (xi,y1,z1) + (32,y25,22) € S. 
3. Si A €R, уй = (х,у, zi) € S, А = (Ах, Аут, А); entonces 


а(Аху) + b(Ay1) c c(Azi) = A(axi +byı zi) 
zo. 


Por ende, Ай € S. 
De 1,2y3,5<R3. 


O Nota 3.9 Observe que un plano 5 que no pasa por el origen no es un subespacio de А, como se 
hace patente en la figura 3-21. 


JA Figura 3-21 ° En un plano S que no pasa por el origen Ör ¢ S, la suma de vectores contenidos en él no pertenece 
a este plano y la multiplicación de vectores de este plano por escalares tampoco pertenece necesariamente a dicho 
plano. Así, un plano que no pasa por el origen no es un subespacio de В. 


» Ejemplo 3.20 (Espacio solución, espacio nulo) 51А € Mx n, el conjunto, S, de vectores ¥ en R” que 
es solución del sistema homogéneo AX — Орт es un subespacio de IR", llamado el subespacio solución 
de dicho sistema o el espacio nulo de la matriz А. 


DEMOSTRACIÓN M1. AO» = Ор", por tanto, др" € S. 
2, Six: y ES, АХ= Der y Ay = Der, por tanto, А(Х+7) = АХ-Аў = (ш; Así, x+y ES. 
3. Si A € R y Z € S, AX = Орт. Entonces A(AX) = (AX) = Абр" = Ор», por ende, AYES. NI 
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JA Figura 3-22 ° Este espacio consta de todas las funciones cuyas gráficas pasan por el punto (1/2,0) y están conte- 
nidas en la franja [—1,1] x (—е, ә). 


» Ejemplo 3.21 (Espacio de polinomios de grado menor o igual a k). Sea P el espacio de polinomios 
del ejemplo 3.11 (pág. 133), y sean k un entero positivo y 


P, = {p € P| p tiene grado < К o es el polinomio constante сего}. 


Entonces, ya que por su definición contiene al cero de P, la suma de dos polinomios de grado a lo más k 
tiene grado menor o igual a k, y el producto de un polinomio en este conjunto por un escalar tiene grado 
igual a К o es el polinomio cero, P, < Р. 


> Ejemplo 3.22 Si E = {f : [—1,1] +R]| (1/2) = 0}, mostrar que, con la suma y el producto por un 
escalar usuales en las funciones, E es un espacio vectorial (véase la figura 3-22). 4 


DEMOSTRACIÓN MI En efecto, ya que E C 4 ([—1,1]) y éste es un espacio vectorial con las operaciones usuales, basta 
probar que E < F ([—1,1]). 


1. 0:[-1,1] > К, 0(x) =0 Vx € [-1, 1], en particular 0(1/2) = 0; por tanto 0 € S. 

2. Si f,g € E, f(1/2) «0, g(1/2) =0; luego (f --g)(1/2) = f(1/2) -- g(1/2) =0+0=0. Así que 
+5 ЄЕ. 

3. Si àA ER y f € E, entonces f(1/2) = 0 у (АУ) (1/2) = Af(1/2) = А :0 = 0; por tanto Af € E. 


De1,2y3,E< F ([-1,1)). M 


» Ejemplo 3.23 (Espacio de funciones continuas). Dado que la función cero es una función continua, 
la suma de funciones continuas y el producto de un escalar por una función continua dan como resultado 
también funciones continuas, se tiene que 


Cla,b] = (f : [a,b] — R| f es continua) 
es un subespacio vectorial de F ([a, b]); y por tanto, un espacio vectorial. 4 
» Ejemplo 3.24 De manera análoga, el lector puede probar que? 
C!la,b] = (f : [a,b] — R| f es derivable con continuidad en fa, b]) 


es un espacio vectorial con las operaciones usuales en el espacio de funciones. < 


ЭТ а continuidad y la derivabilidad en los extremos a y b se sobreentiende que es continuidad y derivabilidad por la derecha y por 
la izquierda, respectivamente. 


SECCIÓN 3.2 | Espacios vectoriales 143 


» Ejemplo 3.25 (Espacio de matrices simétricas). Sea M,, el espacio vectorial de las matrices cuadra- 
das de orden n con las operaciones usuales. Y sea S el subconjunto de matrices simétricas de tamaño 
n x n. Demostrar que 5 es un subespacio de Di, . 4 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Claramente la matriz cero de orden n es simétrica. 
2. Sean A,B € S, entonces A' — A y B' — B. Luego, por la tercera propiedad de las matrices (cfr. 
pág. 10), 


(А+ B) 2 A' -B' =A +B; 


por lo que A+B € S. 
3. SIA € Sy À € R, claramente (AA)! = AA'. Por tanto, ya que A Є S, 


(AA)! = АА! = AA; 
por lo que AA c S. 


De 1, 2 y 3 se concluye que $ es un subespacio vectorial de M,. WI 


3.24 Combinaciones lineales y subespacios generados 


Supongamos que tenemos un par de vectores no colineales i/ y Ven R? y se multiplican, respectivamente, 
por los escalares A y 8. El vector resultante, Au + PV, está en el plano que pasa por el origen y contiene 
a estos dos vectores; es decir, el plano que contiene a 0, ii, Y, el cual es un subespacio de IR? pues es un 
plano que pasa por el origen (cfr. ejemplos 3.18 y 3.19 pág. 140). Generalizamos a continuación esta 
idea. 


Definición 3.11 Si E es un espacio vectorial y ú¡,ú>,..., Uy; € E, a todo vector de la forma 
V = ай Ба +- -- J- ally, donde a4,45,. ..,ay ER, se le llama combinación lineal de ii, i, .. . , is. 


» Ejemplo 3.26 Determinar si el vector ú = (7,1,16) es combinación lineal de los vectores іў = 
(-1,2,2) y i = (3,—1,4).4 


Solución Veamos si es posible encontrar a,,a7 € R tales que # = aiii + a2ii5; esto es, 


(7, 1, 16) =i (—1,2,2) +a (3,—1,4) 
(—aı +3a2,2a;ı — ао, 2а +4a7). 


Entonces, se debe tener 


—a, + Заз = 


| 
E 


2а) = а = 1, 


2а + 4а 


І 
= 
D 
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Resolvamos este sistema: 


-1 3 7 sbo 3 7 
2 -1 E 0 5 15 
2 4 16 0 10 |30 

-1 3 T 
0 0 0 


por tanto, 


Con lo que ii sí es combinación lineal de iij y ii»: 
й = 2ii, 4 Зі). 


Comprobación: 


201 +3 %, = 2(-1,2,2) -3(8, —1,4) 
= (7,1,16) 
=й. Y 


DEMOSTRACIÓN Ш 1. Og = 0-7, +0- i+ +0: € S. 


2. Si i, V € S, entonces existen a,,42,...,dx,b1,b2,...,bj; € R tales que: 


и = ай + dolio 4 d adig, 
V = by, + bollo + brix. 
Luego, 
k k 
U+Y = \ аш; + Y рй, 
i=l i-l 


= (a +61) + (a +6) +++: + (ap + by) ús; 


de donde ii-- V € S. 
3. SIAER yi c S, entonces, para ciertos aj, i = 1,2,...,К, 


и = ай + ati + T ag. 
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Luego, 


Au em à (aiii + 42127 +: Бай) 
= Qayú; le (Ла) „екен (Лак); 


por lo que Ad € S. 
De 1, 2у3,5 «E. M 
Definición 3.12 (Subespacio generado por vectores) Sean Е un espacio vectorial y ú¡,%z,..., Ur 
vectores en E. Al subespacio vectorial de E,* de todas las combinaciones lineales de estos vectores, 
se le denota como 
gn (01,02, Son N73 


y se Пата el subespacio generado por los vectores ii, ii», . . . , Up. 


> Ejemplo 3.27 Sea el espacio vectorial S = gn(sen? x, cos? x), determinar si cos(2x) € 5.4 


Solución — cos(2x) = cos? x — sen? x = (1) cos? х + (—1)sen?x. Por tanto, cos2x € 5. v 


> Ejemplo 3.28 ¿21? — 3x - 1 € gn(2,1 —x,32)2«« 
Solución Encontremos a,,a5,a3 € R tales que 
a :2+a2(1-x)+a3() = 2x2 - 3x4 1. 


Entonces, al reducir, 
(2a, + a2) — аох+ аз? = 2x? — 3x -- 1. 


Y puesto que dos polinomios son iguales si los coeficientes de las mismas potencias de x son iguales,'* 


se tiene 
2a +a = 1, 
—d2 = —3, 
ü ж= 2! 


de donde a, = —1,az = 3,аз = 2. Por tanto, 232 — 3x + 1 € gn(2,1 —x,32). v 


» Ejemplo 3.29 Determinar qué subespacio de las matrices cuadradas de orden 2 es 
е 1 0 0 1 0 0 4 
оер a 41 4 


10Рог el teorema 3.6 este conjunto es efectivamente un subespacio vectorial. 


1 Dos polinomios р(х) = У" ак^ y q(x) = У „Рух! son iguales si a, = b; para cada k=0,1,..., m. 
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Solución Toda matriz en este subespacio tiene la forma 


1 0 0 1 0 0 a C 
alo о |е о o |а о ТЕЕ ; |. ecden. 
que es una matriz simétrica. Es fácil probar que, inversamente, toda matriz simétrica 2 x 2 es de esta for- 


ma (pruébelo). Luego, el espacio generado por estas matrices es el subespacio de las matrices simétricas 
cuadradas de orden 2 (cfr. ejemplo 3.25). Y 


» Ejemplo 3.30 En P, el espacio de polinomios, si 5 = gn(1,x,32,x?), entonces 5 = Рз (polinomios de 
grado a lo más tres y el polinomio constante cero); pues todo elemento de P5 tiene la forma 


ao +ax+ayé + аза? =а0-1-а| barda ES, 


para ciertos a; € К, i =0,1,2,3.4 


Espacio fila y espacio columna de una matriz 


Definición 3.13 Si A € Mn xn, se define el espacio fila de A como el subespacio de IR" generado por 
las m-filas de A; y al subespacio de IR", generado por las n-columnas de A, se le llama el espacio 
columna de A. Al espacio fila y al espacio columna se les denotará, en este libro, como Е (А) y 
Е, (А), respectivamente. 


3 -120 
> Ejemplo 3.31 Si | 2 —1 3 4 | € Maxa, 
0 1 2.3 


E,(A) = gn((3,—1,2,0), (2, —1,3,4), (0, 1,2,3)), 
E.(A) = gn((3,2,0), (—1, —1,1)(2,3,2), (0,4,3)) .« 


Teorema 3.7 Sea A € Mx, entonces b € E¿(A) = el sistema АХ = b tiene solución. 


DEMOSTRACIÓN M Supongamos que 


a а) Un 

d21 422 Mn 
A= : 

Ami Am  *** mn 


Entonces b € E¿(A) si y sólo si existen x1,x2,...,Xn € Е tales que 


а] а12 |n 
a» 422 An 


Ami Am2 атп 
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y la última igualdad se da si y sólo si! 


aii a» Ut Ain ХІ 

> a21 a22 VOS An X2 

b = $ E] 
аһ 1 Am2 Amn Xn 


es decir, si y sólo si el sistema Ах = b tiene solución. W 


Criterio para determinar si un vector en R” es combinación lineal de otros vectores 


Podemos utilizar el teorema 3.7 para determinar si un vector dado, b, es combinación lineal de los vec- 
tores 141,12, ..., uy en IR" (lo cual equivale a que b pertenezca al subespacio generado por estos vectores) 


de la siguiente manera: 


1. Se forma la matriz cuyas columnas son los vectores iij, ii», . . . , liy. 


2. Se resuelve el sistema AX = b (por el método de Gauss, de preferencia). 


3. Si este sistema tiene solución # = (a1 s... 4), entonces Ë pertenece al subespacio generado рог. 
los vectores ii; (es combinación lineal de ellos), y además. 


4. 


» Ejemplo 3.32 Determinar si b= (2,6,1) pertenece al espacio generado por ii = (1,2,3), 0 = 
(—2, —5,2), из = (1,2, — 1). En caso afirmativo, hallar ај, а2,аз, tales que b = ай + а +азіз. 


Solución — Resolvamos el sistema 
] —2 1 X] 2 
2 —5 2 Ж [| m4 6 
3 2 —1 X3 1 
por el método de Gauss: 
1 -2 E 2 1 -2 1 2 1 -2 1 2 
2 —5 216 |=| 0 -1 0 2 |=|0 -1 0 2 
3 2 —1.1 0 8 —4 | —5 0 O —4 11 
Como el sistema es consistente, be gn(V1, V5, V3) y, al hacer sustitución regresiva, аз = — 11/4, a» = —2, 


ау = 3/4; esto es, 
b = (3/4) —2i5 +(-11/4)%3. v 


12Cfr. (1.5) del ejemplo 1.15, de la página 12. 
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Generadores de un espacio 


Definición 3.14 Sean E un espacio vectorial y iij ,ii»,..., ij, € E. Los vectores iij, Un, ..., iij generan 
a E si todo elemento de E es combinación lineal de estos vectores; i.e., E = gn(iij, ii, ... N73 En tal 
caso, se dice que los vectores ii; forman un conjunto de generadores para este espacio vectorial. 


» Ejemplo 3.33 Sea 


7—1 
о 8 


: | € M cualquier matriz. Entonces 
Luego 


» Ejemplo 3.34 (Generadores del espacio Mx). En general, si Mx, es el espacio vectorial de las 
matrices de tamaño m x n, entonces las mn matrices definidas en este espacio como Mag = [mi yl. 1< 
а< т,1 € B < n, donde 


Т diris, Sp, 
mij = 
O en otro caso; 


0. 1-9 
ооо 
es fácil de probar y se deja como ejercicio al lector. < 


(por ejemplo Мх = | en las matrices de tamaño 2 x 3) generan al espacio? Max. Lo cual 


» Ejemplo 3.35 Sean los vectores е; del espacio R” definidos como 


ОО 
—— 


n 


para i = 1,2,...,n. Entonces, si  — (x1,x2,...,Xn) € IR", se tiene 
И = x161 o - Xo€2 +:** хле. 
Así que los vectores ё;, i = 1,2,...,n, generan a R”; esto es, 
К" = gn(éi,&,...,6&). 


Por ejemplo, si п = 3, R? = gn ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)).« 


13De aquí en adelante supondremos que los espacios con los que se trabaje en este libro estarán dotados de las operaciones usuales 
que hemos definido en cada caso, a menos que se especifique lo contrario. 
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Criterios para que k vectores en R” generen a R” 


Supongamos que se tienen п vectores ii; de IR". Sabemos por el teorema 3.7, o del criterio que después 
de él se da (cfr. pág. 147), que todo vector b € R” es combinación lineal de los vectores ii; si y sólo si 
el sistema AX — b, donde A es la matriz cuyas columnas son los vectores dj, tiene solución para todo 
b € R^. Pero, por el teorema 2.3 de la sección 2.1.2 (cfr. pág. 67), el sistema Ax — b tiene solución para 
todo È si y sólo si la matriz A es invertible.** Con esto hemos probado el siguiente teorema. 


Teorema 3.8 n-vectores de К" generan a К" si y sólo si la matriz que tiene a estos vectores como 
columnas es invertible. 


> Ejemplo 3.36 Determinar si los vectores (1,—2,3), (2, —1,4) у (—1,1,0) generan a R?.« 


Solución Рог el teorema anterior, tres vectores generan a IR? si у sólo si la matriz que tiene a éstos 
como columnas es invertible; pero sabemos que una matriz es invertible si y sólo si es equivalente a 
la identidad (cfr. teorema 2.3, pág. 67). Llevemos esta matriz a la forma escalonada, por el método de 
Gauss, para ver si es o no equivalente a la identidad: 


1 2 =l 1 2 =l 

A= =2. =1 1 |» р 0 3z £j 

3 4 0 0 -2 3 
L.X 1 
—.|03 -1 
0 0 7 


Dado que la última matriz tiene pivote en todas las columnas, se sigue que А es equivalente a la identidad. 
Luego los vectores (1,—2,3), (2,—1,4) у (—1,1,0) generan a R?. Y 


Supongamos ahora que tenemos k vectores en IR" con k < n (por ejemplo tres vectores en IR^). Para 
que estos vectores generen a IR", por el criterio de la página 148, es necesario y suficiente que el sistema 
Ax-b tenga solución para todo be R”, donde A es la matriz que tiene como columnas a estos vectores. 
Sin embargo, al llevar A a su forma escalonada reducida, puesto que k « n, la última fila de esta forma 
escalonada reducida tiene necesariamente todas sus componentes nulas (piense por ejemplo, para fijar 
ideas, en una matriz 3 x 2). Sea F; la fila de la matriz A que se transformó en la última fila nula de la 


E i 

forma escalonada reducida de la matriz A; tomemos el vector b — (0,...,0,1,0,...,0) € R", entonces el 
sistema AX = b será inconsistente. Luego b no puede ser combinación lineal de los vectores columna de 
A. Así que dichos vectores no generan a IR". Con esta discusión hemos probado el siguiente teorema. 


Teorema 3.9 k vectores en IR", con К < n, no generan a IR". 


» Ejemplo 3.37 Los vectores (1,2, — 1,4), (—1,2, 1,0), (0, 1,3, 1) no generan a R^.« 


V Recuerde que, a su vez, una matriz es invertible si y sólo si es equivalente a la identidad. 
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Tenemos un tercero y último caso para que k vectores generen a IR" cuando k > n. Nuevamente, estos 
vectores generan este espacio si y sólo si el sistema AX = b tiene solución para todo b € R”, donde A, 
como antes, es la matriz que tiene por columnas a dichos vectores. Pensemos en la forma escalonada 
reducida, H, de A y supongamos que tiene n pivotes (por tanto, cualquier forma escalonada equivalente 
a A tendrá también n pivotes). Entonces, puesto que k > n, esta forma escalonada no puede tener filas 
nulas; de aquí que el sistema Ax = b es consistente para todo b. Además, dicho sistema tiene por tanto 
k — n variables libres (las columnas donde no hay pivote) independientemente del vector b, y dado que 
pueden tomar cualquier valor, en particular podemos elegir que todas sean cero. Por ende, todo vector b 
es combinación lineal de los vectores columna de la matriz A que corresponden a columnas con pivote!? 
en H. Es decir, IR" está generado por los vectores columna de A que correspondan a columnas con pivote 
en cualquier forma escalonada equivalente a la matriz A. Por otra parte, si una forma escalonada (y, por 
tanto, cualquier otra forma escalonada U ~ A) equivalente а la matriz A no tiene л pivotes, entonces, 
dado que k > n (piense por ejemplo en una matriz 3 x 4), esta forma escalonada equivalente tiene por lo 
menos una fila nula; y por el mismo argumento dado en las demostraciones de los teoremas 3.8 y 3.9, el 
sistema AX = b es inconsistente para ciertos vectores b, por lo que los vectores columna de A no generan 
a IR". Hemos probado así el siguiente teorema. 


Teorema 3.10 k-vectores de К", con К > n, generan a К" si y sólo si una forma escalonada equiva- 
lente de la matriz A, cuyas columnas son estos vectores, tiene n pivotes.** Si éste es el caso, podemos 
suprimir aquellos vectores de A que correspondan a columnas de la forma escalonada que no tengan 
pivote; los vectores restantes generarán a К". 


» Ejemplo 3.38 Sean i, = (1,2,0), V2 = (1, 1,1), % = (1,4, —2), V4 = (2,3,2). 


1. Determinar si los vectores V1, V2, V3, V4 generan a R^. 


2. En caso afirmativo, reducir a un mínimo el número de generadores. < 


Solución 1. Formamos la matriz que tiene como columnas a estos vectores y la llevamos а la forma 


escalonada: 
1 1 1 2 1 1 i 2 1 Ld 2 
ЖЕ! 4 3|=| 0 —1 2 -1|=|0 -1 2 —1 
0 1 2 2 0 1 -2 2 0 0 0 1 


Como hay tres pivotes, V1, V2, Уз, V4 generan a R?. 


2. De la matriz original, excluimos el vector columna que corresponde en la forma escalonada a la 
columna que no tiene pivote. Por tanto, R? = gn(Vi,Vo,V4). Y 


15Por ejemplo, si las últimas k — n variables son libres y ii; son los n primeros vectores columna de A, en este caso se tendría 
kon 


е —— 
b = Y; xiii; = AX, donde ¥ = (x1,X2,...,Xn»0,...,0) es la solución de este sistema para las variables libres que hemos elegido. 


l6Recuerde que todas las matrices en forma escalonada equivalentes а la matriz A tienen el mismo número de pivotes y que éstos 
se encuentran en las mismas posiciones (cfr. nota 1.5, pág. 29). 
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3.3 Dependencia e independencia lineal 


Un concepto clave, estrechamente relacionado con el de combinación lineal, es el de dependencia e 
independencia lineal de vectores. En la figura 3-23 tenemos tres casos en el plano cartesiano. En (a), un 
vector es múltiplo escalar del otro y, por tanto, combinación lineal del primero. En (b) ningún vector se 
puede escribir como combinación lineal del otro. Y en (c) ў = ой + Bv; es decir, uno de los vectores 
es combinación lineal de los otros. Se dice entonces que los vectores en (a) y (c) son linealmente 
dependientes, mientras que en (b) son linealmente independientes. 


= 
= 
= 


(a) (b) 


A Figura 3-23 * Tres casos representativos de dependencia lineal en R?: (a) vectores linealmente dependientes; 
(b) vectores linealmente independientes, y (c) vectores linealmente dependientes. 


Generalizamos el concepto de dependencia e independencia lineal a cualquier espacio vectorial en 
la siguiente definición: 


Cd 


Definición 3.15 Sean E un espacio vectorial y iij, ii», . . . uy, k vectores en E. Se dice que estos vecto- 
res son linealmente dependientes (L.D.) si uno de ellos es combinación lineal de los otros. En caso 
contrario diremos que los vectores son linealmente independientes (L.1.).*” 


Supongamos que los vectores t; € E, i = 1,2,...,k, son linealmente dependientes. Entonces uno de ellos 
es combinación lineal de los otros, digamos иу. Por tanto, existen escalares œj tales que 


ii; = oni + d od adi d 041041 + + ogg; 
de aquí que 
ой t + ailj- + (1) i; Бой +: Бокій = Og 
y uno, por lo menos, de los coeficientes de los i/; es distinto de cero (específicamente el coeficiente de 1; 
que es — 1). Inversamente, supongamos que existen escalares о;, j =1,2,...k, con uno de ellos distinto 
de cero, tales que 


arli +- oj 181 + Qili ойна + + ой = Og. 


17 Abreviaremos linealmente independientes como L.I. y linealmente dependientes como L.D. a lo largo de todo este libro. 
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Digamos que а; es uno de estos coeficientes no nulos; entonces 
й = — (опо) iy — ++ — (01/05) 1 — (о/о) й: — (о/о) i. 
Luego й; es combinación lineal de los restantes vectores; por tanto, son vectores linealmente depen- 


dientes. Con esta discusión hemos hecho patente la demostración del siguiente teorema que establece 
condiciones equivalentes muy ütiles para dependencia e independencia lineal. 


O Nota 3.10 
1. Observe que si los vectores и, i = 1,2,...,k, son L.I., entonces cualquier subconjunto no vacío de 
ellos es también L.I. 


2. Los vectores iij, i = 1,2,..., k, son L.D. si y sólo si hay un subconjunto de ellos que es L.D. 
3. Si alguno de los vectores и, i = 1,2,...,k, es el vector neutro aditivo del espacio, Du. entonces 
estos vectores son L.D.; en particular, cuando k = 1, i es L.I. si y sólo si ú Æ Or. 


» Ejemplo 3.39 ¿Son los vectores Y, = (1,2,3,1), v? = (2,2,1,3) y ўз = (—1,2,7,—3) linealmente 
dependientes o linealmente independientes? «4 


Solución Si 0:1,07,03 € R y Ж + 002% + озӯз = Ора, entonces 


(ол + 200 — 03,201 4-202 -- 203,30: + оз +703,01 + Зод — 303) = (0,0,0,0), 


que equivale al sistema 
Qu +20 — Q3 = 0 
201 +20 +203 = 0 
301 +0, -- 703 zu 
ү Зо» == 303 zx 


Resolvamos ahora este sistema homogéneo: 


EX ded E M ll HA a NS 
e DA ф =з A Oo Yo id 23 
34 71" ]ü <= ЕЛКЕ ЖАШЛА Ж 0 
(13 -3] [0-1 2 0-1 2| оо 0 
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Qu —3r 
Por tanto | оо | = 2r | r€ R; es decir, el sistema tiene solución no trivial; así, por ejemplo, con 
Оз r 


r=1, 39 +2% +7 =0. Luego ў, V2, V3 son linealmente dependientes. Y 


» Ejemplo 3.40 Determinar si x? — 1,3? + 1,4x,2x — 3 son linealmente dependientes o linealmente 
independientes en el espacio de los polinomios. < 


Solución Si 


ar(2—-1) -- oo (x? +1) +оз(4х) +04(2x—3) = 0, 
entonces 
(ол + од)? + (403 +204)x— 01 + аз – 304 = 0. 
De donde obtenemos el sistema homogéneo 


оа +оо = 0 
Даз 4-204 = 0 


—oa, +оо – Зод = 0. 


Llevemos а forma escalonada Іа matriz de coeficientes: 


110 0 110 0 110 0 
004 2]|5|002 l1 ре | 0.2 Q9 =3 
=1 1 0. =3 0 2 9. = 0-.0. 2 1 
El sistema tiene infinidad de soluciones dadas por 

а] —3/2 —3s 

о |, al. 3s 

Q3 B —1/2 B =5 

ол 0 25 


En particular, tiene soluciones no triviales, y por ende los polinomios son linealmente dependientes. Y 


» Ejemplo 3.41 ¿Son las matrices | : | | | í : | | : | | L.I. о L.D. en el espacio de las 


matrices simétricas? 


Solución  Resolvamos el sistema 
que equivale a 


de donde o, = оо = оз = 0. Luego estas matrices son L.I. Y 
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> Ejemplo 3.42 Determinar si las funciones f,(x) = 1, Р(х) = ху f(x) = х2 son LI. o L.D. en el 
espacio de funciones .2 (—оо,со) (las funciones con dominio en el intervalo (—>o,0o)). 4 


Solución Sean 0,052,035 € R tales que 
04 fi +09 -- 05 f = 0. 
Entonces tenemos 
ai Бох + оз? =0 VxeR. 
En particular, para x = 0, x = 1 ух = – 1; por lo que 


ор = 0, 


Qo T O3 = 0, 


-o +03 = 0; 


de donde o, = o» = оз = 0. Por tanto, fi, f2, f; son L.I. en este espacio. Y 


> Ejemplo 3.43 Determinar si las funciones fı y f» son linealmente dependientes o independientes 
en el espacio C [— 1, 1] (el espacio de funciones continuas en el intervalo [— 1, 1]; cfr. el ejemplo 3.23), 


donde 


0 s —1<x<0 
ROBA a 0<х<1 


T x) s —1<x<0 
BM) Gr oel 


Las gráficas de estas funciones se encuentran en la figura 3-24.4 


A 


—1 i —1 1 
JA Figura 3-24 ° Un par de funciones continuas linealmente independientes. 


Solución Nuevamente, si o; fı + оо» = 0, donde 0 es la función constante cero (el neutro aditivo de 


este espacio), entonces 


a fi(x) + ол р(х) 20(x) =0 хє [- 1, 1]. 
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En particular si x — — 1, se tiene 


01:04-05:10; 


у= 


а: 1+002 :0 = 0. 


De donde o, = ол = О; por tanto fj y f» son LI. Y 


» Ejemplo 3.44 (El wronskiano). Sea J un intervalo abierto y supongamos que fi, f,...., fn son fun- 
ciones L.D. en el espacio F (J) y que todas estas funciones tienen derivada hasta el orden n — 1 en todo 
punto de J, entonces existen constantes 0,02,...,0 € R con una de ellas, al menos, distinta de cero, 
tales que 


oa fi(x) + oa р(х) +: Бо}, (х) =0Vx EJ. 


Así, para todo x € J, 


af) + mf) +" + oL) = 0 
аЛ + oix) +“ + ox) = 0 
| | | | | | (3.12) 
af) + me la) + + ox f (x) = 0, 
Es decir, 
f(x) f(x) fa (x) o 0 
fre) f(x) f(x) az 0 
fg) fe AO LA] LO 


Como una de las о; Z 0, el sistema homogéneo (3.12) tiene solución no trivial y entonces, para todo 
хеч, 

AQ) Б) ce fW) 

fio) Bb) ce fo) " 


fro) а e f) 


A] determinante del lado izquierdo de la precedente igualdad se le llama el wronskiano de las funciones 
fi hs... fa y se le denota рог W(fi,fo,.... f,)(x). Así, hemos probado que si las funciones son 
linealmente dependientes en J, es decir, F (J) para ser precisos, el wronskiano es сего en todo punto 
del intervalo J. Luego, si existe xy € J tal que W (fi, f». ..., f.) (xo) Æ 0, entonces las funciones son L.I. 
Sin embargo, si W (fi, f», ..., f, )(x) = О para todo x € J, las funciones no son necesariamente L.I. en J 
como lo hace patente el ejemplo 3.43.4 


» Ejemplo 3.45 Los polinomios 1,x,...,x*, son L.I. en el espacio de polinomios. En efecto, si œ; € IR 
son tales que 5 aix! = 0, entonces, por igualdad’? de polinomios, se tiene a; =0Vi=1,2,...,k.4 


18Cfr. la nota al pie 11 de la página 145 y el ejemplo 3.28. En este caso, el polinomio constante 0 se puede escribir como Ora. 
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3.3.1 Criterios de independencia lineal en R” 


Sean ii, i = 1,2,...,k, vectores en R”; estos vectores son L.D. si y sólo si el sistema 
xıl + X2U2 ++ d xiii = Ова 


tiene soluciones no triviales. Esto es, si el sistema homogéneo 


Ax — 0, 
donde A es la matriz que tiene como columnas а los vectores z;, tiene soluciones no triviales. Del 
teorema 1.6 (cfr. pág. 32) sabemos que si k — n, este sistema tiene soluciones no triviales si y sólo si 
la matriz es no invertible. Y del mismo teorema sabemos que si k > n (tenemos entonces un sistema 
con más variables que ecuaciones), el sistema homogéneo tiene soluciones no triviales. Con esto hemos 
probado el siguiente teorema. 


Teorema 3.12 (Criterios para que К vectores de К" sean L.I. o L.D.) Sean ii, i», ..., tig, К vectores 
en R" y A la matriz que tiene como columnas a estos vectores. Entonces: 


1. Los vectores son L.I. si y sólo si el sistema AX = О tiene únicamente la solución trivial. 
2. Los vectores son L.D. si y sólo si el sistema AX = О tiene soluciones no triviales. 
3 ES 


(a) los vectores son L.I. si y sólo si A es invertible. 
(b) los vectores son L.D. si y sólo si A no es invertible. 


4. Sik >n los vectores son L.D. 


» Ejemplo 3.46 Determinar si los vectores dados son L.I. o L.D. en R*: 


t 0 ре, 8,0, 
AAA (5, 3550. 

50:913 OLD, (171509): (91:508. (1,0,0,4): 
& (10,1,0). (2, 11,1 (22,5,1,3),(23:0,0 1)o«4 


Solución 1. Resolvamos el sistema homogéneo AX = 0, donde A es la matriz que tiene como columnas 
a estos vectores. 


ї -i 3 ї osi à i sd. 33 
=: 4.3 0-2 € 0 1 -4 
ex d 21" |9 2-101 LO 2 10 
2 33 D 3. 8 б 3.5 
NET 3 ї = 3 

Ü d 0 d a 

Taur e. 21/90 + 4 

0 0 7 0 0 0 


De donde el sistema sólo tiene la solución trivial, por lo que los vectores son L.I. 
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2. Resolvamos el sistema homogéneo AX = 0, donde A es la matriz que tiene como columnas a estos 


vectores. 

1] -1 3 1 -1 5 1 -1 5 
—2 0 —4 " 0 -2 6 Е 0 1 —3 
—3 1 —9 0 —2 6 0 —2 —6 
2 1 0 3 —9 0 3 —9 

1 —1 5 

o 0 1 -3 

0 0 0 

0 0 0 


X1 —2r 
X5 | 3r 
X3 p 


Por tanto tiene soluciones no triviales, así que los vectores son L.D.; una solución es, por ejemplo, 
(x1,X2,X3) = (—2,3,1), que se obtiene al hacer r = 1. 


(Comprobación: 2(1, —2, —3,2) -3(—1,0, 1, 1) + (5,—4, —9, 1) = (0,0,0,0).) 


3. En este caso tenemos 5 vectores en R*, por el teorema 3.12 son L.D. (k > n). 


4. En este caso tenemos 4 vectores en IR^, y serán L.I. si y sólo si la matriz A, que tiene de columnas 
a estos vectores, es invertible. Llevemos esta matriz a la forma escalonada: 


l|] oo L er eg 
"LLLI 
г d i1 € =i. 3 3 
0 1 3 1 D T 5-1 
LL E A г Her 

o 1 d» 0 Е Top 
"I5 d 2 зу 0 2 3 
0 0 4 1 йб 0 d 4 


Dado que toda columna tiene pivote en la última matriz equivalente, se sigue que A es equivalente 
а la identidad y, por tanto, es invertible; luego los vectores son L.I. Y 


Como mencionamos anteriormente, y el lector seguramente ya lo notó, los conceptos de indepen- 
dencia lineal y combinaciones lineales están estrechamente relacionados. En IR" esta relación se hace 
aún más patente por la herramienta que proveen las técnicas matriciales y la teoría de sistemas lineales 
que estudiamos en el capítulo 1. Por el teorema 3.8 (cfr. pág. 149), n vectores de IR" generan a IR" si y 
sólo si la matriz que tiene por columnas a estos vectores es invertible; a su vez, por el teorema 3.12 (cfr. 
pág. 156), esta matriz es invertible si y sólo si los n vectores son L.I. Hemos probado así el siguiente teo- 
rema que relaciona los conceptos de independencia lineal у el número de generadores para el espacio R”. 
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Teorema 3.13 Sean 1ú¡,1d2,...,ú,, n vectores de К" y A la matriz que tiene por columnas a estos 
vectores, entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

Jl; iij, iio, sac us son L.I. 

2. ii, lio, ..., d, generan a №". 

3. A es invertible.*? 


» Ejemplo 3.47 
1. En el ejemplo 3.46 vimos que la matriz que tiene por columnas los vectores (1,0, 1,0), (2,—1,1,1), 
(2, 1,1,3), (—3,0,0,1) de Rf es equivalente a la identidad y, por ende, es invertible; así que estos 
vectores son L.I. y generan a R*. 
2. Sean (1,0,1), (—2, 1,1) y (—4,3,5); llevemos la matriz A, que tiene por columnas a estos vectores, 
a la forma escalonada: 


E AE M m | eX wd 
0 1 Эро 1 Зір. 1 3 
1 1 5 о з 9 о о 0 


Puesto que la última columna en la última matriz equivalente по tiene pivote, la matriz A no es equiva- 
lente a la identidad y, por tanto, no es invertible; así que estos vectores no generan a IR? y son L.D.< 


3.4 Bases y dimensión 


En la sección anterior vimos cómo espacios vectoriales pueden ser generados por ciertos conjuntos 
de vectores; es decir, que todo elemento de estos espacios se puede escribir como una combinación 
lineal de los vectores de esos conjuntos generadores. También ilustramos, con algunos casos, cómo es 
posible reducir a un mínimo los generadores (cfr. ejemplo 3.38 y teorema 3.10). El tema de minimizar el 
conjunto de generadores está relacionado con la independencia lineal de los vectores y con el concepto, 
que estudiaremos en la presente sección, de bases de espacios vectoriales. 


3.4.1 Definiciones y ejemplos 


Comenzamos extendiendo el concepto de dependencia e independencia lineal a cualquier subconjunto 
de vectores, aun si tiene una infinidad de elementos. 


Definición 3.16 Sea E un espacio vectorial y S C E. 


1. S es linealmente independiente (L.I.), si los vectores de todo subconjunto finito de S son 
linealmente independientes en el sentido de la definición?” 3.15. 

2. S es linealmente dependiente (L.D.) si contiene (al menos) un subconjunto finito de vectores 
linealmente dependientes en el sentido de la definición 3.15. 


Recuerde que una matriz es invertible si y sólo si es equivalente por filas a la identidad; y que para mostrar que una matriz es 
equivalente a la identidad basta llevarla, por el método de Gauss, a la forma escalonada y verificar que toda columna (y por ende 
toda fila) tenga pivote. 


20Cfr. página 151. 
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» Ejemplo 3.48 En P, el espacio de polinomios, sea 
Sq DL acus. 
S, es L.I., mientras que 
Sami dl Vu 


es L.D. En efecto, sea А un subconjunto finito de $;; entonces los elementos de A tienen la forma (dado 
que A es finito) x", para k enteros m;, i = 1,2,...,К, con 0 < m, <m,<--- < my; luego estos vectores 
forman parte de los vectores 1,x,...,x",...,x”* que son L.I. (cfr. el ejemplo 3.45); por tanto, los poli- 
nomios en A son también L.I. (cfr. la nota 3.10, pág. 152). Es decir, todo subconjunto finito de 5 es L.I.; 
por tanto S, es L.I. En cuanto a 52, los polinomios x y 2x son claramente L.D.; por tanto $5 es L.D.« 


Definición 3.17 Sean E un espacio vectorial y S C E. Se dice que S genera a E si todo elemento de E 
es combinación lineal de elementos de S; es decir, para cada ii € E existen S1,...,Sx € S y escalares 
а\,...,ак tales que И = ау +: Бад. 


> Ejemplo 3.49 5 = {1,х,22,...,х",...} genera a P. Pues claramente todo polinomio de este espacio 
tiene la forma ao: 1 -- a2: X ---- +ак xk 


Definición 3.18 (Bases) Si E es un espacio vectorial y Z C E, Z es una base de E si: 


Jl. 82 s LUE 
2. B genera a E. 


» Ejemplo 3.50 (Base canónica de IR"). En IR" sean los vectores 
E i 
e=(0i:0 0,100. 0) 
a a 
n 
i= 12, Entonces 
4 = (£85... 8) 
es una base (la llamada base canónica o estándar) de IR"; pues la matriz que tiene por columnas a estos 


vectores es la identidad n x n que es invertible, y por el teorema 3.13 los vectores generan a IR" y son 
Г.І. 


> Ejemplo 3.51 (Base de P). En P, Z = {1, х, х2, х?,...,л",... } es una base. Pues en el ejemplo 3.48 
vimos que este conjunto es L.I., y en el ejemplo 3.49 mostramos que este conjunto genera аР. < 


» Ejemplo 3.52 (Base de P4). En Pz, el espacio de polinomios de grado a lo más К, 
SIL ul 


es una base. Pues en el ejemplo 3.45 probamos que este conjunto es L.I. y claramente todo polinomio 
de P, es de la forma т ахі. 
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» Ejemplo 3.53 (Base de Mx). Sean las matrices Mag = [m;;] de tamaño m x n definidas en el 
ejemplo 3.34; es decir, 


1 sii=a,PB=j, 
т = 
ld O en otro caso. 


Entonces, si A = [а] € Minxn, es claro que? 


А = x aagMag (3.13) 
1<a<m 
1<8<п 
lo cual entraña que las mn matrices Mag generan a Mx». Por otra parte, si el lado derecho de (3.13) 
se iguala a la matriz cero m x n, entonces (por definición de la igualdad de matrices) se obtiene que las 
constantes aag = 0, Va, p; es decir, las matrices Mag también son L.I. De esta manera las mn matrices 
Mag forman una base para el espacio M,,,x „. Por ejemplo, en 913,2, 


1.0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
A 0 0.1.19. 4 1,11 0110 11,10.01,10. 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
es una base. « 


Enunciamos el siguiente teorema, cuya demostración es delicada y la postergamos al apéndice C. 
Invitamos al lector a que la consulte, pues contiene una construcción muy interesante que se utiliza con 
frecuencia en matemáticas para probar diversos teoremas de existencia y que depende de un principio 
muy básico y fundamental que es el llamado lema de Zorn. 


Teorema 3.14 (Existencia de bases) Sea E un espacio vectorial. Entonces E posee una base; es 
decir, existe Z C E L.I. tal que todo vector del espacio E es combinación lineal de elementos de £4. 


3.4.2 Dimensión, extracción de bases y compleción de un conjunto 1.1. a una base 


Hemos visto varios ejemplos de espacios vectoriales que se pueden generar mediante combinaciones 
lineales de elementos de ciertos subconjuntos de esos espacios. La idea central es optimizar el número 
de vectores generadores; y la independencia lineal es obviamente el discriminador natural para excluir 
vectores de un conjunto de generadores y quedarse con un mínimo de éstos que sigan generando al 
espacio. Las bases de espacios vectoriales son los conjuntos que cumplen con las condiciones de poder 
generar al espacio y ser L.I. Surge entonces la conjetura natural de que si dos bases generan al mismo 
espacio y sus elemementos son L.I., entonces tienen un mínimo de generadores; luego ambas deben tener 
el mismo nümero de elementos. Esta conjetura es cierta, y la probaremos en el teorema 3.16; lo cual da 
pauta a definir lo que llamaremos dimensión de un espacio vectorial. El concepto de dimensión de un 
espacio no es otra cosa que la generalización y abstracción de la idea intuitiva que tenemos de la dimen- 


21] а notación Yi<a<mda Mag significa que se suman todas las posibles combinaciones de a, з М, в cuando los subíndices o y 
1<B<n i А 


В recorren los valores 1,..., m y 1,...,n, respectivamente. Dicho de paso, el número de términos de esta suma es mn. 
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sión de conjuntos que nos son familiares, como una línea recta, un plano y el espacio donde habitamos; 
a los cuales de manera natural les hemos asignado dimensiones uno, dos y tres, respectivamente, en el 
lenguaje coloquial. 


Teorema 3.15 Sea E un espacio vectorial que está generado por los vectores L.I. ii, iio, . .. Ws. Si 
V1, V5, ..., Vy son vectores en este espacio con К > n, entonces estos vectores son L.D. 


DEMOSTRACIÓN BI Resolvamos el sistema 
Ву + 8291 +: B = бк (3.14) 


para 6; € R, 1 = L,2,...,k. Dado que E = gn (iii, iio,. . .,di,), existen escalares оу, i = 1,...,k, j = 
1,...,n, tales que 


Es E T 
Vi = ау + Qiz +++ + Оли 

s = = 
V2 = 09141 + Q242 +*+ ° + Опи 


(3.15) 
Vk = Akili + орй +: + ой» 


Sustituyendo cada v; de (3.15) en (3.14) obtenemos 


Og = Bi (aiia + 01942 +: + Ainln) + 8 (оой + 097842 +: + Anin) 


++ Вк (ой + Ojala +++ ойл), 


que agrupando términos produce 


бк = (Bian +6021 + + каа) Hs + (81012 + P2022 ++ >> + brar) la 
has (Вол + зоол + —— + кош) dis. 


Puesto que los vectores и; son L.I., se debe tener 


biau + ооу + + fou = 0 
Bio + ban + + Вор = 0 
Ві Qin sl B20n xx s T Brin = 0, 


que es un sistema lineal homogéneo con más incógnitas que ecuaciones (recuerde que k > 7); por tanto 
tiene solución no trivial; es decir, existen £;, i = 1,2,...,k, no todos cero, tales que (3.14) se cumple. 
Luego los vectores V1, V2,..., Vg son L.D. BI 


El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema 3.15 y su demostración se deja como 
ejercicio al lector. 


Corolario 3.1 Si un espacio vectorial E está generado por los vectores L.I. iij, ii», ...,i,, entonces 
todo conjunto de vectores linealmente independiente tiene a lo más n vectores. 
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Lema 3.2 Sean E un espacio vectorial y S = [ú¡,ún,..., Uy un subconjunto finito de este espacio 
que lo genera; es decir, 


E = en(í,, ii», oum Hale 


Entonces existe S, C S que es L.I. y genera a E. 


DEMOSTRACIÓN BI Formemos el conjunto 5; de la siguiente manera?” 


e iij € 51. 

e ii) € Sı si 105 no es múltiplo escalar de iij. 

e En general, й; € Sı si iij no es combinación lineal de sus predecesores. 
Mediante este proceso es claro que los elementos de S, son L.I., y ya que cada vector que se excluyó de 
S para formar Sı es combinación lineal de sus predecesores, cada uno de ellos se puede escribir como 


combinación lineal de los elementos de S4. Así, puesto que todo vector en E es combinación lineal de los 
vectores de 5, todo vector de E es combinación lineal de los vectores de S4; es decir, Sı generaa E. B 


Corolario 3.2 Si un espacio vectorial E está generado por los vectores Uy, iio,. .., Un (no necesaria- 
mente L.I.), entonces todo conjunto de vectores linealmente independiente tiene a lo más m vectores. 


DEMOSTRACIÓN Bi Por el lema 3.2 podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los vectores t, l2, .. ., m son L.I. 
Si Vi, i = 1,...,К son vectores L.I., por el corolario 3.1, Kk т. WB 


Definición 3.19 Un espacio vectorial E es finitamente generado si existen úy,...,Um € E tales que 
E = gn(ii, Иә, ICD п) 
Corolario 3.3 Sea Е un espacio vectorial finitamente generado, con ii, .. . Uy un conjunto de gene- 


radores. Si B es una base de E, entonces £d tiene а lo más m elementos. 


O Nota 3.11 Supongamos que E es un espacio finitamente generado, con S = (15, ..., i4, un conjunto 
de generadores, entonces, рог el lema 3.2, podemos reducir $ а un conjunto 4 que es linealmente 
independiente y que también genera a E; es decir, a una base del espacio E. 


Teorema 3.16 (Igualdad en cardinalidad en bases del mismo espacio) Si E es un espacio vectorial 
finitamente generado y Фу = (iii,io,... a) y B2 = (Vi, Vo,..., Vw) son un par de bases de este 
espacio, entonces n — m; es decir, cualquier par de bases en el mismo espacio tienen igual número 
de elementos. 


22Podemos suponer que Ñ; + Ок para todo i; pues si uno de estos vectores es el neutro aditivo, se puede excluir de S y el conjunto 
resultante sigue obviamente generando al espacio E. 
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DEMOSTRACIÓN Mi Por el corolario 3.1, puesto que 48, es una base y los vectores ti; son L.I., se tiene n < m; y por el 
mismo corolario, dado que los vectores V; son L.I. y Z, es una base, se deduce т < п; luegon =m. WB 


Definición 3.20 (Dimensión de un espacio vectorial). Sea E un espacio vectorial. 


1. Si E es un espacio vectorial finitamente generado, se define la dimensión de E, dim(E), como 
el número de elementos de cualquier base de E. 

2. Si E no es finitamente generado, entonces se dice que E tiene dimensión infinita y se escribe 
dim(E) = oo, 


> Ejemplo 3.54 (Dimensión del espacio trivial {Ок }). Sea E un espacio vectorial, entonces 
dim((0g]) = 0; 
pues el único subconjunto L.I. de este subespacio es el conjunto vacío @ (cfr. ejercicio resuelto 32(а), 
pág. 191).4 
» Ejemplo 3.55 (Dimensión de IR"). En el ejemplo 3.50 vimos que 
e 8E Bars 


donde 


» Ejemplo 3.56 El espacio de polinomios, P, no es finitamente generado; pues si 5 es un conjunto 
finito de generadores, entonces uno de ellos tiene el grado máximo, digamos m. Por tanto, cualquier 
combinación lineal de elementos de S tiene grado a lo más m y, por ende, un polinomio de grado mayor 
a m no puede ser combinación lineal de elementos de S. Luego, dim(P) = œ (cfr. ejemplo 3.51).4 


» Ejemplo 3.57 Probamos, en el ejemplo 3.52, que el conjunto 
2 = hod sf) 
es una base de P;. Por tanto, 


dim (Р) = +1. 


» Ejemplo 3.58 En el ejemplo 3.53, mostramos que 


B=SMagll<a<m,1<PB<n) 


es una base del espacio vectorial de las matrices de tamaño m x n. Entonces, 


dim (Mix) = тп. 4 
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о & 
a су 
LA 
u 
б 


> Ejemplo 3.59 En el ejemplo 3.29 vimos que toda matriz simétrica de tamaño 2 х 2, | 


puede escribir como 


Por otro lado, si 


1.0 @ 1 0 0 0 0 
“| |+] | ЖЕЛЕ = 1 
se desprende que o, = o» = оз = 0; i.e., estas matrices son L.I. Luego una base para el espacio, S, de 
las matrices simétricas de orden 2 es 


ata O 


dim(S) =3.4 


Por tanto, 


Extracción de una base en un conjunto generador 


En el lema 3.2 probamos que si S es un conjunto finito generador de un espacio vectorial, podemos 
construir una base del espacio a partir de los elementos de S excluyendo en forma sistemática a los 
que sean combinaciones lineales de sus predecesores; pues los que queden serán L.I. y claramente aún 
generan el espacio. Dada la gran importancia que tiene este resultado, volvemos a hacer explícito este 
método en el siguiente teorema e ilustramos a continuación su uso. 


Teorema 3.17 Sean E un espacio vectorial, vVi,V5,...,Vy € Е — {0g}, y supongamos que 
S = gn(Yi, Vo... Vx). Para extraer de [V1,V2,...,V) una base de S, se excluyen de L[V1,V2,.... Vk} 
aquellos vectores que son combinaciones lineales de sus predecesores.” 


> Ejemplo 3.60 Encontrar una base y la dimensión del subespacio de los polinomios 


S$—gn(2,1—x,x-1,:2— 1,2 - 1,1 —2). 


e Queda 2 como vector inicial para la base. 
e Claramente 1 — x no es múltiplo escalar de 2, por tanto no se excluye. 


e Veamos si 1 -- x es combinación lineal de 2 y 1 — x: 


1+х = a(2)- b(1—x) 


= 2a+b- bx => 
2a+b=1 
—b = 1; 


23рог vacuidad, el primer vector no puede ser combinación lineal de sus predecesores y se incluye siempre como vector inicial 
para la base. 
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por tanto, 


b=-lya=1. 


Así que 1 +x se excluye por ser combinación lineal de sus predecesores. 


e x? — 1 no puede ser combinación lineal de 2 y 1 — x, pues toda combinación lineal de estos polino- 
mios tiene grado a lo más uno; luego 1? — 1 se queda. 


e x? + 1 es combinación lineal de 2, 1 — x y x? — 1; pues 


x --1 = a(2)-- b(1—x) --e(x* — 1) 
= 2a4-b —c— bx cx? 


entraña el sistema 


2a+b=c=1 
—b-—0 
e == 1 


que tiene solución с = 1, b = 0 y a = 1. Por tanto x? + 1 se excluye. 


e Finalmente, toda combinación lineal de los vectores que se han conservado tiene grado a lo más 2, 
por tanto x? — 2 no puede ser combinación lineal de ellos y entonces se conserva. 


Luego, la base buscada es 


4 = {2,1-х,02-1,0-2} 


М 
dim(S) =4.4 
En el caso particular de que se quiera extraer una base de (V;,...,Vx) para el subespacio 
S = gn(V1, V2,..., Vy) de R”, se puede utilizar herramienta matricial. Sea A la matriz que tiene por co- 


lumnas a los vectores v; y H la forma escalonada reducida de A. Si bes , entonces b es combinación 
lineal de los vectores columna de A que corresponden a columnas con pivote en Н; pues para los siste- 
mas equivalentes [A |b] ~ [H | estas columnas son precisamente donde hay variables ligadas y en las 
restantes columnas hay variables libres; a cada una de estas últimas se le puede asignar cualquier valor, 
en particular valores nulos a todas. Así S está generado por los vectores columna de A que corresponden 
a columnas con pivote en cualquier matriz escalonada equivalente a la matriz A.” Ahora pensemos en la 
matriz A, que se obtiene de la matriz A excluyendo los vectores que no correspondieron a columnas con 
pivote en la forma escalonada reducida; digamos que A, tiene por columnas а v;,v5,.. ., V,,. Entonces, 
toda columna de la forma escalonada reducida de A, tiene pivote; luego el sistema Ах = 0, X € R”, tiene 
solución única, y por tanto las columnas de A, son L.I. Con lo precedente, hemos hecho plausible la 
demostración del siguiente teorema, que es un método para extraer una base de un subespacio generado 
por vectores de R”. 


24Cfr, teorema 3.10 y la discusión que lo precede en la página 150. 
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Teorema 3.18 Sean Yi, v»,..., Vk ER” y S =gn(v,,V»,...,Vx). Entonces, para obtener una base de S 
a partir de los vectores V;, se procede de la manera siguiente: 


1. Se forma la matriz A que tiene por columnas los vectores V; y se lleva a forma escalonada. 
2. Los vectores columna de A que correspondan a columnas con pivote en esa forma escalonada 
formarán una base de S. 


> Ejemplo 3.61 Extraer una base y encontrar la dimensión del subespacio 5 generado por los vectores 
(1, —1,0,2, 1), (2,1, —2,0,0), (0, —3,2,4,2), (2,4,1,0, 1), (3,3, 4, 2, — 1), (5,7, 3, 2,0). 


Solución — Procedamos como establece el teorema 3.18: 


ME NE OD 5 3 |! £ d 2 3 5 
Bpod 3 Y 7 0 3 e 6 6 dE 
б -r 2 y =4 -3] ч 10-22 1 -4 23 
2. Y 40-22 0. 4 Ж Mm SA 
1. 5. X iL b Ü x 0 м] e4 3 

ТЕЗЕ 

0 1-12 24 

=> 10 0 0 101 

0 5 0.9 0 0 

00 0 000 


La base buscada se forma tomando los vectores columna de la matriz inicial que correspondan a colum- 


nas que tengan pivote en la forma escalonada 
2 = ((1, —1,0,2,1), (2,1, —2,0,0), (2,4,1,0,1)} 
y dim(S)=3. Y 
El siguiente teorema nos auxilia para, en el caso de saber la dimensión de un espacio, digamos n, 


concluir que un conjunto de n generadores son L.I., y por ende forman una base, o que n vectores L.I. 
generan al espacio; y así evitar probar la independencia lineal de los vectores o que generen al espacio. 


Teorema 3.19 Si dim(E) — n, las siguientes condiciones son equivalentes: 


MI ОЛЕ 
2. Vi, V5,..., V, generan a E. 
3. [v1,V,...,V, y es una base de E. 


DEMOSTRACIÓN BI Sea Z una base de E, entonces 4 tiene n elementos pues dim (E) = n. Mostremos (1) > (2) = (3), 
(3) = (1) y tendremos la equivalencia de las tres condiciones. 
(1) = (2). Supongamos que v? € E , entonces, por el teorema 3.15, los vectores (ii, i, . . . Un, W} 
son L.D. Entonces existen escalares су, i = 1,2,...,n, y 8 Є К, no todos cero, tales que 


aii + оой + 2 + алй, + BY? = Og. 
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Si 8 = 0, entonces algún о; debe ser distinto de cero; pero esto es imposible ya que los vectores И; son 
L.I.; por tanto 8 Z 0. Luego w es combinación lineal de los vectores 0;. Dado que v es arbitrario, hemos 
probado que los vectores i; generan а E. 

(2) = (3). Si los vectores ii; son L.D., entonces, por el teorema 3.17, podemos reducir este conjunto 
a uno L.I. que genere a E con m elementos y m « n. Pero esto implicaría que hay una base de E con un 
número de elementos distinto de n, lo cual es una contradicción al teorema 3.16. Por tanto, los vectores 
ii; deben ser L.I. Luego forman una base de E. 

(3) = (1). Es clara. M 


» Ejemplo 3.62 Sabemos que P» tiene dimensión 3. Si 04,025,035 € R son tales que 
o1 (x—2) +оо (3 х) +03 (х2 — x) = 0, 


entonces 


307 — 2a + (а — 09 — оз) x4 03 = 0. 
Por la definición de igualdad de polinomios se tiene 
Зо» = 2a, zu 


ар = 00 = оз = 0 


Оз = 0, 


que implica оз = o» = ај = 0. Luego los tres polinomios x — 2, 3 — x, x? 


{х— 2:3—3 —x) es una base de Р». 


— x son L.I. en P; y por tanto 


Compleción de un conjunto L.I. a una base 


Podemos utilizar el teorema 3.17 para completar un conjunto L.I. a una base 4 del espacio mediante el 
siguiente procedimiento: 
Sea Z, = (Vi, V»,..., Vg} un conjunto L.I. de un espacio E que tiene dimensión finita n. 


1. Se forma el conjunto 


M = {Phi -> Vk, 1, €2,- ш Ent, 
donde (é,é»,...,é, } es una base conocida del espacio E. 


2. Se extrae de M una base 2 por medio del procedimiento dado en el teorema 3.17. 


3. El conjunto 4 encontrado en el inciso anterior será una base de E. 


O Nota 3.12 El procedimiento anterior se justifica porque E = gn(M) y, al aplicar el teorema 3.17 a 
este conjunto generador, los vectores v;, i = 1,2,...,k, permanecen ya que por hipótesis son L.I.; luego 
la base 4 del espacio E contiene a estos vectores. 


> Ejemplo 3.63 Completar el conjunto L.I. (2x — 4,32 + 1) a una base de P5.« 
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Solución Utilizamos como base conocida de Pz a Das) y extraemos de {2х— 4,32 -1,1,3,32, x3) 
una base: 
e 2x — 4 y xi + 1 se quedan porque son L.I. 
e 1 = a(2x — 4) +b(x + 1) implica bx? + 2ax + b — 4а = 1; por tanto, 


b a. 
24 = 0 
b—4a = 1, 


sistema que es inconsistente; luego 1 no es combinación lineal de sus predecesores y se queda. 


e х= а(2х— 4) + Ь(х? +1) +c implica x = bx? + 2ax + b + c — 4a; por tanto, 


D ss 
Za 1 
b-4-c—4a = 0, 


sistema consistente соп b= 0, а = 1/2 у с = 2; luego х es combinación lineal de sus predecesores 
y se excluye. 

e Evidentemente х2 = 0(2x — 4) + 1(42+1) + (—1)1; así que x? es combinación lineal de sus prede- 
cesores y se excluye. 


e Claramente x? no es combinación lineal de sus predecesores, así que se incluye. 


La base buscada es 
= {2х-4,0+1,1,0}. Y 


> Ejemplo 3.64 Completar el conjunto L.I. {(1,2,0, 1,3), (—2, —4, 1,—2, —6)) a una base de 5.4 


Solución Utilizamos la base canónica de R5, la adjuntamos a este conjunto 


M = ((1,2,0,1,3), (—2, —4, 1, —2, —6), (1,0,0,0,0), (0, 1,0,0,0) , 
(0,0, 1,0,0), (0,0,0, 1,0), (0,0,0,0, 1)}, 


y extraemos una base del mismo utilizando el teorema 3.18: 


bod» 1.2 1i 8 50 0 0 
2 4 d 1 0 0 0 б 0 x fT O0 0 
0. 100100] « lo 1 0 0 1 0 0 
1 x0 00 190 0 0 —-1 09 6 f 5 
3 e5 0.0 б 0 1 o 0. -3 0 O 0 1 
ї => 100 00 

0 1 661 00 

e l6 0 1060 =й 68 

0. 0-2 1 0 9 9 

б 0 3006 01 

i > 1 0 0 © o] 

0 1001 оо 

ы 10 514 = 01, 

0 I 0 -2 0 

0. 0 0 б 9 <3 1 
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La base buscada es 


((1,2,0, 1,3), (—2, —4, 1, —2, —6), (1,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0). и 


3.4.3 Rango de una matriz 


Recordemos que si A € Mxn, el subespacio de IR" generado por las columnas de A es el espacio 
columna de A, y el subespacio de IR" generado por las filas de A es el espacio fila de A y se les 
denota, respectivamente, por E.(A) у Ej(A) (cfr. definición 3.13, pág. 146); y que el espacio nulo 
de una matriz se define como el subespacio de R” de las soluciones del sistema homogéneo AX = 0 
(cfr. ejemplo 3.20, pág. 141). 


Definición 3.21 Si A € Mx se definen: 
1. Rango fila de A: КЕ(А) = dim(Es(A)). 
2. Rango columna de A: R¿(A) = dim(E.(A)). 
3. Nulidad de A, Nul(A), como la dimensión del espacio nulo de A. 


Supongamos que Н es la forma escalonada reducida de una matriz A € Mx. Como vimos anterior- 
mente, las columnas de A que corresponden a columnas con pivote de H generan al espacio columna y 
son linealmente independientes; además, hay tantas columnas en H con pivote como filas no nulas en H. 
Así que el rango columna de A es el número de filas no nulas de cualquier forma escalonada equivalente 
a la matriz A. Por otra parte, las filas de H se obtienen a través de sucesiones de operaciones de renglón 
iniciando con filas de la matriz A; luego toda fila de H es elemento del espacio fila de A. Además, las 
filas no nulas de A son linealmente independientes; pues en caso contrario, si una fila no nula de H es 
combinación lineal de otras filas, se pueden aplicar operaciones de renglón para transformar esta fila en 
una fila nula; lo cual no es posible, pues H es la forma escalonada reducida de A (recuerde que la forma 
escalonada reducida de una matriz es única). Entonces tenemos que las filas no nulas de cualquier matriz 
en forma escalonada equivalente a la matriz A forman una base para el espacio fila; luego el rango fila de 
A es el número de filas no nulas de cualquier forma escalonada equivalente a la matriz A. Finalmente, si 
en H existen vectores columna sin pivote, para fijar ideas pensemos que son 2 y que se encuentran en las 
dos ültimas columnas, entonces hay dos variables libres r y s, y las soluciones del sistema homogéneo 
son de la forma 


air bis а bi 
ar + bos a» bz 
" =r A Hg 
An-21 + b, 55 An-2 b, 2 
5 0 1 
f 1 0 
Así, toda solución es combinación lineal de los vectores iij = (а,...,аһ—2,0,1) y da = (bi,..., b, 5, 1,0). 


Si estos últimos vectores fueran L.D., entonces el sistema tendría sólo una variable libre, lo cual es im- 
posible. Con esto hemos hecho plausible la demostración del siguiente teorema. 
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» Ejemplo 3.65 Hallar: 


1. Una base de Е,(А) y R£(A). 
2. Una base de E.(A) у R¿(4). 
3. Una base de espacio nulo de A y Nul(A). 


Si A es la matriz 


1 2 0 -1 1 
lal dl. Il 
2 5 1 0 0 |. 
360 0 —6 
153 5-5 


“Solución ^ Llevemos la matriz a forma escalonada. 


izi 1 be 3 
O11 2-2 ri do 
s| o rT £2 60 1-3 
0 DU 3-5 оо о о 
D 3 3 6 -6 00 0 0 


Entonces: 
1. Las filas distintas de cero de la forma escalonada constituyen una base para el espacio fila, luego 
B = 1(1,2,0, —1,1), (0,1,1,2, —2), (0,0,0, 1, —3)), 
y Ri(A) = 3. 


2. Las columnas de A correspondientes a columnas con pivote en la forma escalonada forman una 
base del espacio columna, así 


4 = ((1,1,2,3,1), (2,3,5,6,5), (1— 1,1,0,0,5)), 
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3. La solución al sistema homogéneo es: 


Xi | 25+10r 10 | 2 
X2 —s— 4r —4 —1 
X3. | = 5 =r 0 | +s 1 
X4 3r 3 0 
Xs | r 1 0 


Entonces, una base para el espacio nulo es 


2 = ((10,—4,0,3,1), (2, —1,1,0,0)], 


y Nul(4)=2. v 


» Ejemplo 3.66 Si A es la matriz del ejemplo precedente, 
Rang(A) =3.4 


Los dos siguientes teoremas son conclusiones inmediatas de lo precedente y su demostración se deja 
como ejercicio al lector. 


Para finalizar este apartado enunciamos y probamos el siguiente teorema que será útil más adelante. 


DEMOSTRACIÓN Ш Mostremos que los sistemas AX = 0 y (А'А)х = 0 tienen las mismas soluciones. 
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1. Si ii € R” es solución de AX = 0, entonces Aii = 0; luego 
A' (Aii) = 0; 
por tanto, 
(AA) = б. 


2. Supongamos ahora que Y € №" es solución de (A'A) X = 0. Entonces 


(4A) = 0; 
por tanto, 
(V) (A'A) 2 0; 
esto es, 
(7'А')АЎ = 0; 
es decir, 
(Av) (AV) =0; 
por ende, 
[lav]? = 0. 
por lo que 
Ay = б. 


Luego, de 1 у 2, los sistemas Ах = 0 y (А'А)Х= 0 tienen las mismas soluciones; por tanto, 
Nul(A) = Nul(A'A), 
y dado que A tiene tamaño m x n y A'A tiene tamaño n x n, del teorema 3.21 inciso 3 se desprende que 
Rang(A) = Rang(A'A). BW 


» Ejemplo 3.67 Sea 


1—1 2 1 
A= 2 —1 0 1 
—2 | 4 0 
Llevemos A a forma escalonada 
1 —1 2 1 1 -1 2 il 
A cm 2 —1 0 1|^41]|0 1 —4 —1 
—2 1 1 0 0 —1 3 2 
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Entonces 
Rang(A) — 3. 
Por otro lado, 
E E Е 1-12 I 
АА 2 —1 0 1 
: d І —2 11 0 
1 1 0 
9 —5 0 3 
cS] o99 3 —-1 -2 
Е 0 —1 3 2 
3 -2 2 2 
Llevemos esta última matriz a forma escalonada 
[AE 4d» 3 © =5 0. 8 Col 3 2 
—5 3 -1 -2 —5 3 —-] -2 —5 з —1 -2 
0 —1 5 2 0 —1 3 2 0 —1 5 2 
3 -2 2 2 1 -1 3 2 9 —5 0 3 
1] —1 3 2 1 —1 3 2 
0 -2 14 8 0 1 -7 -4 
0 —1 © 2 0 —1 3 2 
0 4 —27 -15 0 4 —27 —15 
1] —1 3 2 1 —1 3 2 
0 1 —7 —4 (0) 1 -7 —4 
0 0 -2 -2 0 0 il 1 
0 0 1 1 0 0 0 0 


De donde 


Rang (A'A) =3.4 


3.9 Espacios vectoriales sobre los nümeros complejos 


Es posible considerar espacios vectoriales sobre el campo de los números complejos.” Esto signifi- 
ca un conjunto E en el que se ha definido una operación suma entre sus elementos (vectores) y una 
operación producto de un escalar por un vector, siendo los escalares námeros complejos, que cum- 
plen los diez axiomas de espacio vectorial de la definición 3.6 (cfr. pág. 131).?? De ser así, se tiene un 
espacio vectorial sobre el campo de los números complejos o simplemente un espacio complejo. 
Todo lo desarrollado en este libro relativo a espacios vectoriales reales (los escalares subyacentes son 


?5Recomendamos al lector consultar B.1 del apéndice B y los apartados 1.1.5, 1.2.8, 2.1.5 y 2.2.5. 


26 Obviamente reemplazando el símbolo R por el símbolo C donde corresponda. 
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números reales) tiene su símil para espacios sobre el campo de los números complejos, y toda la teoría 
sigue siendo válida para este tipo de espacios pues depende, en cuanto a la multiplicación de vectores 
por escalares, únicamente de las propiedades de campo de los números reales, que son las mismas que 
las de los números complejos, y no de propiedades particulares de los números reales como el orden 
(propiedad totalmente ausente en C). Es decir, los conceptos de subespacio vectorial, combinaciones 
lineales, subespacios generados, independencia lineal, bases, dimensión, etc., siguen siendo los mismos; 
excepto que el conjunto de escalares es el campo C. 


> Ejemplo 3.68 Consideremos Mx» (C) el conjunto de matrices de tamaño т x n cuyas compo- 
nentes son números complejos con la suma usual de matrices (sumando en forma compleja compo- 
nente a componente) y multiplicación de un escalar por una matriz; pero esta vez los escalares son 
también números complejos. Es fácil verificar que Mxn(C) es un espacio vectorial sobre C y que 
dim(M,nxn(C)) = тл. 


> Ejemplo 3.69 Otro ejemplo es C", el conjunto de n-adas ordenadas (21,...,2„) donde z; € C para 
cada i = 1,...,n; con las operaciones 


(z1,22,. Zn) + (W1,W2,..., Wn) = (zi +W1,22 + W2,- - -Zn +Wn), 


Al Zira) = (0219023... 028); 


donde 2; -- w; y az; son las operaciones de suma y multiplicación de números complejos, es fácil probar 
con estas operaciones que C” es un espacio vectorial sobre el campo C, y que 


dim(C") = п 
(una base para este espacio es también la base canónica de К"). < 


> Ejemplo 3.70 Sea el conjunto E = C" considerado en el ejemplo precedente con la suma entre sus 
elementos ahí definida, pero con el producto de un escalar por un vector restringido a los números reales. 
Es claro que E es un espacio vectorial real. Sean los vectores 


ё; = (0,...,0,1,0,...,0) para j = l,...,n, y 
= 


п 


f, = (0,...,0,},0,...,0) paraj=1,...,n. 
= 


п 


Claramente los 2n vectores ё, f; xj = List. SOM LL; ys 
w= (a thi, sn c Dni), 


entonces 


de donde se desprende que 


dim(E) = 2n.« 
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O Nota 3.13 Los espacios sobre el campo de los números complejos son de gran importancia en álge- 
bra lineal y están involucrados directa o indirectamente en una gran variedad de aplicaciones de esta 
rama de las matemáticas. Se pudo considerar este tipo de espacios desde el inicio, pero por cuestiones 
que tienen que ver con aspectos psicológicos, debido a la poca familiaridad que por lo general tienen los 
lectores con el campo C, no se hizo y se han incluido secciones donde se ha intentado introducir estos 
conceptos gradualmente con el fin de que el lector se vaya adaptando de esta misma forma a espacios 
sobre C. Es hasta el final del capítulo 5 que se verá la importancia del uso de escalares complejos y 
de espacios sobre este campo. Por esta razón, de aquí en adelante supondremos que todos los espacios 
vectoriales con los que se trabaje serán espacios vectoriales reales, a menos que se indique lo contrario; 
en cuyo caso se hará notar que se tiene un espacio complejo. 


3.6 Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 


3.6.1 Ejercicios resueltos 
Geometría de los espacios IR" 
En los ejercicios 1 a 8, # = (—1,3,4, 2), V = (-2,5,3,2) y = (1,0,4, —2). 
1 Calcular 3u — Ay. 
Solución 3i —4v = 3(—1,3,4, —2) — 4(—2,5,3,2) 


= (—3,9,12, —6) — (—8,20,12,8) 
= (5,-11,0,-14). v 


2 Encontrar й + +W. 


ИСОИ ü- 3% = (-1,3,4,—2) + 3(1,0,4, —2) 
= (-1,3,4,-2) + ($,0,2,—1) 
= (-1,3,6,-3). v 
3 Hallar ||v||. 
Solución |= VC + (5+ 67+ (27 = VR. v 
4 Calcular (1, w). 
Solución d(i,w) = |u-w| 
= 71.3.4, -2) - (1,0.4,-2)] 
= |1(—2,3,0,0)|| 
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5 Hallar 44 — 27 — w. 


Solución 4i —2j #0 = 4(—1,3,4, 2) — 2(—2,5,3,2) — (1,0,4, 2) 
(412,16, —8) —(-4 10,64) — (1,0,4, 2) 
(010,10) — (1,04, 3) 

(-1,2,6,-10). v 


6 Encontrar un vector unitario (con norma 1) paralelo y con la misma dirección que el vector v. 


Solución Рог el ejercicio 3, ||V|| = v42; así que un vector unitario paralelo en la misma dirección 
está dado por 


al 
I 
к 
| 
A 
N 
p 
p 
N 
S 


1 
(=4v2, $42, 1/42, 4v7) v 
7 Calcular ii- (V 4- W). 


Solución i: (V+W) 


ia 0 125304 104 53] 
Riad 

44. v 
) 


L ii; es decir, para que estos vectores sean ortogonales. 


8 Encontrar el valor de b tal que (—1,5,1,—2 
Solución Рага que (—1,b,1,—2) 1 ii es necesario y suficiente que (— 1, b, 1, —2) - ii = 0. Entonces, 


(-1,b,1,-2)-(-1,3,4,-2) = 02 
943b = 0> 
Ь= 3. Y 


9 Calcular el área del paralelogramo generado рог los vectores (3,2) y (8,0) utilizando la interpretación 


geométrica del determinante del apartado 3.1.2 (cfr. pág. 117). Comprobar que el resultado es correcto 
mediante la fórmula usual para el área de un paralelogramo. 


Solución Sea A = | : : | , entonces el área a del paralelogramo es 


а = |det(A)| 
16 12. 


El área de un paralelogramo es el producto de la base b por la altura h; en este caso b = 8 y h = 2; por 
tanto, a = bh = 1602. Y 


En los ejercicios 10 y 11, los vectores de la base canónica de IR? &j = (1,0,0), & = (0,1,0) y з = 
(0,0, 1) serán representados de la manera tradicional por 7, 7 y k, respectivamente, y ii = (a;,az,a3), 
V = (bi, b», b3) son cualquier par de vectores no paralelos de R2. 


10 Encontrar el conjunto de vectores Y? = (c1,C2,C3) € R? que son perpendiculares tanto a i como a V. 


Solución Si a; = 0 y b, = 0, entonces el conjunto buscado consiste en los vectores de la forma ai. 
Se puede suponer entonces, sin perder generalidad, que a, 4 0. Se debe tener entonces t: w = 0 = V- W; 
esto es 


SECCIÓN 3.6 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 177 


ас +9202 +4303 = 0, 


bici + b5c3 +b3C3 S 
Y ya que 
a a аз aj a2 a3 
bi bz b3 0 ab, = ab; Рза — азЬ\ ? 


y aib» — abı 40, porque ii y V no son paralelos, se tiene que el conjunto de vectores ortogonales a й y 
V está dado por: 


A a3b¡—ajb3 

C1 m (e E + ar 

€» | = abi -aibs ,, , reR. v 
арро аә 

Сз r 


11 (Producto cruz de vectores o producto vectorial en R°). Elíjase r = a,b — azb; en el inciso prece- 
dente para calcular el vector resultante р que es ortogonal a dí y V. Encontrar una fórmula que involucre 
al determinante de una matriz adecuada para calcular este vector. Al vector p se le llama producto cruz 
о producto vectorial de los vectores ii y V y se acostumbra emplear la notación p = x V. 


ә, 
uxv 


Solución Еп este caso 


_ _ Ia а; 
сз = а|Ьә ар = bi b» 
aab, = арз 
Qe = == 
^C ayb) aby 
= ab; — a1b; 
аз a 
b3 bi 
y 
il dab, = ауз " 
ej === | ===" + 031 
i aj 2 ub; — aby 3 
1 
= = = (alabi — aba) + аз(а\Ь» — a»bi)) 
1 


1 
= —(a741b3 = аза) 
а 


= a2b3 = dab» 


а аз 
bj; b3 
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| 4% d3 | аз a ja 1а ар | 
Luego, p= зч + ЭИ 7] ba de k 
» а аз Ф 4 аз |-,|4 а) j^ 
b; bs bi by|?^ | bi b 
PR 
=| а a аз |, 
bi b фз 


al desarrollar el último determinante por cofactores en la primera fila. Y 


12 Encontrar el producto vectorial de ii = (—1,2, —1) уў = (2,—1,3). 


TF Kk 
Solución пху = = Og] 
2ef 3 
al ai: har ele 
ш a E |2172 218 
= 57+ 7-3k 
= (5,1,3). v 


13 Calcular la magnitud del producto vectorial de cualquier par de vectores И = (a,,a2,a3) y V = (b1,b2,b3) 
de IR? en términos del ángulo 0 entre ellos, e interpretar geométricamente el significado de esta magni- 
tud. 


Solución Еп el apartado 3.1.2 (cfr. pág. 117) se dedujo que el área del paralelogramo generado por 
estos dos vectores (cfr. figura 3-9) está dada por 


S = [i| |v]| senó, 
donde 0 es el ángulo entre ellos; también se concluyó ahí que 


cube. Xm 
S = pap pl — E: 7) 


(a? + à + a2) (D2 +02 +2) — (aibi + ар +b,+a3b3)?. 


Por otra parte, 


а аз 
ba bi 


= (agb3 — a3b2} + (asbi — ab3) + (а\Ь» — abi? 

= ab? — 2a2b3a3b) + а2р2 + ab — 2asbiaibs + ab? + а22 — 2aibaaobi + ab? 

= abi +43b3 + аЬ + ab? -- аЬ; + а + az b; + a3b3 + a3b3 — ab? — a3b3 — аЬ; 
—2a2b3a3b, — 2a3b,a,b3 —2a,b747b1 

= (å +а2 4-а5) (02 +02 +b3) — (ар + аЬ»)? +2(a1b1a2b>)a3b3 ад) 

= (ai +аз +аз) (bt +b3 +05) — (aibi + a2b, +a3b3)? 

S 


4j аз 
bi bi 


а а) 


E 
uxy = 
lix s as 
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De donde 


5 = Ju х v|| 


Пах vl = [a] [ll |sen0]. Y 
14 Demostrar las propiedades del espacio vectorial de IR" (cfr. pág. 122). 


DEMOSTRACIÓN BI Sean i = (xi,....x,), V = (yp... yn). W = (с,...,2.) vectores arbitrarios de R” y A, 8 cualquier par 
de números reales. Entonces: 


1. Dado que la suma de números reales es también un número real, 
IEA p^ 
+V = (x1 +у,...,х Ya) € . 
2. Puesto que la suma de nümeros reales es asociativa, 


+ (VHW) = (л,...,ха) + ((уз....›ул) + (es zn)) 
(Жз ea ЕР БЕ, 
Qa + 4 21),<<< A+ (Yn +2) 
= iM s (Xn Yn) +) 
Qa Yis- An уп) + (д1›,...›л) 
( 


3. Ya que la suma de números reales es una operación conmutativa, 


> 


ИЧ = (X1,...,Xn) + (yp. syn) 
= Du yn 8) 

(yi xi, Yn FXn) 
syn) T Gs. ->Xp) 


II 
c 
= 


5. Si x es un número real, existe su inverso aditivo, —x, que satisface x+ (—x) = 0; luego, si 


— 


— = (=s Ra); 56 tiene 
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d+ (0) = (X1,...,Xp) +(—X1,...,—Xp) 
= (к(а)... (Xn + (а) 


= (01... 0 
( ) 
= Di 


6. Ya que el producto de números reales es también un número real, 
Ай = A(xi,...,X4) =(AX1,..., AX) ER”. 
7. Puesto que el producto de números reales es asociativo, 


(Жесе) 
Вах) 
А(Вх1),...,А(Вх,)) 
(А8)х\,.... (А8)х„) 
AE (рее уй.) 

) 


8. Dado que el producto se distribuye con respecto a la suma en los números reales, 


Or By = (О + 8)х...., (А + 8)х„) 
= (Ax1+8x1,..., Ax, + Bxn) 
= (Аху,...,Ахһ) + (x3... ., Bx) 
= N ien + Bx. siu xO) 
А 


(х1,...,х,) + (у1,..:,Уп)) 
ху +Еу1›...,Хи Уһ) 

AQa d yi)s AQ +Yn)) 

= (Xx + Ayi,..., Ах» + Aya) 

= (Xun,..., AXn) + (Ayr... Aya) 
Q3... x2) + Bas... yn) 


10. Puesto que Ix = x Vx € R, 


15 Probar las propiedades 1 (simetría) y 2 (homogeneidad) del producto punto (cfr. pág. 123). 
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DEMOSTRACIÓN BI Sea i = (xi,...,x,), V = (y1,...,yn) cualquier par de vectores en R” y A € R. Entonces: 


1. (Simetría). Dado que el producto de números reales es conmutativo, se tiene 


iV etx (Mee) 


= Wise Yn side) 


2. (Homogeneidad). Puesto que el producto de números reales es asociativo y distributivo, 


i (AV) = (%1,...,Xn): (А(у,...,уһ)) 
= (Mies 23) (Аў иын YR) 


Е У х(Ау) 


16 Hallar el ángulo entre й = (—1,3,4, —2) y = (1,0,4, —2). 


ПЕ 
Solución Ө = arccos кз 
ШШ] 
( (—1,3,4,—2)- (1,0,4, —2) ) 

= arccos | ——— 5 

1(+1,3,4, -2)[1 11(1, 0,4, —2)]| 
= acces E ) 
2 v30v21 
= 0.71212 
= 40.801°. Y 


17 Demostrar el recíproco del teorema de Pitágoras, es decir, si i£, Y € R” y || +1]? = |||. + ||V]|-, entonces 
й y Y son ortogonales. 


DEMOSTRACIÓN Mi ll^ + pl? = |+]? 
= (uy): (ud v) 

(i - V) id (--V)- V 
= UU +V-U+U-V+V-V 
= |l? +28- 9) +1912 = 

200-9) = 0> 


ST 
sl 
[| 
© e 
п 
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18 Sean iij, i = 1,...,k, vectores de IR" que son ortogonales entre sí; es decir, ii; - u; = 0 si i Æ j. 


(a) 


(b) 


DEMOSTRACIÓN M (a) 


(b) 


Demostrar por inducción la generalización del teorema de Pitágoras; esto es, 
й +++? = s | + ||" ose Hl - 


Si además los vectores t; no son nulos, probar, utilizando el primer inciso, que los vectores ii; 
son L.I. 


El resultado claramente es válido para К = 1. Suponga que la afirmación es cierta para k— 1 
vectores. Puesto que los vectores son ortogonales entre sí, se tiene 


k-1 k-1 
У& |. = У (8:2) =0; 


i=l i=1 


luego los vectores y ii; y ик son ortogonales, así que, por el teorema de Pitágoras (teorema 
3.2, pág. 126), 


|| (s +48 1) del = Es ed ea] + D 
y por hipótesis de inducción 
A = Bs I ee E 


por lo que 


Па +++ Mid 
z? +++ llä P аА. 


|| ++ da + 


Sean a, i = 1,...,k, escalares tales que 
Olli Бо +--+ QU = Ор". 


Puesto que (ош). (ой) = aja; (l; ij) = оа; : 0 = 0 si i Æ j, se sigue que los vectores oii; 
son ortogonales entre sí. Por el inciso precedente, se tiene 


ей -— эңе э 
0 = |а + 097%, +: + о 


od lll +o llo. + од |>: 


por tanto, 
a? lá? =0 рага todo i. 


Ya que los vectores t; no son nulos, se deduce que o; = 0 para todo i = 1,...,k, y por ende los 
vectores й; son L.I. BM 


19 Probar la propiedad 4 (desigualdad triangular) del valor absoluto de la página 127: 


|х+у| € lx] +ly] Vxy € R. 
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DEMOSTRACIÓN Bi Sean x, y € R. Dado que a < |а| para todo número real a, se tiene 
Gy? = x +2ху+у? 
x + 2bxlly] + P 
2 
= (|x| + lx), 


ІЛ 


de donde 


y (+ y)? < v (11+ 19093 


y puesto que |a| = væ, la anterior desigualdad implica 
|х+у| < [51+ ly]. m- 


20 Encontrar la ecuación de un plano que sea perpendicular al plano 3x — 2y +4: = 12 y pase por el punto 
(-1,2,1). 


Solución Si y = 0 y z = 0 en la ecuación del plano dado, entonces x = 4; así que el punto (4, 0,0) 
pertenece a este plano. Si x = 0 y y = 0 en la ecuación del plano dado, entonces z = 3; por tanto, 
(0,0,3) pertenece a este plano. Así que el vector (4,0, —3) es un vector perpendicular al plano que se 


está buscando. Entonces 
4(x--1)4-0(y-2)—3(z—1) 20 


0, equivalentemente, 


4x—3z2—7 
resuelve este problema. Y 
Espacios vectoriales 


21 Probar que 9J0,,..,, con las operaciones usuales de suma de matrices y multiplicación de un escalar рог 


una matriz es un espacio vectorial. 


DEMOSTRACIÓN BI Sean А = [a;j], B = [b;;] y C = [c;;] matrices arbitrarias de tamaño m x n; уо, 8 € R cualquier par de 


números. Entonces: 


1. Puesto que la suma de números reales da como resultado un número real, se tiene a;; + bi; € R 


para todo i = 1,...,m y para todo j= 1l,...,n; por tanto, 
A+B= [aij + bij] € 9n. 


2. Dado que la suma de números reales es asociativa, (а; + bij) + с; = aij + (bij + cij) para todo 


i= 1,...,m y para todo j = 1,...,п; por tanto, 


(A+B)+C=A+(B+C). 
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3. Ya que la suma de números reales es conmutativa, aj; + Ё; = bij а; para todo i = 1,...,m y para 


todo j = 1,...,n; por ende, 


А+В = В +А. 


4. Сотох+0 =х Vx € R, ajj РО = aij, para todo i = 1,...,ту para todo j= 1,...,п; luego 


A+ = А. 
5. Puesto que para cada x € Е existe —x Є К tal que x + (—x) = 0, se tiene que si —A = [-aij], 
entonces 
А+(-А) = 2. 


6. La multiplicación de números reales da como resultado un número real; por tanto, аа; € R para 
todo i = 1,...,m y para todo ¡=1,...,n; luego 


aA = [оа] € 9t... 
7. La multiplicación de nümeros reales es asociativa; por tanto, 


(о8)А = [(a8)aij] 
= [o(8ai;)] 

o[Baij] 

— a(BA). 


8. La multiplicación de nümeros reales se distribuye con respecto a la suma, entonces, 


o(A +B) = a(la;;] + [bi;]) 


] 
Q 
ЕЗ 
Eg 
| 
2 
5 
uy 


9. Puesto que la multiplicación de números reales se distribuye con respecto a la suma, 


(2+ 8)А = (a+ B)aij 
[(a+ 8)aij] 
[аа:; + Baij] 
[оа] + [Bas] 
= ala;;] + Bla;;] 
= аА + ВА. 


22 


23 


DEMOSTRACIÓN 


24 


DEMOSTRACIÓN 
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10. Ya que Іх = x para todo x € К, se tiene 


1А = 1[a;;] 


Sea E el conjunto de matrices 3 x 3 con la operación usual de multiplicación de un escalar por una 
matriz pero con la suma definida en la forma А © B = €, donde Ó es la matriz cero 3 x 3. Determinar si 
E es un espacio vectorial con estas operaciones. En el caso de que E no sea un espacio vectorial indicar 
los axiomas que no cumplen. 


Solución Sean A,B,C € Ey o, 8 ER. (1) Claramente la suma Ф es cerrada. (2) АФ (BGC) AG 6 = 
O =0+C=(A9B)®C. (3) AB = 6 = BOA. (4) Si А es la matriz 3 x 3 con aj; = 1 y las demás 
componentes iguales a cero, entonces AG B = @ ZA VB c E, luego E no tiene neutro aditivo. (5) Por 


el inciso anterior, no tiene sentido el concepto de inverso aditivo. (6), (7) y (10) se cumplen porque es 


la multiplicación usual de un escalar por una matriz. (8) a(A B) = @@ = aA GB. (9) Sea A como 
en (4), entonces (1 +2)A es la matriz 3 x 3 con aj; = 3 y las demás componentes nulas; mientras que 
1A 2A = € = (1+2)A. En resumen, los axiomas 4, 5 y 9 no se cumplen pero los demás sí. E no es un 
espacio vectorial con estas operaciones. Y 


Sean E un espacio vectorial y S C E. Mostrar que S < E (S es un subespacio de E) si y sólo si se cumplen 
las dos siguientes condiciones: 


(i) < 0. 

(ii) ои+ 6765 Vi,veS,Vo,B ER. 
E (=>) Supongamos que S < E. Entonces S Z 0 pues Ок € S. Sean i, v € S y o, 3 € R; ya que 5 < E, la 
multiplicación de vectores por escalares y la suma de vectores es cerrada en S, luego ad € S y Bv € S; 
por tanto oui + By Є S. 
(<=) Supongamos que se cumplen (i) y (ii); entonces, por (i) existe i € 5; y por (ii) Ок = 01 € S. Si 
W,VeS,yocR,por(i)w--VeSyawcS.Portanto$ < E. BM 


Sea S el conjunto de todas las funciones, y, derivables hasta el orden dos en todos los puntos de IR que 
satisfacen la relación 


y'(x) -y (x) – бу(х) 30 Vx€R. 


Mostrar que $ es un espacio vectorial. 
E Puesto que S C F(R), basta probar que 5 < .7 (IR). 
(a) Ya que 0, la función constante cero, satisface 0'(x) = 0 y 0" (x) = 0 para todo x € R, se tiene 
0ES. 


(b) Si f,g € S, entonces f"(x) — Р(х) — 6f(x) = О y g'(x) — g'(x) — 6g(x) = 0 para todo x € R. 
Luego, para cada x € К, 
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(А+ 8)" (x) – (P8) (х) - 6(£-8)6) = Р(х) – (0) - 6f() 
+8" (x) - g (х) – 6g (x) = 0; 
por tanto f +g € S. 


(c) Sia € Ку f € S, entonces f" (х) — f'(x) — 6f(x) = 0 para todo x € R, así que 


(af) (х) - (а) (x) - 6(af) (х) = af" x) — f'G) — 6f()) 
= a) 
=0 WER. 


Por tanto, af € S. 


De 1,2 y 3, S < F(R) y por ende es un espacio vectorial. W 


25 Una sucesión (a,) de números reales es acotada si existe M > 0 tal que |а„| < M para todo п, se dice 
entonces que M es una cota para la sucesión. Sea S el subconjunto, del espacio de sucesiones R”, 
formado por todas las sucesiones que son acotadas. Probar que 5 < К. 


DEMOSTRACIÓN BI Sean (а,), (bn) € Sa ER. 


1. Claramente la sucesión constante cero pertenece a S (cualquier número positivo es una cota para 
esta sucesión). 


2. Sean Mj, M» > О cotas de las sucesiones (a, ) y (bn), respectivamente; esto es, |a,| < Mi y |b,| < М» 
para todo n. Entonces, por la desigualdad triangular para el valor absoluto de números reales, 


las +b,,| = las + |b,,| < М, + М» 


para todo n, entonces М, + М» > 0 es una cota para la sucesión (a, +b,,); lo cual implica (а„) + 
(ba) € S. 


3. Para cada n, 
laa, | = |о||а„| < la] + 1)M;. 
Así, (|a| + 1)M, > 0 es una cota para la sucesión (оа, ); por tanto, а(а,) € S. 


"Юе 1, 2у3,5 < R”. M 


26 (Suma de subespacios). Sean E un espacio vectorial у А, 5 un par de subespacios. Se define el conjunto, 
suma de los subespacios R y 5, como 


R+S= (ú+V|i e Rye S). 


Mostrar que R + 5 < E. 
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DEMOSTRACIÓN M (1) Dado que R y S son subespacios de E, дв ERNS; por lo que, бк = Og + Üg € R+S. (2) Si 
lij +V,, 12 +V, ЄК + S, entonces, 1,105 € R y Vj, V5 € S; por tanto, iij + iij ER y Vj +? € S; así que 
(1i 4- V1) + (из + Уз) = (ii + иә) + (Vi +9) € R+S. 
(3Sia c Ryu-c-vecR-cS,entoncesi € Ry VES, por lo que aŭ € R y oy € S; luego 
a(ü -- V) = odi 4- oy € В+ S. 
De1,2y3,R+S<E. M 


27 (Suma directa). Dado un espacio vectorial E y k subespacios 5; C E, se dice que E es la suma directa 
de estos subespacios y se escribe 
Е = 5:050 ::.05, 
si: 
e Е = Si 4- $5 4---- S, esto es, todo elemento w € E tiene la forma 
№ = di d dro 


con iij; € S; para cada i = 1,2,...,К. 


e SjQ(Si--$5--S;1)m {08} Vi, 2<i<k. 


Probar que E es la suma directa de los subespacios $1,...,$, si y sólo si todo vector w Є E se puede 
escribir de manera única como W= iij +--+ kg, con й; € Spi = 1,...,К. 
k k 
DEMOSTRACIÓN M (=) Si E es la suma directa de los subespacios S;, y W = ky Иг у V; con iij, V; € S;, entonces 
i=l i=1 


k—1 
UL — Vi =-Y (ui; — Vj) ESEN(S1+---+8%-1) = {06} 


11 
por tanto zi, = Vx. Luego, 
2 


i.i — = У (li — 9) € Scan ($1 8,2) = {бк}, 
Est 


de donde й; = ў. De manera análoga se prueba t; = v; para los otros índices. 


(<=) Claramente E = 5 +-+- + 5. Sea й € (S1 4-48; 41) 1j, entonces existen й; € S; tales que 
ii = iip +-+- dj. Luego 


бк = i; -- 60314 (0) +02 +---+08; 
== 


kj 
y por la unicidad de los términos, se desprende que ti; = Ок = i Vi. 


28 Sea 91, el espacio de matrices cuadradas de orden n; del ejemplo 3.25 (pág. 143) el conjunto 51, de 
matrices cuadradas simétricas de orden n, es un subespacio de M.,. 
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(a) Sea S5 el conjunto de matrices cuadradas A de orden л que son antisimétricas; esto es, A' = —А. 
Probar que $5 es un subespacio de M,,. 


(b) Demostrar que W, = S1 S». 


DEMOSTRACIÓN M (a) Claramente С Є 52. Si A,B € S2 уа, 8 E R, entonces 


(0А + ВВ) = aA! + BB! 
= e(-A)4- B(-B) 
= —(oA + BB). 
Lo cual prueba que $5 < Wp. 
(b) Sean A € M,, М, = 4A + 1d y M5 = JA— ŽA". Claramente A = M, + M3, y puesto que 
Mi 
M; 


(3A+ А”)! = A -jA- Mi y 
(4A — 14! = +А'— 4A = —М», 


se tiene que M; € Sı y М» € $5; con lo que se ha probado que M, = 5 + S2. Si М € S185, 
entonces M' = M y М' = —M, de donde M = —M; por tanto, M = 0; es decir, S1 N S2 = {0}. 
Luego M, = 51 Ф S2. M 


29 (Espacio cociente). Sean E un espacio vectorial y S C E un subespacio. 
(a) Se define la siguiente relación entre los elementos de E: 
lc Vo u—VvES. 


Probar que esta relación es de equivalencia; esto es, (i) ii ~ й Vii € E (reflexividad); (ii) si 
ii, V € E, И ~ V => V ~ И (simetría); (iii) si i, V,w € E, i ~ V,V ~ W => И ~ w (transitividad). 
(b) Para cada u € E, el símbolo [а] representa la clase de equivalencia del vector и; es decir, el 


conjunto de vectores que están relacionados con и. Probar que dos clases de equivalencia o son 
disjuntas (su intersección es vacía) o son iguales. 


(c) Si 
E/S = ([u]| i e E}, 
se definen 
а = [+9 
y 


alij = [odi] 


para cada [ii], [v] € E/S y para cada a € К. Probar que las operaciones [x] + [V] y a[i] están bien 
definidas; esto es, que no dependen de los representantes de cada clase de equivalencia; o sea, 
que si [4] = [u^] y [V] = [5], entonces [t+ V] = [t +v"] y [ou] = [oui]. 


(d) 


DEMOSTRACIÓN Bi (a) 


(b) 


(c) 


(d) 
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Probar que E/S, junto con las operaciones definidas en el inciso precedente, es un espacio vec- 


torial (llamado espacio cociente del subespacio S). 


Sean ii, V, w vectores arbitrarios de E. 


(i) i — ii = Ок € S, porque S < E. Por tanto й ~ й. 


M. mere eg "e porque SCE) , _, "— 
(i) 4c» v2 0-те TS desc 
xxr йс de RU. m. e DEL cup E (porque S<E) ., 2 
(ii) u~ Vy V~ и И 7,0—0 Є 5 = ^g 


= (@ 


W)eS-icw. 


Si ú,veE y [u] A [V] 4 0, entonces existe w € E tal que ii  W y W ~ v; lo cual implica ii ~ v; por 
[v]. 

Sean ii, ii^, V, V' € E tales que ii ~ ii^ y V ~ Y (esto es, [и] = [17], [V] = [V/]). Entonces ú—uú' € S 
y V— V' € S, y puesto que 5 < E, se tiene (ii + V) — (и 4- V^) € S, lo cual implica ii 4- V ~ u^ +V’; 
por tanto, [ú + v] = [u' + V]. Si ú ~ ui, entonces i — ii" € S y, уа que este último es subespacio, 


tanto, [z] 


se tiene odi — ой’ € S; por lo que [au] = [oui]. 


Sean ii, V y W vectores arbitrarios de E y a, 5 cualquier par de números reales. 


1. Claramente [t] + [V] = [i + V] € 5 
2; [и] + ([] +[w]) = [a] + [7+] 
(1 + (v+ww)] 
= [(ú +1) +] 
[i + V] + [w] 
3 (+15 = [+ 
= [+] 
= [v] + [u]. 
4. (Note que [бк] = S.) [äi] + [Og] = [ii +0] 
zu 
5 li] + [4] = [08] 
6. Por definición, |] € E/S. 
7 a(Blii]) = alpi] 
= [0(8u)] 
= [(ap)i] 
= (а68)[4]. 
8 (a +8)lú] = (oc Bü] 
= [ou 4- Bu] 
= [ei] [Bi] 
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9. a([u] --[V]) = alt +y] 
= [a(uú+v)] 
= [ой + оў] 
= [osi] + [av] 
= a]u] + a[v]. 
10. ig] = [14 
= [и]. 


Los incisos 1 a 10 implican que E/S es un espacio vectorial. Ni 


30 Sea Л un conjunto no vacío y $4, А Є A, una familia de subespacios de un espacio vectorial E. Sea 
= A 5. = (d € E|u € S) para todo À € A}. 
ACA 


Probar que S es un subespacio de E. 


DEMOSTRACIÓN M (a) Puesto que 5, < E VA € A, Ов € Sa para todo A; por tanto Da ES. 
(b) Seand,veS ya c К. 
(i) Ya que ii, V € S) < E para todo A, se tiene ii -- V € 5) < E para todo A, у en consecuencia 
u+vES. 
(ii) dE S = ii ES, para todo А y como $5 < E, aii € $4 VÀ € A; por tanto, adi € S. 
De (a)y(b),S<E. Ш 


31 (Subespacio generado por un conjunto). Sean E un espacio vectorial y C C E. Se denota por .Z'(C) 
la intersección de todos los subespacios de E que contienen a C. Por el inciso anterior (С) es un 
subespacio de E, llamado el subespacio generado por el conjunto C. Probar que (С) es el menor 
subespacio que contiene a C; es decir, que cualquier subespacio que contenga a C contiene también a 


HC): 
DEMOSTRACIÓN MI Sea W < E que contiene a C, entonces 
W € {У |V es subespacio de E y C C V} = ^; 
luego, si ú € -Z (C), que es la intersección de todos los elementos de A, ii € W porque W Є A; por tanto, 
ZL(C)CW. E 
32 Sea (С) como en el inciso anterior. 


(a) Determinar -X (0). 


(b) Probar que si C Z 0, entonces -X (C) es el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales 
de elementos de C. 


(c) Mostrar que si C = (iii, iio, .. . i5, ), con los t; € E, entonces 


AC) SS gn(ii; ii», . . sln) 
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Solución (а) El subespacio trivial {Ók} está contenido en todo subespacio de E, y 0 C (05) (porque 


el conjunto vacío está contenido en cualquier conjunto); por tanto, 2 (0) = (Og). 


(b) Sea S el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de vectores en C; esto es, V € S si 


y sólo si existen 1¿¡,..., 14 E C y a; € R, i = 1,...,К, tales que V= Xa ои. Como C es no vacío, 
tiene por lo menos un elemento i/; por tanto, бк = 07 € S. Si V; = Y^ a;l; y Vo = У" BW; 
р “р О, UE = Vu . 91 V1 — 2-4 UU; Y Va = Ai PiWi 


pertenecen a S, y a,b € IR, entonces los ii; y los W; pertenecen a C; por tanto, 


k m 
ay, + by = a Y odii; +b Y Bis; 
i-l 


[E 


(ао) + УА € Se 


1 i-1 


Ms 


1 


Lo cual demuestra que 5 < E. Claramente C C 5 (si и € C, ii = lii € S). Sea W un subespacio 
que contiene a C, entonces si У = 33 ой; € S, los ij; € C C W; por tanto (ya que W < E) 
y = У^ ай € W; luego 5 C V para todo subespacio V que contiene a C, lo cual implica S = 


(0). 


(c) Es inmediata del inciso anterior у de la definición de gn(uj,...,4,). Y 


33 Encontrar condiciones sobre a,b,c para que el vector (a,b,c) pertenezca al espacio generado por 


й =(1,-2,1), ú=(2,-1,3) y в = (-3,0,-5). 


¿R3 está generado por iij, iio, Из? 


Solución (a,b,c) € gn(u,, 42,13) si el sistema хуй + хоз +x343 = (а,Ь,с) es consistente y ya que 


1 2 3 a 1 2 -3 a 
—2 —1 0 b ~ 0 3 —6 2a+b 
] 3 —5 c 0 1 -2 c—a 
1 2 —3 a 
~ 0 1 -2 c—a 
0 3 —6 2a+b 

1 2 -3 a 

~ 0 1 -2 c—a |, 
0 0 0 5а+Ь—3с 


esto sucede si 5a 4- b — Зс = 0. Por tanto, R? no está generado por iii, ii», Из; pues, por ejemplo, (1,1,1) € 
en(ú,, 42,13) ya que 5(1) - (1) -3(1) 230. Y 


34 Probar que gn(1,x) = gn(2 + 3x,x). 


DEMOSTRACIÓN W 


1 = a(2+3x) + bx > 
1 = 2a+ (3a +b)x = 
1 3 

a 2 Bee 


por tanto, 1 € gn(2 + 3x,x). 
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x = a(2+3x) +bx > 
2a 4- (3a - b)x > 
a=0yb=1; 


X 


por tanto, x € gn(2 + Зх, x). Así que gn(1,x) C gn(2 + Зх, x). Por otra parte, 


2+3x =2:1+3-x, 
ax E41, 


por lo que 2 + 3x,x € gn(1,x); luego gn(2 + 3x,x) C gn(1,x). Por tanto, 


gn(2+3x,x) = gn(1,x). Ш 
Dependencia e independencia lineal 


35 Sean fi(x) = 1, р(х) 2 e* y Al) =e”*,conaf0,b40yafb; y J=R. 


(a) Probar que las funciones fi, f? y Б son L.I. en J; es decir, еп F (J), aplicando directamente la 
definición 3.15 (pág. 151). 


(b) Demostrar que las funciones fi, f2 y f3 son L.I. en J utilizando el wronskiano de estas funciones 
(cfr. ejemplo 3.44, pág. 155). 


Solución (а) Sean a1,07,03 € R tales que 
a:1+0:e "+03 20 VxcR; 


esto es, 


оа Боде“ +a =0 Vx € В. 
En particular, si х = 0, x = 1y x = 2 se tiene, respectivamente, 


01 3 0254-03 = 0, 
оп + оде“ cose? = 0 y 


ai - age? + озе? = 0. 


Y puesto que 


1 1 1 1 1 1 
pou g ~ 0 e-1 e-1 
] a e” D] SUI 
il 1 1 
a [6 1 E 
0 22-1 e*-1 
1 1 1 
ы (ad == , 
0 0 (l= e е) 


уа +2 0,bz 0,az b, se debe tener o, = оо = аз = 0. Por lo que fi, f y f5 son LI. en J. 
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(b) Para cada x € J, 


W(fi.fo.fa)x)—| 0 ae" be 


En particular, 


il 
W(fi.fz,fs)(0) = : 


pues a Æ руа 2 0,b £ 0. Luego fi, f; y fasonL.LenJ. Y 
36 Sean 
-1 2 1 2 3 1 —4 1 1 
А | 2 3 1 в=| 7 1 1 3 ee 5 -7 al 
Determinar si A, B y C son L.I. o L.D. en 9905.5. 


Solución Las matrices son L.D. si el sistema 
aA +B -- 03C = 6 


tiene solución no trivial; el cual equivale a 


=01+209-%4a3 201+30+03 о+о+оз |_|0 00]. 
mE S |* 


2a, — a2 + 505 —3aı Бао = 703 о +a: + оз 
es decir, 
—o, +202 — 4аз = 
2а + Зоо +03 = 0 
о Боз Баз = 0 
201 — a2 + 5оз = 0 
—301 Боо — Таз = 
от Боз Баз = 0 
Ү сото 


ан Ll sl Y 4 Al. Y 4 
2 $ 4 0- 7 29 0 qe 
UY 4 4 Ü 33 W Ü 
2e. URDU а а ер о зар" 
сз A- D s 3 00 0 
i X 4 0 3o 00 0 
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se tiene 
О] —2r —2 
оз | = r | = 1 
Q3 r Ї 
Así, el sistema oA + o2B J- o3C = © tiene solución no trivial (por ejemplo o = —2,00 = 1 = аз); por 


tanto, las matrices A, B y C son L.D. еп 9,3. Y 


37 Determinar si los polinomios p = x? — 4x? -2x +3, q = х? +21 4х 1 y r = 2х3 — x? -- 3x 4-5 son 
L.I. o L.D. en P3. 


Solución Se requiere encontrar escalares о, аә y оз tales que 
04 p 4- o2q + oar = 0, 


donde О es el polinomio constante cero; esto es, 


(ол +0 +203) + (40 +200 — аз)? + (201 + 402 +303)x+301 — a2 4-503 = 0 
que equivale, por igualdad de polinomios, а 


а +оо +203 = 0 
—401 +200 – оз = 0 


2a, +405 + Заз = 0 


Зо = оо + 503 = 0 


Puesto que 

1 1 2 1 1 2 
—4 2 —1 0 6 7 
2 4 3 0 2 —1 
3 —1 5 0 —4 -lI 
| b: E. 3 | 

0 2 —1 

0 6 7 

@ =4 =I 

Ml 2 

0 2 -1 

= |0 0 10 

0 0 —3 

1 1 2 

0 2 -1 
0 0 10 |? 

0 0 0 


se tiene que o; p + @2q + oar = 0 tiene por solución o = o? = аз = 0, por lo que p,q y r son L.I. en 
Р;. и 


38 Sean ii, и? y йз vectores L.I. en un espacio vectorial E. Probar que V, = 511, V2 = Зи — 0 y Va = ii + i3 
son también linealmente independientes. 


SECCIÓN 3.6 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 195 


DEMOSTRACIÓN BI Sean o,,05,05 € R tales que 
04V, +оо + a373 = Ок, 
entonces 
(504 +300 +03)ú1 + (07) 42 + aziz = бк, 
y puesto que 1, 100 y из son L.I., 


5a14-3a5 +03 = 0 
—Q? = 0 


Q3 ex) 


de donde а = а> = аз = 0. Luego |, i y из son L.I. Ш 


39 Sean iij, ii; € R” vectores L.I. y A € W, una matriz no singular (invertible). Demostrar que V; = Atı y 
V5 = Ail? son también vectores L.I. 


DEMOSTRACIÓN M Sean o; y œ escalares tales que 
QV + a2V» = Op», 
esto es, 


Den = o (Adi) + oo (Ад) 


= A(oii + сой). 


Como A es no singular, la anterior igualdad implica 


> 


aii + 027 = А Ов" = Ови, 
y dado que iij y ii) son vectores L.I., se debe tener o, = œ = 0; por tanto, V; у v; son L.I. Ш 


40 Sean E un espacio vectorial, 11,...,#, vectores en este espacio, y 5 = gn(ú,,...,1x). Demostrar que 
los vectores i/; son L.I. si y sólo si todo vector i/ € 5 se puede escribir como combinación lineal de los 
vectores и; de manera unívoca (esto es, si ij = se, au; y d = уз Ж b¡ú;, entonces а; = b; Vi). 


DEMOSTRACIÓN M (=) Si los vectores t; son L.I. y ii = xa аш = SE bjii;, entonces 
Ов = YE adi; — Xt, aii; 
= Yi ¡(a — bi)ii; 


implica а; = b; Vi = 1,...,k. (<=) Sean а; escalares tales que Es а; = Or. Si todo vector de $ se puede 
escribir de manera unívoca como combinación lineal de los vectores 17;, en particular Ок = xa 01;; por 
tanto, а; = О para todo i = 1,...,k. Lo cual prueba que los vectores и; son L.I. Bl 


41 Probar que las funciones fi(x) = cosx, f(x) = cos2x, fa(x) = cos3x y fa(x) = cos4x son L.I. en 
J = (—оо,оо); es decir, en F (J). 


196 CAPÍTULO3 | Espacios vectoriales 


cosx cos2x cos 3x соѕ4х 
— Ш w( TS —senx  —2sen2x  —3sen3x  —4sen4x 
Pis fof, fa)(x) = —cosx —2?cos2x -—3?cos3x -—42cos4x 


senx 2? sen2x 33 sen 3x 4? sen4x 


2 gy Ay 
2 2 
2 2 
EET 
W (fi; РР, fa) (1/4) = 
y2 0 „у? 42 
2 2 
v2 V2 
as 23 337 
2 ? 2 ? 
ї O. =] =i 
2 
ET; =й. 2 -=3 0 
^13 =й to 3% 24? 
1 325? 35 o 
L © =l =i 
2 
(92 0 = =й ej 
ED 2 0 8 15 
0 8 28 | 
Dod; =i -el 
5 
_ [М2 б =й d шш] 
E 0 0 8 15 
0 0 12 —3 
2 
2 
E ($) (-2)(-24— 180) 


= 204 £0. 


Ya que el wronskiano de estas funciones es distinto de cero en un punto de J (cfr. ejemplo 3.44, 
pág. 155), fi, fa, Ву fa son L.I. en = (—оо,со). B 


Bases y dimensión 


42 Demostrar que el conjunto infinito U = {e*,e™,...,e"™,...} es L.I. en .Z (R), el espacio de funciones 
F:RR. 


DEMOSTRACIÓN BI Sea F un subconjunto finito cualquiera de U, entonces F está contenido en un conjunto de la forma 
Е, =1fe*,e*,...,e"*) para algún entero positivo n; luego es suficiente probar que este último conjunto 
es L.I. para que F sea L.I.; por tanto, U también. Se procede por inducción sobre n: si n = 1, entonces 
Е, = (e^) que es L.I. porque f(x) = е“ no es la función constante cero. Sea п un entero mayor a 1 y 
suponga que el conjunto Р, = Ter e. EE ge m) es L.I. Sean aj, i = 1,2,...,n, escalares tales que 


43 
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aje” +e” +- +a qa а a =0 (ID 
para todo x € IR. AI derivar la precedente igualdad se obtiene 
йна Зона ены (n— Da, ле" + поле" = 0 (12) 
para todo x € IR. Al multiplicar la igualdad (L1) por n y restar con la igualdad (L2) se produce 


oa (n — 1)e* -- oo (n — 2)e? +: + os a(n— (n— 1))е— =0 


para todo x € В. Por hipótesis de inducción las funciones e", e?*,..., e"-U* son L.I., y puesto que 
n № 1,...,n— 1, la igualdad anterior implica 
04 =.09 ==: = Op=1 =0: 


Luego, al sustituir estos valores en (L1) se desprende que 
оле” —0 Vx em; 
y por tanto (ya que f(x) = е" no es la función constante cero) а, = 0. Lo cual prueba que las funciones 


e", = 1,...,п, son L.I. en F(R) para todon. Ni 


Sea P, el espacio de polinomios de grado a lo más n y 


S= {рєР, |р(0) = 0). 


Mostrar que S < P, y determinar dim(S). 


Solución (1) Claramente el polinomio constante cero, 6, satisface 0(0) = 0; por lo que 0 € S. (2) Si 
p1,p2 € S, entonces pi(0) = p2(0) = 0; por lo que pi(0) + p2(0) = 0; por tanto, ру + p2 € S. (3) Si 
p € S y a € R, entonces ap(0) = a0 = 0; por tanto, ар € S. De (1), (2) y (3), S < P,. Los polinomios 
D NETS le pertenecen a $ y son L.I. (pues forman parte del conjunto L.I. 1, х,...,х"). Si рє 5, х= 0 
es raíz de p; por tanto, existe un polinomio q de grado a lo más n — 1, q = ao + aix +- ++ d- a4 1x" 5, tal 


que 
р= х9 
2 
= agx + aax^ + + + ay ax". 
Luego los polinomios L.I. x, 32,...,x" generan a S, por tanto forman una base para este subespacio; 
así que 
dim(S) =n. Y 

Sean a, 8 Є К un par de números reales con 8 4 0. Sea S el conjunto de sucesiones de números reales 


que satisfacen la relación 
Xn4+2 F ОХһ + Вх, = 0 Уп e 


(a) Mostrar que 5 < R”. 
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(b) Probar que si A, yu € R son raíces distintas del polinomio X? + aX + 8 = 0, entonces las sucesio- 
nes и = (un) уу = (v,), сопи, = A” y v, = и", pertenecen a S. 


(c) Demostrar que {u,v} es una base de S. 


DEMOSTRACIÓN Bi (a) Claramente la sucesión constante cero satisface la relación (*). Sean х = (xn) y y = (yn) un par 
de sucesiones en S y a,b € R, entonces, 


аХхп+2 + Буп+2 + a(axn+1 s Dyn+1) us В(ах„ 3 byn) = a(Xn+2 + ахь + Ва) 
+b(Yn+2 + ауп + буп) 
a0+b0 

0; 


por tanto, ax 4- by € S. Lo cual prueba 5 < К. 
(b) Puesto que A es raíz de X? + aX + 8 = 0, se tiene 


илз + y a + Buy = М? Eo + BU 
= X (X aA f) 
= А.0 
= Vn. 


Análogamente se prueba que v,, +2 + ау + Bv, = 0. Así u,v € S. 


(c) (i) Dado que 8 4 0, se concluye А Æ 0, u 4 О. Sean a,b € К tales que au + bv = 0. Entonces 


а+ђр = 0 y 
aM +bp2 = 0. 


Al multiplicar la primer igualdad por — џи у sumarla con la segunda se obtiene 
aA(A — и) — 0, 


y puesto que А Æ 0, =0 y А Z и se desprende que a = 0 y b = 0. Luego u y v son L.I. 


(ii) Dado que A y и son raíces de la ecuación cuadrática X? + aX + В = 0, satisfacen 


== An у 
poss Ap 


Sea x = (x,) € S. Sean C¡,C, € R las únicas soluciones del sistema 


СА+ Ош 
CM FON = xy; 


ХІ 


esto es, 
ИХ — X2 
C; = ———— 
A(u— А) 
— Ах 
is X2 1 
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Por construcción de С y С», 
Xn = C P TO pu 


se cumple para n — 1 y n — 2. Sea k un entero mayor a 2 y suponga que la precedente igualdad 
es válida para todo entero m con 2 « m < k — 1. Entonces, por (*), 


Xy = —0Xg1 — #х—2 
= (A+ un) — Axa 
= (A+ (CAF! Cu) — Au(C1A? + C52) 
= CA Og C A ur Ou AX-0 – Cap 
= C o. 


Se sigue por inducción que (**) se cumple para todo л; por tanto, x = Ciu + Су para todo 
x € S; es decir, u,v generan a S. W 


45 Sean R,S un par de subespacios de un espacio vectorial E de dimensiones finitas r y s, respectivamente. 
Mostrar que 


dim(R + 5) = dim(R) + dim(S) — dim(RNS), 


donde А + 5 es la suma de estos subespacios definida en el ejercicio resuelto 26 de esta sección y RA S 
es el subespacio formado por la intersección de los subespacios А y 5 (cfr. ejercicio resuelto 30). 


DEMOSTRACIÓN BI Sean (;,...,1¿) una base de RN 5. Puesto que RAOS < R y RAS < S, se puede completar, me- 
diante el proceso dado en la página 167, ésta a una base {й,... Озе de R y a una base 
[dr Des fio. fo) de S. Sea ii -- V € А + S, entonces 


para algunos escalares a, ĝi, y 


para algunos escalares о“, "уг; luego 
k 
d+ = 2 loto ue ane Yd 
i=l i=l 


lo cual prueba que R + 5 está generado por los r+ s — k vectores ii, . . ., ig, €1,..., €, js fis- <- fs i Sean 
Qi, Dj, ^y; escalares tales que 


k Гаа" Sk А 
Уай + У Bie + Y vfi = Ок 
i=l i=l i=l 


De donde 


df = Yon й Yon ER; 
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por tanto, 


sk o _ 
2 y;f; ERAS. 
El 

Así que existen escalares —ó; tales que 


s—k k 
LU ULM 
= 


i=l 


por ende, 
k s—k К » 
Y 5 + Y vifi = 0. 
i=l i-l 
Como los vectores u;,...,Ux, /,..., f, . son L.I., se debe tener entonces que los escalares y, son nulos; 
por tanto 
k r—k E 
Y, odi; + У, Ве; = Ок 
i-l i-l 
y ya que los vectores 1;,...,Ux,é1,...,€,- SON L.I., se tiene que los escalares a, 8; son también nulos. 
Se ha probado así que los vectores 1;,...,Ux, €1,...,€r-k> fis- --, fs-x forman una base de R+ S, por lo 
que 


dim(R +S) = r+s—k 
= dim(R) +dim(S) —dim(RN S). Ш 


46 (Ecuación de un subespacio de R”). Sea S el subespacio generado por (1,2,1) y (—1,2,2). Encontrar 
un sistema homogéneo Ax = Ük tal que su espacio solución (espacio nulo) sea el espacio S. A dicho 
sistema, AX — бз ‚ se le llama ecuación del subespacio S. 


Solución Un primer método: Si (x,y,z) € S, entonces 


(x,y,z) = a(1,2, 1) +b(-1,2,2) 
(a—b,2a+2b,a+2b); 


І 


por tanto, se debe tener 


a=b:=x 
2a+2b = y 
a+2b = z; 

que implican 
y—-2x = 4b 
z=% = ЗЬ; 

por ende, 
2x—3y+42=0 


es la ecuación del subespacio S. 


SECCIÓN 3.6 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 201 


Un segundo método: Si (x,y,z) € S, entonces (x,y,z) es combinación lineal del par de vectores L.I. 
(1,2,1) y (—1,2,2). Así que si A es la matriz cuyas filas son estos vectores, al llevar a forma escalonada 
la última fila debe ser nula: 


1.2 1 1 2 1 
=ї 2 2 ~ 0 4 3 
X y z О y-2x z—x 
1 2 1 
~ 0 4 B ; 
0 0 2x—3y-4z 
por tanto, 
2x —3y-F4z = 0 


es la ecuación del subespacio S. Y 


47 Sean Sı = gn((1,0, — 1), (1, —1,0)) y $5 = gn((2,1,0), (—2,0, 1)). Hallar: 
(a) Una base y la dimensión de S; + S5. 
(b) Una base y la dimensión de S; (185. 


Solución (а) Sı + S2 está generado рог (1,0, — 1), (1, — 1,0), (2, 1,0), (—2,0, 1) y puesto que 


1 L2 =2 1 I 2 2 
O =i 1 0 |] 0 = 1 0 
=l 0 0 1 ~ 0 3 =l 


una base para este espacio es {(1,0,—1),(1,—1,0),(2,1,0)}. Por tanto, dim(S; + 52) = 3; es decir, 
Si +82 = R3. 
(b) Dado que 


1 0 —1 t 0 =l 
D =l 0 ~ O =I 1 
x y га 0 y x+z 
1 0 =k 
~ 0 —1 1 ; 
0 0 РУР 
una ecuación para el espacio $ es 
x+y+2=0. 
Puesto que 
21.0 2 1 0 
=2 0 1 ~ 0 1 1 
X ý% Z 0 2y-x 2z 
2 1 0 
~ 0 1 1 Н 
0 0 x-—2y+2 
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una ecuación para el subespacio S5 es 
2927 =; 


Entonces los vectores (x, у, 2) que pertenecen a Sı N S2 son las soluciones del sistema homogéneo 


х+у+ = 0 
x-29+2 = 0. 
Y ya que 
1 1:1 1 И! 
1 -2 2 Q =3 L? 
se tiene 
à E „4 
als] [sel 3 
© 2 1 


Por lo que una base de $, NS, es ((—4,1,3)) y йїт(5; 05) =1. v 


En los ejercicios 48 a 51, X es un conjunto no vacío, y .Z (X) es el espacio de funciones con dominio en 
X y valores en IR; si A C X es un subconjunto de X, se definen 


(x) lsixcA; 
Xx] = 
d 0, si x A. 


(La función x4 se llama función característica o indicadora de A) y 
FA—-ife.(X)|f(x) 20vxeX-—A). 
48 Probar que F4 es un subespacio de F (X). 


DEMOSTRACIÓN Bi (1) La función constante cero, 0, satisface 0(х) = 0 para todo x € X, en particular es nula en todo 
x € X — A; luego 0 € Fa. (2) Si а, B son un par de escalares y f,g € Fa, entonces f(x) = g(x) = 0 para 
todo x € X — A. Por tanto, 


(af + 88)(х) =0f(x) + 8g(x) =0 VxeX—A; 
lo cual prueba que af + 8g € Fa. De (1) y (2) se concluye que Ед < F(X). E 
49 Si Aj,..., A; forman una partición de X; es decir, X = Ai U--- UA, y A;NA; = 0 si i 5 j, demostrar que 
F(X) = FA, 9: OF. 
esto es, F (X) es la suma directa (cfr. el ejercicio resuelto 27 de esta sección) de los subespacios F4,. 


DEMOSTRACIÓN M Sea f с F(X), entonces 


J =xaf Н ХА Ў. 


50 


DEMOSTRACIÓN 


51 


52 
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En efecto, si x € X, existe un único r tal que x € A,, luego 


Ga, f )(x) = xa (x) f(x) = 1- f(x) = f(x) 


(xa, PG) = xa (0) f(x) =0- f(x) 20 sii#r; 
lo cual prueba que f = xt 1 XA; f. Por otra parte, si x @ A;, entonces 
(xa. f) (9) = xa Q9. f(x) =0- f(x) = 0, 


lo que demuestra que x4, f € Fa,- Supongamos que f| +-+: + f; = 0, la función constante cero, con 
fi € Fr, Sea x € X y г el único subíndice tal que x € A,; entonces f;(x) = 0 Vj = r. Luego f,(x) = 
Л(Ох)+ M fex) +: f(x) =0 y, por tanto, f(x) = 0. Lo cual prueba f, = 0 Vr = 1,...,k. Así, toda 
función f € F (X) se puede escribir en la forma f = fı +--*+ fi, con f; € F4, de manera única. Bl 


Si los conjuntos A;, i = 1,...,k, forman una partición de X, probar que las funciones xa, son L.I. 


Ml Sean los escalares o; tales que 
1x4 (х) орд (1) 20 VxeX. 
Sea x; € Aj, entonces 


0 = оха, (х) + oxxa (x) 


= Qi. 


Luego las funciones xa, son L.I. BM 
Si X es un conjunto finito, X = {х1,..., ху }, hallar una base y la dimensión de .Z (X). 


Solución Sea f € F(X) y c; = f (xi) para cada i. Por los ejercicios precedentes, ya que los conjuntos 
ixi) forman una partición de X, las funciones y, son L.I., y 


T =X] tct Xi 


es decir, 


F=C1X4x) Fo сор: 


Por lo que (x). .... X() es una base de F (X); por tanto, 
dim(F(X)=k. Y 
Espacios vectoriales complejos 


Sea 5 = {2 = (21,22,23,24) € C^ | zi = (1 +i)z2 — ісз = z2 — z4 = 0). Mostrar que 5 < C^ y encontrar una 
base y la dimensión de S. 
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Solución Los vectores 2 = (21,22,23,24) € < satisfacen las relaciones zı = 0, z2 = iso -(i-i)an 


У 22 = 24; es decir, 


Zi 0 0 
1 E 1 1 
© arar 7 Fal 
р E LE +20 ; reC 
Z3 p 1 
a] Les] Lat 


Con lo que 5 = gn((0, 1 + 1i, 1, $ + 31)); luego S es un subespacio de С“, una base de 5 es 
((0,5 + 551,5 31)) y dim(S) =1. Y 
53 Determinar si los vectores Z; = (1+1,2—1,1), 2 = (3+21,2—21,1) y 23 = (1,2, ^i) son L.I. o L.D. en 
e. 


Solución Dado que 


itr 343 i 1 1 i 
2-4 3-953 a (2s 3 
1 Io s Та 343r `1 
ї Л = 
&e Dd. e pni 
8 Zar X 
1 1 = 
& ko d 25 
dei 4 
ї 3 —i 
а үй A 
б 24i i 
КЕ = 
a o t 2 
0 0 7=3i 


el sistema о + 09% +32 = (0,0,0), a; € C, tiene únicamente la solución trivial оу = ол = оз = 0, 
los vectores 21, Z2 y 23 son L.I. Y 


54 Sedit m A AE A A (25 02- 
3i, — 1); encontrar una base del subespacio S = gn (Z1, 2o, 25,4) en С“. 


Solución Puesto que 


Li 1 rv MET i-i 1 jas =j 
i 1 3-22 i 1 b S3 4 
2i 2i 2i 2438 ~ 2i 2i 2i 24-3i 

=й 14% «544 ч == 43 054134. =i 

1 NE =l 
[=] 1 E ET. 
с 2i 2i 2i 2 3i 


—Lb—20. 143 59.190). =l 


55 
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E i —24-3i = | 
йб = - 1=%H 
~ D LE 0448 245 
Ọ di -fp 801 
LL $ SE =i 
0 1 3 24 
~ 0.0 0 -i 
0 0 0 4 — 9i 
LE — =i 
0 1 3 24-1 
~ 0 1 
0 0 0 4 — 9i 
1.92 es =] 
0 1 3 2+1 
Е 0 0 0 j| p 
0 0 0 0 


los vectores que corresponden a columna con pivote en la forma escalonada forman una base para $; es 
decir, {2,2,4}. Y 


Sea M (C) el espacio vectorial de matrices 2 x 2 con componentes complejas у 
8 = {А == (а:;) [ац + = 0). 
Comprobar que $ es un subespacio vectorial de M, (С), y encontrar una base y la dimensión de S. 


Solución Dado que toda matriz A Є S tiene la forma 


es evidente que 


ll IO: 


por lo que S < 90 (C). Por otro lado, si a,b,c € C son escalares tales que 


lo ^ Jnlo о) 000) [0 0) 


a b |100 |. 

c-a| (007 
de donde a = b = c = О; por tanto, estas matrices son L.I. en 970 (C). Luego estas matrices forman una 
base de S; por ende, dim(S) 23. Y 


se tiene 
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56 Sea C? el espacio vectorial de vectores cuyos componentes son números complejos. 
(a) Probar que Z; = (1— ii) y 2 = (2,—1 + i) son L.D. en C?. 


(b) Sea E el espacio de pares ordenados (wi,w»), con у, и» € С, con la suma usual de vectores en 


C? pero con la multiplicación por escalares restringida a los números reales. Probar que 2, y Zo 
son L.I. en E. 


DEMOSTRACIÓN W (a) Sean а, 8 € C tales que az; + 82 = 0, entonces, 


por tanto, 


(=a t20 = 0, 
¡o+(-1+1)8 = 0. 


Y puesto que 


se tiene 


Por lo que 2; y 2 son L.D. en C?. 


(b) Sean o, B € R tales que oZ, + 222 = 0, entonces 


por tanto, 


a 4-28 — ia. = 0, 
=B+(a+B)i = 0. 


De donde o = 0 y 8 = 0; por lo que z; у 2 son L.I. еп Е. B 


57 Dado que C es un espacio vectorial es fácil probar que .Z (X,C), el conjunto de funciones f : X — С, 
es un espacio vectorial complejo para todo conjunto no vacío X. Sean X =R y р(х) =2+2icos(x), 
Р(х) = sen? (x) + ¿cos? (х) y А (х) = cos? (x) — isen? (x). Probar que fi, f у son L.I. en .Z (X,C). 

Solución Sean a, P," € C tales que afi (x) + B fa (x) + y (x) = 0 para todo x € R, entonces 
2a + Bsen? (x) + 4 cos?(x) = 0, 
20соѕ(х) + Всоѕ2(х) — ysen?(x) = 0 
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para todo x € К. En particular, si x = 0, se tiene 


2a+y = 0, 

20+ 8 = 0, 
уѕіх= п/2 

Za + 0 0, 


de donde а = 8 = y = 0. Luego fi, f2 y fs son L.I. en.Z(X,C). v 


3.6.2 Ejercicios propuestos 
El lector encontrará la respuesta a los ejercicios en cursiva en el apéndice E al final del libro. 
Geometría de los espacios IR" (respuestas en página 1077) 
En los ejercicios 1 a 21, i = (—1,2,4), V = (—1,0,2) y = (—3,4,5). 
1 Encontrar — ii. 
2 Calcular ||w||. 
3 Hallar й 4- v. 
4 Encontrar ii — 37 + 7w. 
5 Calcular У — 5%. 
6 Hallar 27. 
7 Calcular W— ii. 
8 Encontrar un vector paralelo a ii con la misma dirección. 
9 Hallar un vector paralelo a Y con dirección opuesta. 
10 Hallar w- v 
11 Calcular t - (3V + w). 
12 Encontrar (ii + V) - w. 


13 Encontrar el ángulo entre d y v. 
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14 Calcular el ángulo entre Y y w. 

15 Encontrar el valor de x para que (x, — 1,4) sea ortogonal a ii. 

16 Encontrar el valor de y para que (2, y, —3) sea ortogonal a w. 

17 Encontrar un vector no nulo que sea ortogonal a ii y a V utilizando el concepto de producto punto. 


18 Encontrar un vector no nulo que sea ortogonal a Y y a w utilizando el concepto de producto vectorial 
dado en los ejercicios resueltos 10 y 11 de este capítulo. 


19 Calcular ii x V y v x й. (Utilizar la definición de producto vectorial dada en el ejercicio resuelto 11 de 
este capítulo.) 


20 Encontrar (ў x v) - й. 


21 Hallar (ii x w) x v. 


En los ejercicios 22 a 25, ii x V es el producto vectorial (cruz) definido en los ejercicios resueltos 10 y 
11, ii, V, W son vectores cualesquiera de R?, у а es un número real arbitrario. 


22 Demostrar que ii x у= – (Ух ii). 
23 Probar que ii x (V+W) — iix V 4-u x w. 


24 Mostrar que (aii) x Y 


I 
E 
Xx 
2 
S 
| 
2 
En 
z 
x 


25 Demostrar que (ii x V) x = (ii 


zi 
z 
ems. 
= 
| 
~ 
= 
zi 
М 
E 


En los ejercicios 26 a 39, calcular el área o el volumen de la configuración dada en R? o RS, utilizar la 
interpretación geométrica del determinante del apartado 3.1.2 (pág. 117) y la definición e interpretación 
geométrica del producto vectorial dada en los ejercicios resueltos 10, 11 y 13 de este capítulo. 

26 El área del paralelogramo generado por los vectores (2,5) y (6,2). 

27 El volumen del paralelepípedo generado por los vectores # = (3, —2,4), V = (-2,3,5) y w = (1,2,5). 

28 El área del paralelogramo generado por los vectores (—3,5) y (2,4). 

29 El volumen del paralelepípedo generado por los vectores # = (—2,2,5), V = (3,0,6) y W = (2,4,2). 


30 El área del paralelogramo generado por los vectores (—1,2,—1) y (2,—3,2). 


31 El volumen del paralelepípedo con vértices (0,0,0), (1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1), (1,1,0), (1,1,1), (1,0, 1), 
(0,1,1). 
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32 El volumen del paralelepípedo con vértices (1,1,4), (2,3,7), (0,3,8), (0,0,7), (1,5,11), (0,4,14), 
(65 10561 ЖТ} 


33 El volumen del paralelepípedo con vértices (2,3,4), (3,5, 7), (3,4,1), (5,3,9), (4,6,4), (7,6,9), (6,5, 12), 
(6,4,6). 


34 El área del paralelogramo con vértices (2,2), (4,6), (7,3) y (9,7). 

35 El área del paralelogramo con vértices (—4, 1), (—2,6), (4,3) y (2, —3). 

36 El área del paralelogramo con vértices (1,0, 1), (3,1,4), (0,2,9) y (—2, 1,6). 

37 El área del triángulo con vértices (4,0,3), (—1,3,5) y (1,1, —2). 

38 El área del triángulo con vértices (1,—1,2), (3, —2, 1), (2,3,4). 

39 El área del triángulo acotado рог las rectas z +x=1,y+x=1lyyw+2z=l. 
En los ejercicios 40 a 58, # = (1, 2, 4,3,5), V = (-2,3,—1,2,—1) y = 2, 21, -3,1, —2). 

40 Encontrar — w. 

41 Calcular |||. 

42 Hallar ii + w. 

43 Encontrar 2i — 4V + w. 

44 Calcular y — 3w. 

45 Hallar 47. 

46 Calcular w — й. 

47 Encontrar un vector paralelo a ii con la misma dirección. 

48 Hallar un vector paralelo a Y con dirección opuesta. 

49 Hallar w- V. 

50 Encontrar t- V. 

51 Calcular и: (27 — 3%). 


52 Encontrar (ii 4- V) W. 
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53 Encontrar el ángulo entre y V. 

54 Calcular el ángulo entre Y y w. 

55 Encontrar el valor de x para que (x, 1,4, — 1,2) sea ortogonal a й. 

56 Encontrar el valor de y para que (—1,y,3, —2, 1) sea ortogonal а w. 

57 Encontrar un vector no nulo que sea ortogonal a ii y a V. 

58 Hallar un vector no nulo que sea ortogonal a ii y а. 

59 Sii = (-1,2,3) y = (2, —1, — 1), hallar d(ii, V) en R3. 

60 Sii = (2, —1,1,2) y V = (2, —3,4, —2), hallar d(ii, V) en R^. 

61 Encontrar la distancia entre los vectores (—3, —1,2, —2,1) y (5, —2,4,0,1) de R^. 

62 Hallar la distancia entre los vectores (—1,0, —2,5, —6,3,2) y (4,1,2,6,2, —2,1) de R7. 

63 Demostrar la propiedad de distributividad del producto punto en К” (propiedad 3, pág. 123); esto es, 
i-(V--W)-—u-V-cu-w У,у, Є". 

64 Demostrar la propiedad de positividad del producto punto еп R” (propiedad 4, pág. 123); esto es, 


ú-4>0 VucmR"y 


— 0 5 i — 0g. 


= 
= 


65 Considerar la desigualdad de Schwarz (cfr. teorema 3.1, pág. 124) para el caso В, conii = (x1,32,X3) y 
V = (yi, ух, уз). En el caso de que uno de estos vectores sea el neutro aditivo, la desigualdad de Schwarz 
se traduce a igualdad. Si ninguno de estos vectores es nulo, probar que hay igualdad en la desigual- 
dad (3.6) si y sólo si uno de los vectores es múltiplo escalar del otro, por ejemplo v = Az. Utilizar la 
definición algebraica de producto punto prescindiendo del concepto de ángulo entre vectores. 


66 Demostrar que, en general, para cualquier par de vectores no nulos en R” |ú- y| = [|ul| ||V|| si y sólo si 
uno de ellos es múltiplo escalar del otro, por ejemplo y = Aii. 


67 Probar las propiedades 1, 2 y 3 del valor absoluto enunciadas en la página 126. 


68 Probar que para todo par de números reales, x y y, se cumple: 
(a) ||] — iyl] < w= yl. 
(b) |x-y| < xl bl. 


69 Encontrar la ecuación del plano que pasa рог el punto ii = (—1,2,5) y es ortogonal al vector N- 
(—3,2,4). 
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70 Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto ii = (2,—1,4) y es ortogonal al vector Ñ = (1, —2, 1). 


71 Encontrar la ecuación del plano que pasa por el punto ii = (3,—2,4) y es ortogonal al vector N- 
(1,1, —3). 


72 Encontrar la ecuación del plano que pasa por el punto ii = (2,3, —4) y es ortogonal al vector N- 
(1, —3,3). 


73 Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (—2, 1,3), (1,2, —2) y (2, —1,6). 


74 Encontrar la ecuación del plano que pasa por los puntos (4,1, —1), (—2, —1, — 1) y (6, —2,2). 

75 Encontrar la ecuación del plano que pasa por los puntos (2,3, — 1), (—1,—2,1) y (2, —5,7). 

76 Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (3, 1,2), (2,3,7) y (1, —3,8). 
Espacios vectoriales (respuestas en páginas 1077-1078) 
En los ejercicios 77 a 89, considere los conjuntos dados con las operaciones usuales de suma entre sus 
elementos y multiplicación por un escalar. Determine si (a) la suma es cerrada y (b) la multiplicación es 
cerrada en cada conjunto. 

77 La recta y = 2x — 1. 

78 El primer cuadrante del plano cartesiano IR. 

79 El conjunto de matrices cuadradas de orden 3 triangulares superiormente. 

80 El conjunto de matrices simétricas de orden n. 

81 El conjunto de funciones f : IR — R que son periódicas con periodo T (f(x-- T) = f(x) Vx). 

82 El conjunto de matrices invertibles de orden 3. 

83 El conjunto de vectores en R? que están contenidos en el plano x, z. 


84 El conjunto de puntos en el plano R? cuyas componentes son números racionales. 


85 El rectángulo О = [a,b] x [c,d]; es decir, el conjunto de puntos (x. y) tales que a < x € b y c € y € d, 
donde a « b y c « d. 


86 Los puntos dentro y sobre la esfera x? + y? +z? = 1; esto es, el conjunto de puntos (x,y,z) cuya distancia 
al origen es menor o igual a 1. 


87 El conjunto de matrices 2 x 2 que tienen todas sus componentes nulas excepto una. 
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88 El conjunto de matrices 3 x 3 cuya traza es cero; es decir, Td а; = 0. 
89 El conjunto de números reales que tienen la forma a + by2, con a,b Є R. 
En los ejercicios 90 a 97, determinar los conjuntos que, junto con las operaciones suma y multiplicación 
por un escalar ahí indicadas, son espacios vectoriales. Para los que resulten ser espacios vectoriales 
probar los 10 axiomas correspondientes, y para los que no, indicar mediante contraejemplos los axiomas 


que no se cumplen. 


90 R? con la suma usual de vectores, pero con la multiplicación por un escalar r definida por r(x,y,z) = 


(EEE: 


91 R? con el producto usual de un escalar por un vector, pero con la suma definida por (x, y) + (x1,y1) = 
(y -yr,x 4x1). 


92 El conjunto de matrices de orden 3 con la suma usual de matrices pero con multiplicación por un escalar 
definida, para cualquier matriz A, por rA = 6, donde Ó es la matriz cero 3 x 3. 


93 .Z (X) con el producto usual de un escalar por una función pero con suma definida por (f + g)(x) = 


máx f(x), а(х). 
94 El conjunto de matrices n x n triangulares superiormente con las operaciones usuales. 
95 El conjunto de matrices cuadradas de orden n que son diagonales con las operaciones usuales. 


96 R? con la suma usual de vectores pero con el producto de un escalar por un vector definido por 


а к іа = 0 


ох, у) 81050 
97 IR? con la multiplicación usual de un escalar por un vector pero con la suma definida por 
(х,у) + Gay) = Gc 2x1, y +3y1). 


98 Demostrar que R”, el conjunto de sucesiones (cfr. ejemplo 3.12, pág. 133), junto con las operaciones 


usuales de suma de sucesiones y multiplicación de un escalar por una sucesión, es un espacio vectorial. 


99 Mostrar que P, el conjunto de polinomios, con las operaciones usuales de suma de polinomios y multi- 
plicación de un escalar por un polinomio es un espacio vectorial (cfr. ejemplo 3.11). 


100 Probar la propiedad 9 del teorema 3.4 (cfr. pág. 138). 


101 Si E es un espacio vectorial, probar que 
(a) (—o)ii = —(ad) = a(—ii), para todo й € E y para todo escalar а. 


(b) a(u — V) = ou — av, para todo par i£, V € E y para todo o € К. 
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(c) Si ой = av y a 50, entonces ii = v. 


(d) Si ай — Pú y uA Ок, entonces о = B. 


(e) —(ú+v) = (и) + (—V) para todo par de vectores ii, V € E. 


(f) (a+ B)(u 4- V) = odi 4- oy + Bii + BV, para todo par de vectores i, v € E y para todo par de 
escalares o, 8. 


102 Sea X = (0,1) y F(X) el espacio de funciones f : X — R. Si f(x) = 3x+ 1, g(x) = 1--4Ax— x? y 
h(x) = x6* +2, probar que: 
(a) f = 8. 
(b) f+8 = Н. 
En los ejercicios 103 a 116, determinar si el subconjunto S es un subespacio del espacio dado. En caso 


de una respuesta afirmativa, demostrar rigurosamente la afirmación; y en caso de una respuesta negativa, 
indicar con un contraejemplo la propiedad o propiedades de subespacio vectorial que no se cumplen. 


103 S = ((—xy)|x.y € R} en R2. 


104 5 = (ii € IR" |las componentes de i/ son números racionales) еп R?. 
105 S = ((x, y) |xy > 0) en R7. 

106 5 = ((x,y,z) |2x -3y +z = 4} en R°. 

107 S = ((xi,32,3,x4) |х — 3x2 +2x3 — x4 = 0) en IR^. 


108 5 = {(х,у,2) |x? +y? - Z2 € 16) en R°. 


109 S=1(x,y)] -1<x<1,-1<y< 1) en R. 

110 S, el conjunto de matrices triangulares superiores, en el espacio Wt. 
111 S, el conjunto de matrices invertibles, en el espacio M,,. 

112 S = ((a,) | йт, an existe) en R” (el espacio de sucesiones). 


113 S = {(аһ)| нъ, а, = 0) en R”. 


114 5 = {(а,) | Кт, an = 1) en R”. 


115 S =4(a,)| an + За, +24p-2 = 0, п> 2) en R”. 


116 5 = (A |tales que tra(A) = 0} en 9Л„, donde tra(A) = Y а:97. 
il 
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117 


118 


119 


120 


121 


122 


123 


124 


125 


126 


127 


128 


129 


En los ejercicios 117 a 129, demostrar que el conjunto dado es un subespacio del espacio vectorial 
indicado. La continuidad y derivabilidad de las funciones en los extremos del intervalo se considera en 
forma lateral; es decir, continuidad y derivabilidad por la derecha en a y continuidad y derivabilidad por 
la izquierda en b. 


C*la,b] = (f : [a,b] —^ R| f es derivable con continuidad en [a,b]) en С[а, b], el espacio de funciones 
continuas en [a, b]. 


C"la,b] = (f : [a,b] ^ R| f tiene derivada hasta el orden n en |a, b]) 

С° а, = { f : [a,b] — R | f tiene derivada de todo orden en [a, b]) en Cla, b]. 

S — (f | a2 f" +a2f' +a1f = Ө}, donde 0 es la función constante cero, en C! [a, b]. 
5 = (an) | Ys. 4, converge) en К. 

S = (an) |У, |а, | converge) en К. 

S= (f : [a,b] > R| f? f(x)dx = 0} en Cla, b]. 


S={f:R Б | /еѕ par: f(—x) = f(x) Vx) en F (R). 


S—(f:RoR|f esimpar: f(—x) = – f (x) Vx] en F (R). 

S = {p| p es un polinomio y las potencias pares de x son nulas} en P. 

S = {А |А es una matriz cuadrada de orden п triangular inferior]. 

S= {f : [0,1] > R|f(0) = f'(0) = 0} en C![0, 1]. 

S—(f:X К | / alcanza sólo un número finito de valores en X} (es decir, la imagen de cualquier 


función f € S es un conjunto finito; o sea que el conjunto de los f(x), con x € X, es finito para cada 
f€S)en F(X). 


130 Sean Sı = ((a,b,c) є В |a c,b = 3c]. 


Sı = [(a,b,c) € В |а+Ь+с= 0). 
$3 = [(a,b,c) ЄВ |a — 2b -- 3c — 0). 


(a) Probar que S1, S2 y $5 son subespacios de ЮЗ. 


(b) Por el ejercicio resuelto 30, S;N S; es un subespacio de R° para cualquier combinación de los 
subíndices i, j. 


(i) Describir el subespacio S1 N $5. 
(ii) Describir el subespacio S; N $5. 


(iii) Describir el subespacio S» N $5. 


131 


132 


133 


134 


135 


136 


137 
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Probar que los únicos subespacios propios (distintos de {Оро }) de R? son las rectas que pasan por el 
origen. 


Probar que los únicos subespacios propios (distintos de (055) de IR? son las rectas y los planos que 
pasan por el origen. 


(Producto de espacios vectoriales). Sean E y F un par de espacios vectoriales reales. Se definen 
ExF-—(i(uüv)ucEyvcF| 


у, para todo (1,7), (1,71) cExF,a ER, 


Donde i + iij, adi y V 4- Vi, ov son las operaciones suma de vectores y multiplicación por un escalar en 
E y F, respectivamente. Probar que E x F es un espacio vectorial con estas operaciones. 


Probar que К es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma de números reales y multipli- 
cación de nümeros reales. 


¿Qué espacio vectorial es IR x IR? 


¿Qué espacio vectorial es R x R x +++ x R? 
а 


(Complemento ortogonal). Sea 5 < К”. Probar que 
S+ = {й € R” |7 L Y para todo y € S} 


es un subespacio de R”, el llamado complemento ortogonal de S. 


138 Sean ii = (1,1,1) y S = gn(ii), determinar S+, el complemento ortogonal de S definido en el ejercicio 


139 


140 


141 


142 


precedente. 


Probar que si 5,5; son subespacios de un espacio vectorial E y S; U $5 es también un subespacio de E, 
entonces $1 C $50 $5 С $]. 


Sean E un espacio vectorial y S1, S2 un par de subespacios. Mostrar que si E = S; U S2, entonces Sı = E 
о $5 = Е. 


Sean S1 у S2 los conjuntos de matrices cuadradas de orden n que son triangulares superior e inferior, 
respectivamente. Mostrar que Sı y $5 son subespacios de W, y que M, = S1 © 52, la suma directa de S; 
y Sa (cfr. ejercicio resuelto 27). 


Sean $1 = ((21,...,05-1,0) | d; ER, — 1,...,n— I1] y 83 = (415... ,On=1,49) |a;=0,1= 1,...,n— 1. 
Probar que 51,5» son subespacios de IR" y que R” = S1 © S2 (cfr. ejercicio resuelto 27). 
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143 


144 


145 


146 


147 


148 


149 


150 


151 


152 


153 


154 


155 


156 


157 


158 


159 


160 


Sean Sı = {f : R > R|f es par: f(—x) = f(x) Vx € R} y S2 = {f : R К |7 es impar: f(—x) = 
— f (x) Vx € R}. Probar que $; y $5 son subespacios de .7 (IR), el espacio de funciones f : R — R, y que 
F(R) = S1 $55. 


En los ejercicios 144 a 159 escribir, si es posible, el vector Y como combinación lineal de los vectores 


E 


li. 


y — (-3,2); ij = (1,—1) у = (3,2) en R?. 


Y =(—1,1,4); й = (1,—1,3), i5 = (3,—2,2) y їз = (2,—1,3) en ЕЗ. 
Ӯ = (—11,6,7,—2); й = (1,0,—2,4) уй = (—3,2,1,2) en R^. 


?=(8,-10,-1,=9,-1, d; = (1,1,1,0, 1), h23 4, — (—7,8,2, 6,10), 
ly = (—2,0,1, —1, 23) en P. 


Y = 4; ii, = cos?x y й = sen? x en .2 (IR), el espacio de funciones f : R — R. 
V = cos4x; йү = cos? 2x, ii; = sen? 2х en F (R). 
V = cos2x; ii, = 1, й = cos? x en F (R). 


у= е; йу = coshx, ij = e* en F (R). 


y = senhx; й — e*, ib — e * en F(R). 


y—3x—2x--1; dj —2,ib —1—2x, ii = (х– 2)? en P. 


1— x^ | 
ү = AT o 5x, i=0,1,...,n en F(X), donde X =R- {1}. 
— 
, sen(zx) _ Р Е е 
У = т; й = 1,2 = cosx, Из = cos2x, ii = cos(3x) en F((0,27r)). 
2sen(5x) 


V = sen3xcosx; iij = sen4x, i£) = sen2x еп F (IR). 


V = cos5xcosx; iij =cos6x, liz = cos4x en F (IR). 
En los ejercicios 160 a 162, iij = (—3, 1,2), i = (2, 21,3) уз = (—1,1,2). 


Determinar si V = (14, —6, —2) € gn(ti, ii, i3). En caso afirmativo escribir Y como combinación lineal 
de los vectores i. 
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161 Determinar si Y = (—8,4, —2) € gn(ii, ii, i3). En caso afirmativo escribir Y como combinación lineal 


de los vectores н. 
162 Determinar si gn(iij,ii»,ii3) = ЁЗ. 
En los ejercicios 163 a 165, ij = (—1,1,3), iij = (3,1, 2) y iia = (—5,1,8). 


163 Determinar si У = (—10,2,16) € gn(ii, 10,13). En caso afirmativo escribir Y como combinación lineal 
de los vectores н. 


164 Determinar si V = (—2, —2, —1) € gn(tij, ii, i3). En caso afirmativo escribir Y como combinación lineal 
de los vectores u;. 


165 Determinar si gn(iij, ii», ii) = IR?. 
En los ejercicios 166 a 168, A; = | E | ES | l E ES | : : I | : a | 
166 Determinar si 
ja | PE | cti do. 
Q.. Ii 
En caso afirmativo escribir V como combinación lineal de los vectores i. 
167 Determinar si 
j= | rA | E sili dodo. 
En caso afirmativo escribir Y como combinación lineal de los vectores ij. 


168 Determinar si gn(iij, ii, iia, i4) = Mo. 
En los ejercicios 169a 171,41 | t d [= | „Иш. ES] > É [= | : E | 


169 Determinar si 
" —4 —2 cs ds la) 
= =й 2 gn(u¡,47,43,U4z). 


En caso afirmativo escribir Y como combinación lineal de los vectores i;. 


170 Determinar si 


> 


O a 
v= Дд —9 gn iij, lio, dis, la). 


En caso afirmativo escribir Y como combinación lineal de los vectores ii;. 
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171 Determinar si gn(ií;, i5, t3, 114) = Mo. 
En los ejercicios 172 a 180, determinar si los vectores indicados generan al espacio dado. 
172 (—1,0,2), (—1,1, 1); В3, 
173 (—1,1), (3, 23), (4, —2); R2. 
174. (2; 1), (1, 1); В, 
175 (1,—1,0), (—1,2,3), (-1, 1,2); R?. 
176 (2,—1,3), (0, 1, 1), (2,0,3); R?. 
177 (1,1,0),(2, 21,2), (3, —1, 1); R?. 
178 (2,1,0, —1), (2, —1,3,0), (-2,3,1,4); R*. 


178 (2,1,0,—1),03,—1,5,0),(-2,3.1,4). (01,11 E. 


180 (1,0,—1,1), (2, 1, —1,1), (3, —2,4,2), (0,0, —1, 1); R4. 


En los ejercicios 181 a 188, determinar si los vectores generan al espacio dado; de ser así, reducir el 
conjunto de vectores a un mínimo de generadores. 


181 (—1,2),(—1,1), (3,2), (—1, 21); R2. 
182 (1, 2,0), (-1,1,2), (1; 4,052; 8) R. 
183 (2,—1,23,(-2,1,5).(—1,2,1), 050,25: 9. 


1404232312045, 04,7, 21, 


185 (1,0,1), (—1,1,0), (2, 21,3), (2, —1, 1), (—1,2,2); №2. 

186 (1,—2,1,2), (—1,0,2,3), (-2,1,3,2), (-1,1,1,0), (—2, 1,2, 1), (-1,2,1,3); R^. 
187 (1,0,—1,1), (2, 1,0, —1), (—1, 1,3,2), (3,0, —3,2), (2, 1, —2,4, ); R^. 

188 (—2,3,1,2), (1, —2,2,3), (2,3,0,0), (—3,4,4,7), (—4,6,2,4); R^. 


189 Sean Sı = gn((2,1,1),(1,3,2)) y S2 = gn((1, — 1,0), (—3, 1,0)). Por el ejercicio resuelto 30, $; N S2 < 
R?. Encontrar un conjunto generador del subespacio $; (15. 


En los ejercicios 190 a 195, describir el subespacio generado por los conjuntos vectores dados. 


190 


191 


193 


194 


195 


196 


197 


198 


199 


200 


201 


202 


203 


204 


205 


206 
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[x, 1 —x,12] en P, el espacio de polinomios. 


(IS 
8915 e 


{& = (а;) |а; = 1 sii= јуа; = 05115 ]} en R^, el espacio de sucesiones reales. 


[(k-- x)* |k = 0,1,2,...) en el espacio de polinomios P. 
(1,3,32,..., x", (x+ 1)”, (x 4- 2)^,... (x - K)",...) en el espacio de polinomios P. 
Probar que gn(1,x) = gn(1 — 3x,x) en el espacio de polinomios P. 


Mostrar que si ii, V son cualquier par de vectores en un espacio vectorial E, entonces: 


Sean iij, i = 1,...,k y Vj, j = 1,...,т, vectores еп un espacio vectorial E. Establecer condiciones 
necesarias y suficientes, en términos del concepto de combinación lineal, para que gn(1;,...,Ux) = 


gn(Yi, с Ma 


Sea $ un subconjunto de un espacio vectorial E. Probar que 5 es un subespacio de E si у sólo si -Z (S), 
el espacio generado por el conjunto $ (cfr. ejercicio resuelto 31 de este capítulo), es igual a S. 


Sea E un espacio vectorial y 51,5: C E. Probar que Sı C S2 > Z (S1) С .Z (82) (cfr. ejercicio resuelto 
31 de este capítulo). Mostrar que si además .Z/(S;) = E, entonces también .2(5) = E. 


Probar que si S1, $5 son cualquier раг de subconjuntos de un espacio E, entonces -Z (S1 U S2) = Z (S1) + 
Z (S2) (cfr. ejercicio resuelto 31 de este capítulo). 


Demostrar que -Z (S1 NS2) C (51) Г ($5) para cualquier par de subconjuntos 51,5 de un espacio 
vectorial E (cfr. ejercicio resuelto 31 de este capítulo). 


Dependencia e independencia lineales (respuestas en página 1078) 

Dar una condición geométrica para que dos vectores no nulos sean L.D. en R?. 
Dar una condición geométrica para que dos vectores no nulos sean L.I. en R2. 
Argumentar geométricamente por qué tres vectores no nulos son L.D. en R?. 


Dar una condición geométrica para que dos vectores no nulos sean L.D. en R°. 
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207 Dar una condición geométrica para que dos vectores no nulos sean L.I. en №. 
208 Dar una condición geométrica para que tres vectores no nulos sean L.D. en R?. 
209 Dar una condición geométrica para que tres vectores no nulos sean L.I. еп IR?. 
210 Argumentar geométricamente por qué cuatro vectores no nulos son L.D. en В. 
En los problemas 211 a 257, determinar si el conjunto dado de vectores es L.D. o L.I. 
211 ((2,8),(-1, —4)) en R2. 


212 ((1, 2), 2, —1)] en R2. 


213 ((—6,9),(2, —3)] en R2. 
214 ((—1,3),(2,3)) en R?. 


215 ((—1,1), (2,4), (2, —3)) en R?. 


216 ((1,—1,2),(-2,2, —4)) en R. 

217 ((2, —1,3),(4, —2,8)) en R?. 

218 ((1,—1,1),(2, 1,3), (2,2, 1)) en R°. 

219 ((2,4,3),(—5, —2, —5), (4, —8,1)) en В. 

220 ((3,0,—1),(1,2,4), (—3,2,1)} en 3. 

221 ((—2,2,5),(4, —2, 1), (—3,2,2)) en R?. 

222 ((—3,2,4),(2, —2,5), (—1, 1,2), (2,3, 1)) en R. 
223 ((2, —1,3,2), (1,1,2, 1)) en R^. 

224 ((—1,1,3,2), (2, -2, —6, —4)) en R^. 


228 (0,152. ELLE 25 0) e BA 


36 1(—-1-232.0-52,510.0:-2 7:0] 0 DE. 
227 ((1,1,0,1),(=1,0,1,2),(2,=1,1,0 en R^. 


228 ((3,—2,1,1),(—2,1,2,0), (—7,4,3,—1)) en R^. 
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208 AAA A 23:002, 12; етй. 


230 1(5,—2,1,0), (2, —3,4,1), (1,0, —3,2). (2,4, 4, 24) en RA. 
231 1(2,5,1,2),(4,—2,2,3),(-1,0/2,3),.(-2,1,4,2)) &u R^. 
232 1/5 —4—5.1,(-1,5,2:05, (72,5; 152) C9 0,40, £2) en I. 


233 10,314,228 (-11,3,2,4).(—23,2,1,2),(-2,7,9, 13) 1 en ^. 


1 2 =l 3- =l =I 2 
238 =l IE l| 1.12 0 s 0 3 еп 973,2 
1 3 2 3 2 0 
2 1 1 0 1 2 0 —1 
239 3n sU Vp E єчї A ES 8 en 9713,2. 
- =Y =3 2 2. 0 3 


240 [cosx,cos(—x)) en F(R). 


241 [senx,sen(—x)] en F(R). 
242 (1—x,222 — 1,3x, x? +2) en P, el espacio de polinomios. 
243 (3,2 — x, à - 2, x? 1 en P, el espacio de polinomios. 


244 (1—x, x3 --1,2 - x,x9, 23 -2x - 2x2) en P. 


245 (1,1 x, (1— x), (1— x?) en F(R). 
246 {4, соѕ2 х,ѕеп2 х} en F(R). 
247 (cos4x, cos? 2х,ѕеп2 2х} en F (IR). 


248 [cos2x,1,cos?x) en F(R). 


221 
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249 (e ",coshx,e*) en F(R). 


250 


251 


252 


[senhx,e*,e *) en F(R). 
{(х— 1)7.,(x—2)2,(x 3)? en Z (X), donde X = Е — {1,2,3}. 


(x2,x75,1,x,:x2) en Z (X), donde X = R — {0}. 


253 ((x—1)2, (x — 1), ,,x — 1, (x - 1?) en F(X), donde X =R - (1). 


254 


[cos.x,cos2x,cos3x) en .Z (R). 


255 (senx,sen2x, sen3x) en F (R). 


256 


{соѕх, sen x, cos 2x, sen 2x, cos 3x, sen 3x) en F (R). 


257 {1,2 +x,3 +2x2,4+3x°} en P. 


258 


259 


260 


26 


- 


262 


263 


264 


265 


266 


Mostrar que si 11,102,13 son vectores L.I. en un espacio vectorial E, entonces los vectores v; = 41], 
Y, = й — ЗИ y V4 = ЭИ + 203 son L.I. 


Probar que si los vectores 171,172, 13 son vectores L.I. en un espacio vectorial E, entonces los vectores 
Y, = Зи + 200, Va = Us — Mz y Уз = —3ii, — Из son L.I. 


Sean 11,12 y йз vectores de un espacio vectorial E. 
(a) Probar que los vectores t,t son L.I. si y sólo si los vectores iij + ii, И — ii» son L.I. 


(b) Mostrar que los vectores 171,102, 1/з son L.I. si y sólo si los vectores iij + Иә, + 03,2 + Из son 
L.I. 


Encontrar escalares а, si existen, tales que los vectores (1, —2,3), (2,0, — 1) y (1,2,1) sean L.I. 
Encontrar escalares о, si existen, tales que los vectores (1,3, о), (—2,0,1) y (1,2,1) sean L.I. 


En el ejercicio resuelto 39 de este capítulo se probó que si i, v € IR" son L.I. y A € M, es invertible, 
entonces Ad y AV son L.I. ¿Es cierta la misma conclusión si la matriz A no es necesariamente invertible? 


Sea A una matriz cuadrada de orden n y ii, v € R”. Probar que si los vectores Aii y AV son L.I., entonces 
ii y Y también son L.I. 


Bases y dimensión (respuestas en páginas 1079-1080) 


Demostrar que el conjunto infinito (cosx,cos2x, cos3x,..., cosnx,...) es independiente en el espacio 
de funciones F (J), donde J es cualquier intervalo. 


Probar que el conjunto infinito [senx, sen2x,sen3x,...,sennx,...) es L.I. en F (J), donde J es cualquier 
intervalo. 
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267 Demostrar que el conjunto infinito 
{cosx senx, cos 2x, sen2x, cos 3x,sen3x,...,COSnX,Sennx,...) 


es L.I. en .Z (J), donde J es cualquier intervalo. 

268 Mostrar que el conjunto infinito (1,2 4-x,3 -- 222,4 + 30°,...,п+ (n—1)x""!,...) es L.I. en F(R). 
En los ejercicios 269 a 272, determinar si los conjuntos dados son L.I. o L.D. 

269 [1,24+x,3+2x,...,n+(n—1)x,...) en el espacio de polinomios P. 

270 {1,х,1+х+22,1+х+22 +2,...,14х+22 +: х", ...} en el espacio de polinomios Р. 


271 [1,x+2,(x+3)?,...,(x+n)"!,...) en el espacio de polinomios P. 


272 [(x-1)"|[n=0,+1,+2,...) en el espacio F (X), donde X = R — (1). 


En los ejercicios 273 a 297, determinar si el conjunto de vectores es o no una base del espacio indicado. 
273 ((-1,1),(2, -2);; R7. 
274 ((1,3),(-2, 1); R7. 


275 ((1,-2.1),0,-2,3, (1,1,3). 


276 (0, 2,1), (0,—51,2,0,2,22 : I. 


271 453-2, 11.035 0: R. 


278 ((,3,1,(-3,4, 1, ( -, 2): RP. 

279 1(1,2, 53.11 (2, —1,5,2.(-2,3, 1, 1 Е, 

280 1(2, 3201-1103, 14,51 1-2 13; IE, 

284 ((-340, 3.05; 5,9) 0,15 D, C 1,17): R^. 

282 ((4,—5,2,1), (2, —2,4,6), (-2,1,3,1), (0,2, —1,4) ; R^. 

283 (2,4, —4,6,2),(3, —1,2; 1,2), (—1,1,2,5,3), (4, —2, 1,1, 3), (1, 3,24, 2): ES. 


284 == 1:58:33 C1; 59: L DA SIA 0,95 :42 08.5): IR. 


æ ia abl- oblo alt ifm 
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; 9s. 


290 (x,x? +2, (x—2)?); P2. 

291 (1,(x-- 1)?); P2. 

292 {х,(х+3)2, (x 3)2}; P2. 

293 (1--x—2:2,2:2 — x — 2,402 -- 2x — 1); P5. 
294 (1--4x — 232,2 — 3x - 32,3 — 12x - 62); P5. 


295 (2—3x,x? — Ax? - 1,532 — x - 3); P3. 


296 [1+x,x— 1,х2,х3}; Рз. 
297 (Lx 2,32, 124x041, (x — 1), }; Pa. 


298 Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n y S « E. 


(a) Probar que S tiene dimensión finita y que dim(S) < n. 


(b) Demostrar que S = E si y sólo si dim(S) = n. 


En los ejercicios 299 a 306, determinar si el subconjunto S de puntos (x,y,z) en el espacio IR? que 
satisface la condición dada es un subespacio de IR?. En caso afirmativo encontrar una base y la dimensión 


de S. 


299 x — 0. 


300 x+z=0. 


301 x--y 4-z = 0. 
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302 x+y-2=2. 


303 x=y. 
304 x=y =z. 
305 2-2=0. 


306. 1+9+2=0Yx=y=3=0, 
En los ejercicios 307 a 315, S es el conjunto de polinomios p en el espacio P,,, espacio de polinomios 
de grado a lo más n, que satisface la condición dada. Determinar si S es subespacio de P,, y, de ser así, 
encontrar una base y la dimensión de S. 

307 p'(0) — 0. 

308 p"(0) — 0. 

309 р(0) = p(1). 

310 p(0)+p'(0) = 0. 

311 p(0) = pQ). 

312 pes par (p(—x) = p(x) Vx). 

313 pes impar (p(—x) = —p(x) Vx). 

314 p tiene grado a lo más k < n o p es el polinomio constante cero. 


315 p tiene grado k < n o p es el polinomio constante cero. 


En los ejercicios 316 a 325, encontrar la dimensión del espacio dado en el espacio de funciones F (IR). 
En los casos donde corresponda, o y 8 son números reales dados. 


316 gn(1,e^*,e?*), а £ B. 
317 gn(e?",xe^"). 

318 еп(1,е%, хех). 

319 gn(e^", xe x?e?"), 
320 gn(senhx,e*,e 7). 


321 gn(senx,cosx). 


226 CAPÍTULO 3 | Espacios vectoriales 
322 gn(sen? x, cos? x). 
323 gn(senh? x, cosh? x). 
324 gn(1,cos2x, sen? 2x). 


—2x 


325 gn(e 7 cosx,e ?" senx). 


En los ejercicios 326 a 346, extraer una base del conjunto generador del subespacio dado utilizando el 
teorema 3.17 (cfr. pág. 164) y determinar la correspondiente dimensión. 


326 gn((1,—2),(—2,4)) en R2. 


327 gn((3,6), (—1,3)) en R?. 


328 gn((—1,1), (2,1)) en №2. 
329 gn((1,—1,2), (3, —1, 1), (1, 1, 3), (0,4, —10)) en ЕЗ. 


330 gn((2, —1,3), (4, —2,6), (8, —4,12), (—10,5, —15) en R°. 


331 gn((1,1,1),(—2,1,3), (—1,2,1), (2,2,3)) en ЕЗ. 
332 2u((—1,2 5,0, (2 50,2)4( 1, 52,2). (12,0, —2)) en A. 
333 gn((2,1,3,2), (—1,1, —1,1), (2,7,5,10), (—4,4, —4,4)) en R^. 


334. (1,2, 1,35 (2,3,1,4), (3:43.68), €- 152,310, —8,2,3) en R^. 


ЗА APTA 
EE 


338 рп(х2 — 4,х2 -- 4,2,3x — 2) en P. 
339 gn(2,3-- 2x,2 - 3x, x? + 1,x? — x) en P. 
340 gn(x,x— 1,32 --2, 2x —8 — 332,5 — x) en P. 


341 gn(2—x,2--x,x 2, —2 -2x 4-322, +1, — x) en P. 


SECCIÓN 3.6 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 227 
342 gn(1,cos? x, cos2x, sen? x) en F (IR). 
343 gn(sen4x,sen2x, sen3x,cosx) en F(R). 
344 оп(соѕ 8х, соѕ(2х), соѕ 5х, cos3x) en F (IR). 


345 gn(l,e*,e *,coshx, senhx) en F(R). 


sen 
346 gn ES cos2x, 


xm en .Z ((0,27)). 


347 Sea P, el espacio de polinomios. A cada polinomio р(х) = Yf_yapx* se le asocia el vector [p] = 
(ay,a,,...,an) de IR"*!. Probar: 
(a) [p] =0 © p es el polinomio constante cero (p = 0). 
(b) [р+4| = [p] + [q] para todo par p,q ЄР. 
(c) [ap] = a[p] para todo а € R y para todo p € P,,. 


(d) Los polinomios р, i = 1,...,т, son L.I. en P, si y sólo si los vectores asociados correspondientes 
pi] son L.I. en R”+!. 


En los ejercicios 348 a 351, utilice el ültimo inciso del ejercicio precedente para encontrar una base y la 
dimensión del subespacio dado en el espacio de polinomios. 


348 gn(1--4x 222 -- x, 1 — 9x -- 333 — 230,5 --7x — 522 -- 339,5 — 6x — 20). 


349 gn(1—x-- 222 -- 33, 2 -- 3x - 22 -- 230,6 — 8x — 230, —1 -- 2x -- x? -- 3x2). 


350 gn(2--x-x3 – 330,5 — 2x - 7x3 — 939, 1 — 2x - 2 33, —1 4- 2x2). 


351 gn(3 —x-- 222 --x5,1--Ax - 5x? -- 733, —1 2x - x3 330,2 — x - x3 — x). 


352 El conjunto de matrices triangulares superiormente de orden n, S, es un subespacio vectorial del espacio 
Dt, (cfr. ejercicio propuesto 110 de este capítulo). 


(a) Encontrar una base y la dimensión de este subespacio para los casos n — 2 y n — 3. 


(b) Hallar una base y dim(S) en M, para cualquier n. 
353 El conjunto de matrices simétricas de orden n, S, es un subespacio de Dt, (cfr. ejemplo 3.25). 


(a) Hallar una base y dim(S) en el caso n = 3. 


(b) Encontrar una base y dim(S) en W, para todo n. 


354 Una matriz A € M, es antisimétrica si A* = —A. Probar que el conjunto S de todas estas matrices, las 
antisimétricas, es un subespacio de M,,, encontrar una base para < y calcular dim(S). 


355 Sea S el conjunto de matrices cuadradas de orden n cuya traza es cero. Probar que S es un subespacio 
n 


de M, encontrar una base para S y dim(S). (Si A = [aij], tra(A) = Y ai.) 
¡=1 
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356 Sea S un subespacio de un espacio vectorial E con dim(E) — n. Encontrar una base y la dimensión del 


espacio cociente E/S (cfr. ejercicio resuelto 29). 


357 Sea S el subespacio de R” que consiste en todas las sucesiones (a,) tales que a, = 0 salvo un número 


finito de índices n. Probar que 5 < IR^, encontrar una base y la dimensión de 5. 


358 Seann > 1 un número entero y c; €R,k=0,1,. 


..,n, escalares distintos entre sí. Рага cadak=0,1,...,n 
se define 
n X— Cj 
L = 
sx) П e 
¡Ak 
(a) Probar que 

Osiifk 
tato) = ү а 


para todo k y para todo i. 


(b) Mostrar que L,(x) es un polinomio de grado a lo más n. Los polinomios L(x) se llaman polino- 
mios de Lagrange (asociados a los escalares cz). 


(c) Demostrar que los polinomios de Lagrange Lo,L;,....L, son L.I. en P,; por ende, ya que 
dim(P,) = n+ 1, forman una base de P,,. 


En los ejercicios 359 a 370, completar el conjunto L.I., ZZ, a una base del espacio indicado. 


359 Z = ((—1,2,3),(2, 1,2); В. 
360 Z = ((1,—1,2),(-1,2,2); R. 
361 4 = {(2,—1,2,2),(—1,2,3,-2)}; R^. 


362 Z = {(2,—2,3,1),(—2,0,3,1)}; R^. 


363 B s 1(—1,0,2,3,2), (—1,1,2,3, 2), (-1,1,0, 1, DE R5. 


364 Z = {(—1,2,1,4,3),(—2,1,4,2,3)}; R5. 


zl 
2 


1 
1 


SENIE 


368 Z = (x— 1,32 + 1}; P3. 


0 
1 


р 


369 


370 


371 


372 


373 


374 


375 


376 


377 


378 
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4 = (2,x-2,(x-2) Y; Р. 


B=Xx—1,(1— 1)2, (х= 1), (x— 1)°}; Ps. 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita y 5,55 subespacios de E. Si E = S; Ф $5, 2 = 
[ú,...,U¿) es una base de S; y Z = (Y,..., Vj) es una base de $5, mostrar que 4, N Z, = 0 y que 
Bı U Pr es una base de E (cfr. ejercicio resuelto 27). 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita y 5,5 subespacios de E. Si 4, = (ii,..., ip} es una 
base de 51, 25 = [vi,..., Vj) es una base de S5, 2, (144; = 0 y Bı U Pa es una base de E, probar que 
Е = S Ф 5. 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita y 5; < E. Probar que existe $5 < E tal que E = $1 Ф 52. 


Probar que un espacio vectorial tiene dimensión infinita si y sólo si contiene un conjunto infinito lineal- 
mente independiente. 


Sean o, 8 € R un par de números reales con 5 Z 0. Sea S el conjunto de sucesiones de números reales 
que satisfacen la relación 
Xn42 + OX 1 + BXn =0Vn. 


En el ejercicio resuelto 44 se probó que 5 < ІК. 


(a) Mostrar que si А € R es raíz doble del polinomio X? + aX + 8 = 0, entonces las sucesiones 
и = (u,) y v = (v,), сопи, = A” y v, = пА", pertenecen a S. 


(b) Demostrar que {u,v} es una base de S. 


Sean $; el conjunto de matrices de la forma 


[^ 


|: a | ebcen 
a 


y $5 el conjunto de matrices de la forma 


0 a 
E: am 


Probar que 5,5: < 97; encontrar bases y dimensiones de $1, 52, S1 + $5 y S1 O S2. 


En los problemas 377 a 382, hallar una base y la dimensión del espacio solución del sistema homogéneo 


indicado. 
x1+3x2-2x3 = 0 
хі — 5% + Элз = 0 
2x1 —x2+3x3 = 0. 
х= +23 + 204 х5 = 0 


2x1 — х + 3x3 — x4 + 2x5 = 0 
—3x1 + 2x2 — 3x3 + 2x4 — xs = 0. 
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379 —x1 +3x2—x3+x4 = 0 
2x1 — 3x2 +x3— 5x4 = 0. 


380 x1+3x2—3x3+x4 = 0 
2x1 —x2 + 3x3 — x4 = 0 


хі +xX2 — 3x3 + x4 = 0 


3x1 — хо + x3 — x4 = 0. 


381 —2x1 + 3x2 — x3 + 7x4 — 2x5 + 3x6 = 0 
—X1 + — X3 + 4x4 + 3x5 — 256 = 0 


3x1 — х2 + 4x3 — 5x4 + 3х5 — 6x6 = 0. 


382 ху +2x2 — 3x3 + x4 — 3х5 + 2x6 = 0 
2x1 = хо — 2x3 + Зх — 3x5 — х6 = 0 


3x1 — 2x2 + X3 + 5x4 — 3x5 + x6 = 0 


4x, — 0 + x3 — 4x4 + 2х5 + x6 = 0. 


En los ejercicios 383 a 388, encontrar bases para el espacio fila, el espacio columna, el espacio nulo, las 


respectivas dimensiones y el rango de la matriz indicada. 


i =ï 1 
383 2 x 3 
2. em д 
¡A 3 
E Ji 
384 а 9 
(ed cf 
e» opo 31 
385 3. x = 
Zo 12 
E = 9.3 
= 1 3 
386 z та 
—-1 6 7 
4 c- 10 X od 
=й. S. мї d. $530 
nid б. 2.3 3 1 1 
"WE NES UT 2 
к= 3. 5 
2-04 62 
388 => 4 16 2 0 
2. DIS e. 
= Q0. 12 
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389 Encontrar una ecuación para el subespacio 5 generado por los vectores (—1,2,—1, 1,0), (2, —1,1,2, —3), 
(2, —2,4,1,1) de R5; es decir, hallar un sistema homogéneo Ax — 0 tal que el espacio solución sea S 
(cfr. ejercicio resuelto 46). 
390 Encontrar una ecuación para el subespacio S generado por los vectores (1, —3,2,1,1), (1, —1,3,2, 1), 


(—-2,1, —2, 2 1,1) de R5; es decir, hallar un sistema homogéneo Ax — Ó tal que el espacio solución 
sea S. 


391 Sean Sı = ((x1,x2,x3,x4) | xo — x3 +2x4 = 0}, S2 = ((x1,32,x3,x4) | xy = x4, x3 = —2x4 }. Encontrar bases 
de 5; 4- $5, 5 O S2 y las respectivas dimensiones. 


392 Pruebe que si Sı y S2 son subespacios de IR? con dim(S;) = dim(S>) = 2, entonces S1 N S2 z (Ops). 


393 Sean S; y 52 los subespacios de R generados por 


RAZA 123010 13107 


[(22,3, 12; 1), (-1, 15 11,2, 1), (2 —4,2, күз 
respectivamente. Hallar las bases y las dimensiones de los espacios 5; +52 y 51 NS». 


394 Sean S, y 5; los subespacios de IR? generados por 


1(1,—2,3, 2,1), (-2, 1,2, 3,4), (2,1, 2,2, 1)] 


((1,-3,—1,1,1), (1L, 2, -1,1,2), (3,4, 2,2, D) ), 
respectivamente. Hallar las bases y las dimensiones de los espacios 5; +52 y $1 NS». 
395 Sean $; y S2 los subespacios de IR? generados por 
1(1, 722, ,3),(-1, 2,3,2)) y ((,2, 1, 22), (1,1, 2, 1)), 


respectivamente. Hallar las bases y las dimensiones de los espacios 5; +52 y S1 O S2. 


396 Sean S, y S2 los subespacios de P generados por (1— x--x? -- 220,2 — 3x-- 222 — 9, — 1--2x- 332 — Ax?) 
y {(—2+3х— Ax? 33,5 — x - 332 230, -44x - 2x — 517), respectivamente. Hallar las bases y las 
dimensiones de los espacios $; + $5 y S1 N S2. 


397 Sean S; y S2 los subespacios de P generados por {22 4-220,2 — 5x — х? — 3o, —1 + 332 — 41%) y 


((3x— 5х2 — 338,2 Зх — x3 — 33,1 x Ex? — 735), respectivamente. Hallar las bases y las dimensiones 
de los espacios 5] + $2 y 51 N S2. 
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398 


399 


400 


401 


402 


403 


Espacios vectoriales complejos (respuestas en página 1080) 


Sea n un entero mayor o igual a 1. Probar que el conjunto C" de vectores (zi,...,z;), zi € C para cada 
i — 1,...,n, con las operaciones: 


(21,...,2а) + (W1; ---,Wn) = (ud Wis zn и) 


Aliisa) = (Zisis Oa), 


donde 2; + w; y ош son las operaciones suma y multiplicación de números complejos, es un espacio 
vectorial sobre C. 


Sean n y m un par de números enteros positivos. Probar que Mx» (C), el conjunto de matrices [a;;] con 
componentes complejas, es un espacio vectorial con las operaciones: 


[aij] + [bi] = [aij + bij] 
a(a;;] = [аа;;), 
donde a;; + bij y саг; son la suma y el producto de números complejos, es un espacio vectorial sobre C. 
Sea P(C) el conjunto de polinomios con coeficientes en C. Mostrar que P(C) con la suma de polinomios 


y la multiplicación de un escalar por un polinomio usuales (pero sobre el campo C) es un espacio 
vectorial complejo. 


Probar que .Z (X,C"), el conjunto de funciones f : X — C", con las operaciones usuales de suma de 
funciones y multiplicación de un escalar por una función, es un espacio vectorial sobre C. 


Sea С° el conjunto de sucesiones (an), con a, € C para todo п € N. Se definen, para cada (an), (bn) € C” 
y para cada a € C: 


Mostrar que С°, junto con estas operaciones, es un espacio vectorial complejo. 


Sea E el conjunto de n-adas ordenadas (21,...,2„), con los z; € C. Se definen, para cada par (21,...,2,), 
(w1,...,w4) € E y para cada a € R, las operaciones 


(21,...,2а) + (Ил...) = (21 + Wis- - -Zn и) 
OlZti Za) = (OE 07), 


donde 2; + и; es la suma de números complejos y oz; es la multiplicación de un número real por un 
complejo (o(a + bi) = (оа) + (ab)i). Probar que E junto con estas operaciones es un espacio vectorial 
real; es decir, sobre R. 


404 Muestre que si en 9t, (C) se restringe la operación multiplicación por un escalar a números reales el 


405 


espacio resultante E es un espacio vectorial real. Determinar una base y la dimensión de este espacio. 


Encontrar una base y la dimensión de 


gn((1,—1 +i,2i,3 +i), (i, —i,2i,1 - 4i), (- i, -2-- i, -4 — 6i, -5 — 6i)) en C^. 
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406 Completar el conjunto L.I. { (1, —2i,2i), (1, —1,2)) a una base de C?. 
407 Completar el conjunto L.I. (1,4, —i,2,0), (1, — 1,1, 1, i), (2, — 1, i, — i, 1) a una base de C5. 


408 Encontrar una base y la dimensión de 


„([1 -i 1 3 € =j 24i 3 00 
Sl bh £D Ru GJ] {оў eM 


en 9)to «3 (C). 


409 Completar el conjunto L.I. 


a una base de M, (C). 


410 Sean о, 5 € R un par de números reales con 8 Z 0. Sea S el conjunto de sucesiones en С° (cfr. ejercicio 
402) que satisfacen la relación 


Xn42 + Og 1 + Вхһ = 0 Yn. 


(cfr. ejercicio resuelto 44). 


(a) Probar que 5 es un subespacio de С°. 


(b) Mostrar que si A, и € C son raíces complejas (conjugadas) del polinomio X? + aX + 8, entonces 
las sucesiones и = (иһ) y v = (Vn), CON Un = A” y v, = и”, pertenecen a 5. 


(c) Demostrar que {u,v} es una base de 5. 


4 | Espacios con producto 
interior y espacios normados 


dad, norma de un vector y distancia entre vectores adquieran significado en otros espacios; por ejemplo, 
en el de polinomios, en el espacio de funciones, en el espacio de matrices o en el de sucesiones; aun si 
en éstos no existe una forma física de “observar” dicha geometría. Lo anterior, como veremos después, 
no es un simple capricho con fines de generalización, sino que es de gran importancia teórica y aplicada. 
Para poder hacerlo, es necesario generalizar el producto punto de IR" a estos espacios, ya que a partir de 
él, como vimos antes, fue posible precisar dichos conceptos geométricos en el espacio IR". A esto nos 
abocaremos en la primera sección de este capítulo; para que en las siguientes secciones y subsecciones 
podamos introducir los conceptos geométricos de los que hemos hablado. Como siempre, los últimos 
dos segmentos están dedicados a la resolución de ejercicios y problemas, y a proponer ejercicios para 
que el lector practique. 


4.1 Espacios con producto interior 


Para lograr extender el concepto de producto punto de los espacios IR" a otros espacios vectoriales ne- 
cesitamos abstraer las propiedades esenciales del producto punto que son, precisamente, las que enun- 
ciamos en la página 123. Recordemos estas características esenciales.! 

En К” el producto interior (producto punto) se define como: 


n 
(34539555 44) е (Yi Yos Na) = Уху 
i-l 


y tiene las propiedades: 


l. j-y —Y-d, 

2. (Ail) -Y 2 A(u- V), 

3. п: (V-W) — 0:70:00, 
4. d-i 2 0, 

5. uu — 0 и = Ор" 


Vii,V,w Є R”; УА Є К. 


TL es llamamos propiedades esenciales porque cualquier otra propiedad del producto punto se deduce de éstas. 
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4.1.1 Definiciones, ejemplos y propiedades 


> Ejemplo 4.1 En R?, si X= (x1,x2),y= (y1,y2) se define 


(y) = хуу — 2х1у2 — 2x2y1 + 5x272. 


Demostrar que (X, y) es un producto interior en IR2.« 
DEMOSTRACIÓN M Siz = (a,b),v= (c,d),W = (е, f) € RP y AER: 


jm (ii, V) = ac — 2ad — 2bc + 5bd 


(v, 4) = ((c,d), (a, b)) 
= ca — 2cb — 2da + 5db 
= ac — 2ad — 2bc + 5bd. 


Es decir, (ii, V) = (v, 4). 


2 (Ай, V) = ((Aa, AD), (с,а)) 
= Мас — 2Aad — 2Abc + 5АЬа 
= Alac— 2ad — 2bc + 5bd] 
= A(u,v) 


3. (ü, +w) = ((a,b),(c+e,d+f)) 

а(с+е) – 2а(4+ #) —2b(c -- e) 4- 5b(d 4- f). 
^ = ac —2ad — 2bc + 5bd, 

j,W) = ae—2af —2be + 5bf; 
) = а(с+е) - 2а(4+ f) – 2b(c-- e) 4- 5b(d + f); 


ll 


P ted 

En 

а 
| 


2Соп frecuencia, a las propiedades 2 y 3, se les cita diciendo que el producto interior es bilineal; y a las propiedades 4 y 5, 
mencionando que el producto interior es definido positivo. 
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esto es, 


4. (ii) = a? — 2ab — 2ba + 5b? 
= a? —4ab + 52 
= aq? —4ab+4b? + P? 
= (a— 2b} +% > 0; 


de donde, (1,14) > 0. 


5. Si ii = (0,0), claramente (iu) = 0. Si i = 
ahí que a = b = 0 y que = (a,b) = (0,0). B 


== 


» Ejemplo 4.2 En R”, el producto punto de vectores es un producto interior. 4 
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a,b) y (8,9) = 0, entonces (a — 2b)? + P? = 0, de 


> Ejemplo 4.3 (Producto interior en el espacio de funciones continuas). En el espacio de las funciones 


continuas, Cla, b] se define, para f.g € Cla, b], 


re = [повода 


Comprobemos que (f, g) es un producto interior: 


1. Si f.g €Cla, b] 


t.a = f ода [era = (s. 


2. SACR y f,g €Cla,b], 


3. Si f,g,h € Cla,b] 


gh) 


Il 
S 
pu 

= 
бш.) 
t, 
оо 
F 
> 
=> 
= 
= 
М 
a 
= 


I 
= 
х 

ч 
= 
O 
м 
~ 
Z 
Е 
m 
Кары 
eh 
=, 
a 
= 
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b b 
= rosa | fna 
(Рв) + (fsh). 


4. Si f € Cla,b] 


Entonces, 


Vx € [a,b]; y puesto que F(a) = 0 = F(b), se tiene que F(x) = 0 Vx € [a,b]. Por tanto, 
Р(х) = F'(x) = 0 Vx y, por ende, 


f(x) = 0 vx € [a,b]. 


Es decir, f es la función 0, el neutro aditivo de C[a, b]. «4 


Recuerde que el teorema fundamental del cálculo establece que si g € Cla,b] y se define G(x) = f; g(t) dt, x € [a,b], entonces 
G'(x) = g(x) Vx € [a,b]. 
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» Ejemplo 4.4 Calcular (7, е) en C[0,1], si f(x) = x y g(x) = е". 


Solución Haciendo u — x, dv — e*dx e integrando por partes, se tiene 


1 
(f.g) = [veras 


1 
xjl X 
= xe'g— edx 
b- 
xpl 
==", 
= e- (е— 1) 
za 


El producto interior definido en C [a, b] se puede motivar intuitivamente de la manera siguiente: sean 
; р-а TM T T 
N un entero no negativo, h = —— y xj = а + jh, j = 0,1,..., N, la partición correspondiente al dividir 
el intervalo [a,b] en N subintervalos cada uno de longitud Л. Sea x; € [xii x] un punto cualquiera de 
este k-ésimo subintervalo, para cada k = 1,2,..., N. Entonces, si definimos 


ay, = f(G)Vh y 
by = g(x) vh 


para cada k = 1,2,..., N, tenemos, por definición de la integral definida, que рага N grande 


Y Ро) ()һ 


N 
k=1 


[ festos = 


= (a1,42,..., Ay) к (b1,b2,...,by). 


De hecho, la aproximación es exacta en el límite; es decir, 


Мо 


b N 
J Fasas = lim Y fee Gn 
а k=1 
== Ит (а1,а2,...,ам) : (bi, bo... bw), 


lo cual significa que el producto interior en C [a,b] es, en este sentido, un caso límite del producto punto 
de estos vectores en IR" cuando № tiende a infinito. 


» Ejemplo 4.5 Sea 9005.» el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2. Se define para 
A = [aij], B = [by] € 90,0, 


(А,В) = a11b11 +412b12 +421b31 Назор. 


Por ejemplo, 


E ЕЁ s |) COMO 2)+(1)(2) = —5. 


Demostrar que (A, B) es un producto interior en 97,2. 
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DEMOSTRACIÓN Bi 1. (А,В) = anb +anbn + аро + d23b25 


b11411 +b12412 + Рола + bazz 
= (ВА). 


2. Si AER yA = [aij] € 996.5, entonces 


(AA, B) = (Aaii)bii + (Aa12)b12 + (Aaz; )b21 + (Aa22)b22 
= A(a11b11 +412b12 Баро +a22b22) 
= AB). 


3. Si A = [aij] ,B = [bij], C = [cij] € 90,2, entonces, 


(A,B+C) = а (bii cii) +a (bia +C12) 
+421 (b21 + сә) + 422 (ро + €22) 


= (abi ++ aiobio + a21b21 + à22b22) 


+ (a11C11 + 412C12 + алусә + 422022) 
= (А,В) + (А,С). 


4. Si A = [а;;| € M2, entonces, 


(A,A) = aj, + aj; + аз + аў» > 0. 


3. а= [0 п 


0 0 | , entonces claramente (4,4) = 0. Inversamente supongamos que 


А = [aij] € 9,2 
y que (А,А) = 0, entonces, 


2 2 2 2 . 
aj, +47 +43, +45, = О; 


lo cual implica a1; = a12 = a21 = 422 = 0 y, por tanto, A = | | : | 


De 1, 2, 3, 4 y 5 (А,В) es un producto interior еп 97,2. Mi 


> Ejemplo 4.6 (Producto interior en matrices). En general, en el espacio vectorial W,nmxn, si А = 
[a;], B = [b;;] y se define 


(А,В) = Y | 2 ; 
1 


і=1 je 


entonces, (A, В) es un producto interior. En realidad, si se reflexiona un poco, es inmediato ver que si F; 
y С; son, respectivamente, las filas i de A y B, consideradas como vectores de IR", entonces, 


m 


(А,В) = У (Fam) =YA-G; (4.1) 
j=l il 


{=l 
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En efecto, para cada i = 1,2,...,m: 


апра Барро +++ aisbis) 


ja 


1 


aijbi; = ( 
J 
zi 


liiy sg) "(Вараз Dj) 


> 


= EG; 


De donde se tiene (4.1). Sean ahora А,В,С € Mx con sendas filas Б, С; y Hi, i = 1,2,...,m;y AC К. 


Entonces (note que utilizaremos las propiedades del producto punto en IR"): 


DI 


Ms 
yl 
& 


Il 
s 


(А,В) = 


Il 
Ms 
Qu 
Ac 


Il 
um 


5. Claramente, si А = 6, entonces, (4,4) = 0. Supongamos que (A,A) = 0, entonces, 
0= (4,4) = У |А, 
¡=1 
de donde |||? = OVi = 1,2,...,m; luego, а? -- a2, +---a?, =0Vi=1,2,...,n; por tanto, а = 0 


Vi, j. Es decir, A = Ё. 


De 1, 2, 3, 4 y 5 (А,В) es un producto interior en Mx .4 
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Definición 4.2 (Traza de matrices cuadradas) Sea M € M,xy una matriz cuadrada, se denota у 
define la traza de A como 


tra(A) = by dij. 
E 


Es decir, la traza de A es la suma de los elementos de la diagonal de A. 


> Ejemplo 4.7 Si A = | E : | entonces tra(A) =—1+4= 3.4 


> Ejemplo 4.8 (Producto interior en matrices mediante la traza). Sean A = [aij], B = [b;;] € Wmxn- 
Mostrar que el producto interior del ejemplo 4.6 definido por (4.1) se puede calcular por la fórmula 


(А,В) = tra (B'A) .«4 


DEMOSTRACIÓN BI Sea С = B'A, con С = [ри], y representemos por F; y G; las filas i de A y B, respectivamente, 
consideradas como vectores de R”. Entonces, dado que la componente р de C es el producto de la fila 
k de B! con la columna / de A y la fila k de B' es la columna k de B, se tiene 
ay 
ал 


pu =| bix bx c bg] 


ап 
Entonces, los elementos de la diagonal de С son 


Dii = Бка + Рока ++: **+DmkAmk- 


Por tanto, 
n 
tra(C) = Y (bau + bordar +- + bmkamnk) 
k=1 
n n n 
= Y рак + У dorar +: + У Ьа 
k=1 k=1 k=1 
= Gi 2 F +G P+- +6: En 
= 1:'Gi- 5: Go FR Gm 
ua -= — 
= BG; 
i=1 
esto es, 


(А,В) = Y Е.С: = tra (B'A) M (4.2) 
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O Nota 4.1 Observe que el producto interior en las matrices dado en (4.2) es una generalización del 


producto punto de vectores; уа que el producto punto de vectores, lí - V, se puede calcular mediante el 


producto matricial 


(i) y 


al escribir los vectores ii y Y como matrices columna. 


» Ejemplo 4.9 (Producto interior en un espacio de sucesiones). Sea (о el conjunto de las sucesiones 


de números reales (a,) de cuadrado sumable; esto es,* 


l = { (an) | Y а? es una serie convergente). 
n=1 


. Probar que si (an), (bn) € £5, entonces la serie 


y andy 
n=1 


converge (absolutamente). 


. Mostrar que £, es un subespacio vectorial del espacio de sucesiones reales? R”. 


3. Sea, para cualquier par (an), (bn) € La, 


DEMOSTRACIÓN W 1. 


(а), (55) = Уа, 


(lo cual está bien definido por el inciso anterior). Demostrar que éste es un producto interior en 


£5.44 
Sean (a), (b,) un par de sucesiones en 42; entonces, Y a2 y Y, , P2 son series convergentes. 


De (3.5) del lema 3.1 (cfr. pág. 123) tenemos 
2la,||b.| <+ Yn. 


Por lo que la serie de términos no negativos |a; | |bn| es convergente? y, por tanto, la serie У a,b, 
es (absolutamente) convergente.” 


(i) Claramente la sucesión constante cero (а, = OYn) pertenece а Ё. 


(ii) De la propiedad de la desigualdad triangular del valor absoluto, 
[аһ +bn| < lan| + [bn], 


se sigue que Jan + bn? < (lan) + lbn)? 


A 


la, |? +2 [а] Д EE Ib. 


“Naturalmente se puede considerar, donde convenga, /; el espacio de sucesiones (a, ) tales que Y%_, a? converge y ((а,), (b,,)) 
= эл à, b,. 
5Cfr. ejemplo 3.12, página 133. 


SRecuerde que si 0 < a, < 8, Vn, entonces, la convergencia de la serie Y; , 8, implica la convergencia de la serie Y , oy. 


"Recuerde que la convergencia de la serie У , |а, | implica la convergencia de la serie Y? , 0. 
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y, por ende, la serie 


* |а, АД” 
n=1 


converge. Ya que toda serie que converge absolutamente es convergente, se deduce que 


со 


x (ån E b.) 


п=1 
converge; es decir, (an +b,) € Ё. 
(iii) Si а ER y (an) € £, entonces Y , а es convergente. Luego, 


(Aa)? у Xu 


1 n=1 


Yd 


n-l 


Me 


n 


y, por tanto, À (an) € б. 


De (i), (ii) y (iii) se concluye que £, es un subespacio del espacio vectorial de las sucesiones y por 


tanto un espacio vectorial. 


3. Sean (an), (bn), (cn) € б y AER; entonces: 
(a) ((an) > (b,)) = y AnD 


(b) (а) Дь) = Уйа, 


( 
(с) ((an) > (bn) F (сл)) = ((an) > (bn T Cn)) 


= y (aby +а,с,) 


n=1 


== 2 anbn F рУ AnCn 


n=1 n=1 


— 
„=ч. 
& 
= 
A 
— 
= 
E 
— 
A 
2 
~ 
a 
з 
=> 
~ 
> 
3 
Mesi 
== 


(d) ((n). (an)) = y а? 0, 
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(e) Claramente, si (a) es la sucesión constante cero, ((a,), (a,)) = 0. Supongamos inversamente 
que ((a,),(a,)) = 0, para alguna sucesión (a,) € £5, entonces, 


de donde а„ = 0 Vm y, por tanto, (a,) es la sucesión constante cero. MI 


» Ejemplo 4.10 Sean las sucesiones А = (1/n) y B = (1/(n-- 1)); i.e., las sucesiones (1,1/2,1/3,...) 
y (1/2,1/3, 1/4,...). 


1. Mostrar que A, B € Ё). 
2. Calcular 


(a/n), (1/ (n 1))) « 


Solución 1. Sea f(x) = 1/x2, x € [1,0o). Entonces, f es decreciente en [1,co), pues f'(x) = —1/x? < 0 
en [1,00); además, 


[тода = | 5 


ll 
тҥє 
=> 
¿3 

| 
$ |= 

A | 
noB 


Por el criterio de la integral,* la serie 


Bl 
y Е (4.3) 
п=1 
converge. Dado que la serie 
= 1 
(4.4) 
2 (ntl 


se obtiene de la serie (4.3) suprimiendo el primer término y la serie (4.3) es convergente, se deduce que 
la serie (4.4) es también convergente. Por tanto, las sucesiones A y B pertenecen al espacio £5. 


2. Seu 


851 f es una función no negativa y decreciente en el intervalo [1,%) y la integral impropia f, | f(x)dx converge, entonces la serie 


Yaf(n) converge. 
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entonces 
1 —a(k-- 1) - bk — (a+b)k+a. 
De donde 
a = 1, 
a+b = 0; 
por tanto, b — —1. Así que 
1 1 1 


Entonces, 
n 1 
Sn = 
ЭШЕТ 
= *(z- 1 ) 
Eae X 
"T lad Ld tal 1 
Е 2^2 33 n n n+l 
1 
—1- 
n+1 
Luego, 
(4B) = Y ! 
i anl +1) 
= ms, 
поо 
= lím (1- : ) 
neo n+1 
—]. wv 


O Nota 4.2 También en el espacio £; el producto interior, como en el caso del espacio C [a,b], tiene 
un origen intuitivo en el producto punto de R”. En efecto, si (a,) у (bn) son un par de sucesiones en £5, 


sean Йу = (a,a2,...,ay) y Vy = (bi, Do,..., by), entonces 


(an), (br) = Y 5%. 


N 
= im > a,b 
29У did 


= lím Пү “Уу. 
М 


El lector puede verificar, sin mucha dificultad, las siguientes propiedades del producto interior, que son 
consecuencias inmediatas de la definición 4.1 y que hacemos patentes en el siguiente teorema. 
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4.1.2 Ortogonalidad y norma inducida por el producto interior 


En este apartado extenderemos los conceptos de ortogonalidad (perpendicularidad) y norma a un espacio 
con producto escalar a partir del propio producto interior, como se hizo en el espacio IR". El concepto de 
ortogonalidad, definido en términos del producto interior nulo de los vectores involucrados, quedará jus- 
tificado a posteriori al definir el ángulo entre vectores una vez que hayamos probado la desigualdad de 
Schwarz en estos espacios. A partir de aquí y hasta que terminemos esta sección, supondremos que E 
es un espacio con producto interior (-,-). 


> Ejemplo 4.11 En С[0, т], si f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x), 


^Tt 
(senx,cosx) = | senxcosxdx 
Jo 


Por tanto, f L g. Es decir, las funciones seno y coseno son ortogonales (perpendiculares) en C[0, т]. 


> Ejemplo 4.12 En 97,2, con el producto interior definido en (4.2), si 


id MSS 
al “| в-| > Jj 


(А,В) = (1) (1) + (1)(—1)+ (2)(—3) + (3)(2) =0 


248 CAPÍTULO 4 | Espacios con producto interior y espacios normados 


o, equivalentemente, 


(А,В) — tra(B'A) 


Por lo que A 1 B en este еѕрасіо. 


Las siguientes propiedades de ortogonalidad, enunciadas en el teorema 4.2, son sencillas de demos- 


trar si se utilizan las propiedades del producto interior. Se deja al lector su demostración como ejercicio. 


» Ejemplo 4.13 Sea A € Munxn, A = [aij], con filas F; = (ап, ар,...,аһ), entonces, 


m 
la^ = (4,4) = Y К.Е 
{=l 
m n 
= EXE 
i=l j=l 


Es decir, 


donde la suma se efectúa sobre todas las componentes de la matriz А. 
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A Figura 4-1 ° Gráfica de la función y = sen? (x) y del área bajo esta curva en el intervalo [0,7]. La raíz cuadrada del 
valor de esta área es la norma de la función y = sen(x) en el espacio С[а, 0]. 


0 
0 


T 


E 


» Ejemplo 4.14 En С[0, т] 


| senx|| = y (senx, senx) = vI sen? хах 
0 
7 1—cos2x , 1/2 
= —————dx 


La figura 4.1 contiene la gráfica de la función у = sen? (х) y el área bajo esta curva en el intervalo |0, т]. 
La raíz cuadrada de esta área es la norma de la función y = sen(x) en el espacio С[0, т]. 

Ésta es la interpretación geométrica que tiene la norma inducida por el producto interior „гу = 
i f(x)g(x) dx en el espacio de funciones continuas en [a,b]. La norma de una función f es la raíz 
cuadrada del área bajo la curva у = /?(x) en el intervalo [a,b], como hacemos patente en la figura 4.2. 
Más adelante, cuando veamos el concepto de distancia entre vectores, daremos una interpretación más 
profunda de la norma inducida por el producto interior? (cfr. ejemplo 4.21 y la discusión ulterior en la 


pág, 258) que, grosso modo, establece que la norma de una función / en Cja, | estima el promedio de 


1 
» Ejemplo 4.15 En el espacio de sucesiones, sea A — (5) 


1. Mostrar que A Є (>, el espacio de sucesiones de cuadrado sumable (cfr. ejemplo 4.9). 


2. Calcular ||A||, la norma inducida por el producto interior en (2. 


a — 1/2 
? Con frecuencia a la norma inducida por el producto interior en С[а, b], ( fA FEO)? dx) , se le llama norma cuadrado medio 


o norma de promedio cuadrático. 
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(a) 


\ (Л. Á 


(b) 


A Figura 4-2 ° (a) Gráfica de una función f. (b) Gráfica de la función f? y del área bajo esta curva en el intervalo 
[a,b], cuyo valor es el cuadrado de la norma de f en el espacio Cla, b]. 


Solución — 1. Sea, para cada n = 0, 1,2,..., 


1 1 1 1 

Bn Dt ТШЩ e 
Entonces, 

1 1 1 | 1 1 | 

220n = 52 + merry 22n + 22n42 ? 
por tanto, 

1 1 
On 920" m 22n42 


En consecuencia, 
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luego, 
Р n 1 
Ber T fm S (122) 
_ 4 
DE 
Por lo que, 


e (7 N?2 
z) == (4.5) 
Es) =3 
Esto es, A € Ё. 


2. De (4.5), se tiene 


Por ende, 


lall = 14,4) = ТА = = = # 


3 
Nuevamente tenemos, como consecuencia del concepto geométrico de ortogonalidad, el célebre 


teorema de Pitágoras en una versión mucho más general. 


Teorema 4.3 (Teorema de Pitágoras en espacios con producto interior) Si E es un espacio con 
producto interior (»,-) y X L y en E, entonces, 


II -- [> = I? + 1°. 


DEMOSTRACIÓN MI Como x L y, (X, y) = 0. Entonces, 


+9 GE Y X y) 
( 


= x? 26:5) + [у]? 
= up. m 
Es fácil ver, aplicando el teorema anterior, que si X1, X5,..., X; € E son ortogonales entre sí, entonces, 


2 


, 


|| +32 ++ А? = |] + Rl e | 


la cual es una versión más general del teorema anterior. 
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4.1.3 Desigualdad de Schwarz y ángulo entre vectores 


Vector proyección 


Si й y Y son dos vectores en R?, el vector proyección de ii sobre y se obtiene trazando una línea perpen- 
dicular a Y que pase por й, como se ilustra en la figura 4.3. Generalizamos este concepto a espacios con 


producto interior en la siguiente definición. 


JA Figura 4-3 ° El vector proyección p de un vector ii sobre un vector Y en IR?. 


Definición 4.5 En un espacio con producto interior se define el vector proyección, p, de ú sobre V 
(V 4 Og), como aquel que satisface: 


1. p € gn(v). 
2. i—- pL v. 


Por la primera condición, se tiene que p — AY; y, por la segunda, 


O «= 


Lo que implica 


y i9) 
192° 
у, entonces, 
2o (1V) 
р = <= У. 
у]? 


Con lo que hemos probado el siguiente teorema. 
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Teorema 4.4 Si 7,7 € E (con ў 52 Ок), entonces el vector proyección p de ii sobre y está dado por 


xc UAE. 


pu 


N 


» Ejemplo 4.16 Sean ú = (1,1) y V = (2,0), entonces, 


"uu 
Il 
N 


- 0000) 0 
102.0)" 


> Ejemplo 4.17 Si f(x) = e* y g(x) = e"? en С[0, 1], con el producto interior definido en el ejemplo 
4.3,* entonces, la proyección de f sobre g está dada por 


Por una parte, tenemos 


Il 
Е 
a 
Ч 
8 


y, рог otro lado, 


lol = (а(х), в(х)) 
- ri (e=)? ax 
zs ora 
0 
1 E 
=т=) 
Luego, 
py) 2 Ouen. 


10De aquí en adelante, en todos los ejemplos con los que se trabaje, se supondrá que los productos escalares en cada espacio son 
los que hemos definido en los ejemplos previos en este capítulo, a menos que se indique otra cosa. 
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» Ejemplo 4.18 Si A = | " | | уВ= | : E еп 970,2, entonces 


(А,В) =1 


IBI? =5 


así que la proyección de A sobre В es 


A,B 
(AB) y 
El 


1 1 
» Ejemplo 4.19 Sean A — (+) УВ = (+) , puesto que 


EB S ES 
ер R 
po И. eot „ 
N N 
IA IA 
$e Ela 
ча 


oo oo оо 2 
рага todo n y las series geométricas У T y Y > son convergentes, se sigue que У, (+) y 
n=0 n=0 ¡520 
E ї ^2 
2 (+) son convergentes; por tanto A, B € 0». Hallar la proyección de A sobre В. 
n=0 
Solución ^ Tenemos que!! (А,В) = Y 11 
d = Зп Эп 
E y 1 
п=0 (2 j 3)” 
Е y 3! 
n=0 6 
1 
соочу 
== 
6 
_ 6 
= 3 


11 Aquí hemos utilizado el conocido hecho de que la serie geométrica Y r” converge si y sólo si |r| < 1; y que en tal caso 
п=0 


E 1 а EY А А А don 
Y r” = —. Pudimos haber utilizado en los ejemplos precedentes esta propiedad de las series geométricas, pero hemos emplea- 
п=0 


do otros criterios más básicos de series con el objetivo de que el lector pueda repasarlos. 
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y, por el ejemplo 4.15, sabemos que 


Bl? =+. 
181° = 5 
Entonces, 
p _ (4B) 
z 2 
В| 
= Ba, 
448" 
esto es, 


es la sucesión proyección de A sobre B. Y 


Como vimos en el capítulo anterior, la desigualdad que permite definir ángulos entre vectores de IR" 
es la de Schwarz. Corresponde establecer ahora su versión en espacios vectoriales con producto escalar. 
Antes de probar la desigualdad de Schwarz, observemos que, para cualquier ij € E y para todo A Є R, 


[Ar]? = (А, м) 
ми, Ай) 
= AX) 
= №; 
es decir, 
[Adi] = [ALII]. 


Resultado que emplearemos en la demostración de esta desigualdad. 


Desigualdad de Schwarz 


Teorema 4.5 Si E es un espacio con producto interior (-,-), entonces, 
Ia, v)| S lall lvl (4.7) 


Vu, v € E. 


DEMOSTRACIÓN Ш Si = Ок o ? = Ок, claramente (4.7) es cierta. Supongamos que ninguno de los dos vectores es nulo. 


Sea 


256 CAPÍTULO 4 | Espacios con producto interior y espacios normados 


el vector proyección de ii sobre v. Entonces zi — p 1 p. Por el teorema de Pitágoras: 


= 


lli]? = 10—25) + pl]? = [#— PI? + Ip. 
Lo cual implica 


lla]? = 122 21° + 1012 > 121: 


es decir, 
lal? > Il 
= (a, y) у! i 
vil? 
IG VP Luo 
= Ap 
— JG» 
Ivi? 
De donde, 
lal vl? > (8,5)? 
y, por tanto, 


(unii. w 


O Nota 4.3 Se puede probar que hay igualdad en (4.7) si y sólo si ii y V son linealmente dependientes 
(L.D.). 


Propiedades de la norma inducida por el producto interior 

En la subsección 3.1.4, vimos que la norma inducida por el producto punto en R”, esto es ||u|| = vi- d, 
tiene las propiedades enunciadas en el teorema 3.3 (cfr. pág. 127), las cuales se deducen a partir de 
las propiedades del producto punto en IR", que son en las que nos basamos para definir un producto 
interior en general. Así que, como es de esperar, la norma inducida por un producto interior, es decir, 
[|| = (2, 0), también debe tener las mismas propiedades que su caso particular еп R”. En el siguiente 
teorema hacemos patentes las características esenciales de la norma inducida por un producto interior; 
a partir de ellas se puede deducir cualquier otra propiedad de dicha norma. 


Teorema 4.6 Sea E un espacio vectorial con producto interior (-,-). Entonces, si ||u|| = 4/ (uu) es 
la norma inducida por el producto interior, se tiene: 


1. [úl >0 VúcE 

2. |i] 20€ Z — Og. 

3. |Au| = JA] ||g] vue E, VA € R. 

4. |u4-v|| € ||u| -|V| VúveE (Desigualdad triangular). 


DEMOSTRACIÓN W 1. ||| = Vú-ú > 0Vi € E. 


SECCIÓN 4.1 | Espacios con producto interior 257 


2. ||Óg]| = 4/ (Og, Og) = VO = 0. Supongamos que || = 0, entonces (7,7) = 0 y, por tanto, i = Og. 


3. SIAER yi c E, entonces, 


de donde, 


4. Sean ij, V € E, entonces, 


12-9]? 


De la desigualdad de Schwarz (4.7) 


Así que, 


2+ vi 


Luego, 


л? 


ПА] 


= Arg] - 


(a, v) < [ull Il]. 


>112 Е = 
= äl? +2(ī,v) + lvl 
„2 parcs m 
< Jur x2] lvl Ill 
» 112 
= (ul lvi. 
а vl < qul + IYI] (4.8) 
ш 


O Nota 4.4 Se puede probar que hay igualdad en (4.8) si y sólo si uno de los vectores es múltiplo 


escalar no negativo del otro. 


Distancia en espacios con producto interior 


Una vez que se tiene definido un producto interior en un espacio vectorial, se puede introducir el con- 


cepto de distancia entre vectores a través de la norma inducida por el producto interior; como hacemos 


patente en la siguiente definición. 
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Definición 4.6 Si ii y V son un par de vectores en el espacio E, se define y denota la distancia entre 
ellos como 


А sa П Т Е 
» Ejemplo 420 Enzo siA= | 2 күзе 1 


| ‚ entonces, 


А,В) = |А—В| 


Li 


= vll.< 


» Ejemplo 4.21 Sean f y g un par de funciones continuas en [a,b]. Entonces la distancia entre ellas, 
medida con la norma inducida por el producto interior, es 


ие? ме ( Гоо ela) ax) i 


Por ejemplo, si f(x) = 1 y g(x) = x, entonces en C [0, 1] 


Il 
5 
a 
| 
Sh 

N 
a 
= 
po à 
= 
N 
Il 
| 
"ed 
wj | 
E 
М 
о 


(7,8) 


х=0 


| 
А 


La distancia entre dos funciones en C [a,b] es la raíz cuadrada del área de la diferencia cuadrática entre 
ellas en el intervalo [a, b], como se ilustra en la figura 4-4. 


JA Figura 4-4 ° Gráficas de las funciones f, g, (f — g)? y del área bajo esta curva en el intervalo [а,Ь]. 
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En realidad, la distancia entre dos funciones en C [a, b] es una medida de la variación promedio cuadráti- 
ca entre ellas. Para entender esto, primero supongamos que (p € C |a, b]; y sean N un entero no negativo; 
h = (b—a)/N; xx = a+ kh, k=0,1,...,N 3 y xt € [xx-1,xx] un punto de este k-ésimo subintervalo, 
К = 1,2,..., N. Sabemos de la definición de integral que 


b 
f p(x)dx po y p(x)h 
= (b—a)lím Dir ex) 
№ № 


Por lo que, 


pla 1 fè 
ит Piece _ = | e(x)dx 


М М 


De aquí que, рага N grande, 


N * b 
с & = f ф(х)ах (4.9) 
Luego, el promedio de los valores de la función en los puntos x; es aproximadamente el área bajo la 
curva y = ф(х) en el intervalo [a,b], dividida entre la longitud de este intervalo; y esta aproximación 
es más precisa a medida que es mayor el número de los puntos x;. Para ilustrar este hecho numérica- 
mente, consideremos el caso particular de la función y(x) = x? en el intervalo [0, 1]. Los valores x7, que 
incluimos en la siguiente matriz, se eligieron aleatoriamente del intervalo [0, 1] para N = 9: 


0.3365 0.2897 0.9254 
0.2481 0.1814 0.3306 
0.4026 0.5126 0.8847 


Entonces, 


ф(х) = 0.2662 


GATA 


3996 :3215 .3370 3291 ‚3312 


= 
Il 
— 


ое 
[е 


DE мш өн ев мз ш. 


‚3427 ‚3301 ‚3362. .3390 :3327 


Tabla 4-1 ° Valores promedio de los у(х) para diversos valores de N con los puntos x; elegidos aleatoriamente 
en el intervalo [0, 1] para cada N. 


La tabla 4.1 incluye los promedios dados por el lado izquierdo de (4.9) para distintos valores de N y 
para puntos x; ‚К = 1,2,....N, elegidos aleatoriamente en el intervalo [0, 1] para la función y(x) = x 
(los valores de los x; no se incluyen por razones obvias de espacio). 
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El valor del lado derecho de (4.9) en este caso es 


1 3 
2 X 
d. = — 
/ хах 3 


De la tabla 4.1 se puede ver que la tendencia es precisamente a 1/3 cuando N — oo, Entonces, la inter- 


1 


0 


pretación que tiene || f — g|| en C [a,b] va más allá que simplemente ser la raíz cuadrada del valor del 
área bajo la función (f — в)” en el intervalo [a,b]; sino que el cuadrado de esta norma dividido entre 
la longitud del intervalo es el límite del promedio de las diferencias al cuadrado entre estas funciones. 
Esto es, 


lf —el (РО) ep 


^2 


р-а N 


para N grande. Es por esto que, aunque ||f — g|| no mide una diferencia puntal entre estas funciones, 
sí mide el error promedio cuadrático entre ellas; este enfoque es mucho más valioso para una gran 
variedad de aplicaciones, por lo que esta norma se emplea con gran frecuencia cuando se estudian 
espacios de funciones continuas. 


Ángulos entre vectores en espacios con producto interior 


De la desigualdad de Schwarz (4.7) se deduce que 
111 < Gov) < plv] 


lo cual implica, si ambos vectores son no nulos, 


Por tanto, es posible definir ángulo entre vectores en un espacio con producto interior a partir de la 
función arccos, como lo hicimos en el caso IR? y, en general, en IR". Hacemos patente este concepto en 
la siguiente definición. 


Definición 4.7 Si E es un espacio con producto interior y u,v € E— (Ox), se define el ángulo entre й 


y V como: 
UE arcos ( Ш ) Р 


[1211151 


> Ejemplo 4.22 En C[0, 1], si f(x) = x2, g(x) = х, 


we = | подвода f| -xdr еа = 1/4; 


Ifl = "E 1/45: 
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lel = y| а [VEB] = 1/73. 


= arc cos Abe) = агссо iid 
0 = secos a) co (42). 


Entonces, 


y, finalmente, 


0 = arccos (5°) =0.2526rad ~ 14.47°.- 
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» Ejemplo 4.23 En Mo, 2, sean А = | E. | yB= | | | | ‚ entonces el ángulo entre estas matri- 


0 0 
ces es 
(A, B) ) 
0 = arccos ( 
[Al 1181 
= агссоѕ ( : ) 
i РР 
1 
= агссоѕ (5) 
= 60°. 
> n 
» Ejemplo 4.24 En ⁄ sean las sucesiones!? А = (ES 


entre estas sucesiones es 


0 — arccos ( An 


Tenemos que AB = Y 


n=0 
Е 1 
Е 1 
j| 
10 
.. c 
| 9 


2 n 
| уВ= | (£) | ‚ entonces el ángulo 


12((/2/2))? = (1/2) y ((v2/10)")? = (1/50)"; puesto que 1/2 < 1 y 1/50 < 1, las series geométricas Y» ,((v2/2)"y^, 


Y7_,((v2/10)")? convergen y, por tanto, А,В € б. 
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ПАЇ? 


| 
1м: 
ет =, 
ARAS 
R 
менее 


Il 
Me 


\ 

iM: 
PES AT 
NI= AIN 
Lo" x 207 


3 
ll 


h e 


Is? = 5 (5) 


Il 
Me 


Il 
= 
¡Ms 
ы же Ө 
sv 
bt d e 
= 


3 
ll 
e 


Por tanto, 


Il 
£ 
5 
О 
© 
o 
[#2] 
AS 
= |! э 
EIE 
SS 
miel 
p c d 


s) 
= arccos | – 
9 


.67967 38189 rad 
(CET 2 


Q 


Q 


TE 


Q 


39". 


O Nota 4.5 Es evidente, de la definición 4.7, que el ángulo entre dos vectores ii y V es 0 = 90°, si y 


sólo si + = 0 si y sólo si (i, V) = 0; lo cual justifica el concepto de ortogonalidad dado en la 
и|| ||V 
definición 4.3 de la subsección 4.1.2 (cfr. pág. 247). 
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4.1.4 Proyecciones, proceso de ortogonalización, factorización OR 


Bases ortonormales 


Definición 4.8 Sea 2/— (iij, i, ..., n} una base de un espacio vectorial con producto interior. Se 
dice que KB es una base ortonormal si 


1. Los vectores ii; son ortogonales entre sí. 
2e ЕЕ 7 


Esto es, 


> Ejemplo 4.25 En R*, Z— ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)) es claramente una base ortonormal. 4 


» Ejemplo 4.26 En 97,2, = (Au }, k,l = 1,2, donde Az, = [aij] y 


l] етт 
aij = 
O enotro caso, 


es una base ortonormal de Mi, como fácilmente puede verificar el lector.«4 


Cuando se tiene un conjunto de vectores no nulos ortogonales entre sí, estos vectores son L.I., como 
se prueba en el siguiente teorema. 


Teorema 4.7 Sean iij, ii, . . ., iis, vectores no nulos ortogonales entre sí. Entonces estos vectores son 
EI 
DEMOSTRACIÓN BI Sean oj, i = 1,2,...,m, números reales tales que 
атй +020 +: + Amim = Og. 
Entonces, рага cada k = 1,2,...,т, 
(олй + оой +- олй, й) = (бв, й). 
Por tanto, 
оц (Uy, Up) + оо (00,0) ++ +04 (Up, lig) dr + On (Um, Up) = 0 

Ya que los vectores son ortogonales entre sí, se sigue que (1;,1x) = 0 si i zz К; y entonces 


Ok (iik, lik) == (0); 
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Puesto que ningún vector es nulo, se debe tener оҳ = 0 para cada k = 1,2,...,m. Así que los vectores 1; 
son L.I. BM 


Supongamos ahora que (ú¡,u2,..., 4, | es una base ortogonal de E; es decir, los vectores i/; son 
ortogonales entre sí, entonces si V € E, existen constantes a; tales que У = У," аи. Luego, para cada 
k=l 20:06 tene 


n 
(Gu) = (Essa) 
jal 


ll 


n 
Уа (йй) 
i=l 


= alip, ik) 


ll 


а 181. 


Así que, 


para cada k = 1,2,...,n. Así hemos probado el siguiente teorema. 


» Ejemplo 4.27 Es fácil mostrar que Ац = E e O | Аз = E a o p Аз = E м A 


000 ооо 000 
‚ 000 |0 00 |0 00 i 
Азу = | 100 | А» = | 010 | y Аз = | 0 0 | esto es, Aj = lai]. donde 


deal 1 sii=kyj=4 
У "| 0 en otro caso; 


| bi ро bia 


es una base ortonormal para 3905.5. Si B = : € 9905.5, entonces, 
| Ёз bz ba 


(В,Аџ) = bu 
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рага cada k = 1,2 y para cada | = 1,2,3; y claramente 


В = buAn+bpA+---+b23493 


(B,A11) Ап + (B, Ai) Ai +++: + (В,Аз) Аз. 


Sea (ii, ii, . . ., Iin } una base ortonormal de E. Por (4.11) del teorema 4.8, todo vector Y € E se puede 
escribir como 


V = ай + dolio +- 4ай, (4.12) 


donde az = (V, iij), para k = 1,2,...,n. Si convenimos en que siempre escribiremos los vectores de E 
en esta forma, con los términos en el mismo orden como en (4.12), i.e., el primer término es un escalar 
por iij; el segundo, un escalar por ii, etc., y el último término un escalar por i7; diremos que esta base 
ortonormal es ordenada y escribiremos (i; , ii», . .. , lin) para enfatizar este hecho; y a (а1,а,...,а,) € К" 
lo llamaremos el vector de coordenadas del vector Y relativo a la base ordenada (171,1,...,#,). Con 
este convenio, basta conocer el respectivo vector de coordenadas para poder escribir cualquier vector 
como combinación lineal de los elementos de la base ordenada como en (4.12). Debido a que la base 
es ortonormal, los cálculos básicos, que involucran al producto interior, se simplifican notablemente y 
se determinan en función del producto punto en IR". Hacemos patente este importante resultado en el 
siguiente teorema, cuya demostración se deja de ejercicio al lector. 


Teorema 4.9 Sea (iii, 1i2,..., lin) una base ordenada ortonormal del espacio E y sean (a,,42,..., an), 
(b1,b2,...,b,) los vectores de coordenadas de sendos vectores й y V de E. Entonces, 


i 18| = yai tat +a. 


2x d(u, У) = (aran da КЁ РУК Р) 


(аге uy (og — boy FE =”. 


3k ULP) = (ada. de) (iba, 09) 


= ар +0 +: +а,һһ. 


Proyección de un vector sobre un subespacio 


En la definición 4.5, establecimos lo que es el vector proyección de un elemento del espacio sobre otro 
elemento. Ahora estudiaremos el concepto de proyección de un vector sobre un subespacio. Como se 
ilustra en la figura 4-5, el vector proyección p de un vector dí sobre un subespacio 5 generado por dos 
vectores ў! y Y» debe satisfacer: 


1. Вєеп(ў, №) = S. 
2. ii — p L Vi, V» (y, por tanto, a todo v € S). 
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MA Figura 4-5 * Proyección de un vector p sobre un subespacio S en R°. 


En general, tenemos la siguiente definición. 


Definición 4.9 Sea S un subespacio generado por los vectores linealmente independientes vi, 
V2,...,Va y sea ú € E. Entonces, al vector p que satisface las dos condiciones siguientes: 


1. PES, 
2. ii— p LY; para cada i = 1,2,...,m (y, por tanto,  — p LV Vy € S), 


se le llama el vector proyección de ii sobre el subespacio S. 


Entonces, si p es el vector proyección de ii sobre S, dado que p Є S, existen a; € R tales que 


y, por la condición 2 de la precedente definición, se debe tener 


m 

pa e 

ü— У av; Ve zs) 
j=l 


para cada k = 1,2,...,m. Esto es, 


al 
para todo k = 1,2,...,m. Así, para determinar las constantes a; y, por tanto, el vector p, se debe resolver 
el sistema 

(MY) a + (V2,V1)as + oce + (Vm.Vi)Qm = (LY 

(ViVa + (X ii, V») 


Y2, v2) 3 coe ow. (Pins V2) аһ = ( , 


(4.13) 


(Vi, Y) aj ПР (ў, Yu) ds pos XE (is Ушу аһ = (п, Vm) 
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» Ejemplo 4.28 En С[0,1], sean f(x) = 1 y g(x) = x; S = gn(f.g) y u(x) = x^. Entonces, por la 
definición precedente, el vector proyección de и sobre S debe tener la forma p(x) = bx+a € S y 
(u — p, f) = 0 = (u— р, g); esto es, 


1 1 1 
= —— == — 
ш 2 
Se tiene entonces el sistema 
1 1 
3 == 7? = 0 
f d 1 
—-——b— -a-0 
па X 
que al resolver, resulta a = — y b = 1. Por lo que 
1 
р(х) 2x— 6 


es el vector proyección buscado. < 


Aunque en el ejemplo precedente se pudo encontrar la proyección de un vector sobre un subespa- 
cio, no queda claro aün si esto es posible en cualquier situación. Afortunadamente el siguiente teorema 
garantiza que el sistema (4.13) tiene solución única en todos los casos cuando los vectores v; son lineal- 
mente independientes (L.I.). 


Teorema 4.10 Sean Vi, V2,...,Vm vectores L.I. en E, entonces las filas de la matriz simétrica А = 
[VV] (y por tanto las columnas) son vectores L.I. de R”. Por ende, la matriz (V; V;)] € Mimxm es 
invertible. 


DEMOSTRACIÓN M Sean Æ = (Vi V1) , (Vi, V2) ,. -< (Vi, Vm) ) las m filas de la matriz А y 011,0,...,0 € R tales que 
o4 Fi F aP +. + Cm En = i 


Sppes]T.2... 2/5 setene 


Entonces, 


Ürn = o4 Fi +09 Tee de 


m m m 


= р (олу, vi) > by (олу, V2) gire Y (оу, 7) á 


i-1l i=l i=l 
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Por tanto, 
m vp 
У (aVV) = 0, 
Y (aW, = 0, 
=i 
m ne 
У (av; Ym) = 0. 


i-l 
Que, por propiedades del producto interior, se transforman en 


m 


(È эў») = 0, 
il uM 
(Mov) = 0, 
¡=1 
m m 
(E ой, Vm) = 0. 
5 
Entonces, 
m = 
о (У QiVi V4) = 0, 
кз p 
со (У, aV V2) = 0, 
т=1 
т zn 
а„( У 0:9, Vg) = 0. 


i=l 


Nuevamente, por propiedades del producto interior se tiene: 


m 


(X aii oni) = 0, 
= 

m 

(X, аі, aio) = 0, 
= 

т ER a 

(2 OjVi, Om Vs) = 0; 


i=l 


Luego, 

m m m 
(У ОУ, О Yi) F (У; оңу, 00%) paje »y O Vi, A Vg) = 0. 
i=l i=1 i=l 


Que, por propiedades del producto interior, equivale a 


m m 


(у QiVi, x оу) = 0. 
{=l {=} 


Рог їапїо, 
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Por ser los vectores v; L.I., se deduce que o; = o» =-** = о„ = 0; en consecuencia, las filas F; son 


vectoresL.I. BM 


Tenemos como corolario a este teorema que el sistema (4.13) tiene solución única cuando los vecto- 
res son L.I.; esto es, si los vectores v; son L.I. уй € E, entonces existe y además es única la proyección 
de ii sobre el subespacio S generado por estos vectores. Además, si los vectores v; forman un conjunto 
ortonormal, los elementos de la matriz [(v;, v;)] son nulos cuando i Æ j; es decir, la única solución a este 
sistema está dada por a; = (t, V;); luego 


т 
= a 


es la proyección de и sobre S. Si los elementos de la base son sólo ortogonales (no necesariamente unita- 
rios; i.e., de norma uno), entonces la única solución del sistema (4.13) está dada por a; = (ii, V;) / |192; 


así que en este caso 


» Ejemplo 4.29 En el ejemplo 4.11 se mostró que las funciones sen(x) y cos(x) son ortogonales en el 
espacio C [0,7]. Si g(x) = x, hallar la proyección p de g sobre 5 = gn(sen(x),cos(x)).« 


“Solución Рог (4.15), 


а M a za (x, cos(x)) D 
PO sento 0 соко A 
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En el ejemplo 4.14 vimos que 


Por otra parte, 


(x,sen(x)) — n 


= —хсоз(х) + f cos(x)dx 
0 
= п + sen(x)|o 


= Тт; 


/ хсоѕ(х)ах = хзецх) — f sen(x)dx 
0 0 

= 0+ cos(x)|o 

ЕЕ: 


Luego, 


р(х) = Е sen(x) + — cos(x) 


2 2 


— 2sen(x) — 2 cos(x) 


es la función proyección de g(x) — x sobre el espacio $ — gn(sen(x),cos(x)). Y 
Proyecciones en subespacios de R” y matriz de proyección 


Proyectar un vector sobre un subespacio es particularmente sencillo cuando se hace en el espacio IR"; 
además, el proceso involucra un formato matricial muy simple que será de gran utilidad para este fin y 
en una de las aplicaciones más importantes que existen de este tema: el método de mínimos cuadrados, 
el cual veremos más adelante. 

Sean d;,d»,...,dy € R” vectores L.I. Si W = gn(di,do,...,d4) y A € Myxx es la matriz cuyas colum- 
nas son dj, d», .. .,d,, entonces W = (Ax |х € IR^). Efectivamente, si ii € gn(dj, d», .. . d), para algunos 
X1,X2,..., Xy € К se tiene 
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И = ма +00 +: х 
xi 
= [ñ A]: 
Xk 
= AX 
xl 
X2 E 
pon Yes . |. En particular, el vector proyección p de b sobre W tiene la forma p — Ar, con 
Xk 


F= (r1, r2,..., rk). Además, b-p 1и, Vü € W. Por tanto, ú: (b— p) = 0 Vii € W. Entonces, УХ Є R*: 


Es decir, el producto punto del vector A' b — A'AF con cualquier vector X de IR^ es cero, lo que implica, 
por 7 del teorema 4.1, A'b — A'AF = Оре y, por tanto, 


A'b = (А! А). 


Ahora bien, dado que los vectores d; son L.L, la matriz A tiene rango k; sabemos, por el teorema 3.23 
(cfr. pág. 171), que los rangos de A y A'A son iguales, así que Rang(A'A) = k, y puesto que A'A es una 
matriz cuadrada de orden k, se sigue que es invertible. Luego, 


7? = (A'A)- lA b 


y p = А? = [А(А'А)-!А/]р. 
En resumen, el vector proyección, p, de b sobre W — gn(d,do,...,d,) está dado por: 


В = [A(A'A) 4']5 (4.16) 
donde A es la matriz que tiene como columnas a los vectores d,,d»,..., dy. A la matriz 
A(A'A) 1А! (4.17) 


se le llama la matriz de proyección para el subespacio W. 
» Ejemplo 4.30 Hallar la proyección del vector b= (b1,b2,b3) sobre el plano 2x — y — 3z = 0.4 


Solución Claramente la solución de este sistema escalonado es 


y E 
==. 


13Cfr. (1.15) en la página 12. 
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Es decir, 
x — q+3t 1 3 
у | = 5 = 2q zm FEO 
2 f 2t 0 2 


Así, si W es el plano 2x — y — 3z = 0, entonces W = gn((1,2,0), (3,0,2)). Luego, 


L3 
л 20| y x-[122]. 
0 2 
Por lo que, 

тоз 

wa=[3 29] [20 
0-2 

3 3 


“| | 


Utilicemos ahora la adjunta para calcular la inversa de la matriz invertible A'A, (B^! = (1/|B|)Adj(B)): 


3 13 


— 1 13. =3 
kisela t. 
al 3]. 
La matriz de proyección (4.17) es, en este caso, 
| 3 
Е 1 13 -3 L2 0 
t Tat 2 Du 
sen ее 3D 
0 2 
4 12 
VERI 
е 6 10 
1 40 8 24 
=— | 8 52 —12 
11:34 1230 
sm XT 3/7 
=| 1/7 13/14 —3/14 
3/7 —3/14 5/14 
Por lo que el vector proyección (4.16) es 
3/7. 177 3/7 bi 
p= | 1/7 13/14 —3/14 b» v 
3/7 -3/14 5/14 Рз 


Proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt 


Las relaciones (4.14) y (4.15) del teorema 4.11 proveen, entre otras cosas, una forma muy simple de 
proyectar un vector sobre un subespacio cuando éste posee una base ortogonal u ortonormal. En el 
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teorema 4.9 también vimos que las operaciones que involucran producto interior se simplifican con este 
tipo de bases; por eso, sería muy bueno el poder contar con bases ortogonales en los espacios donde 
se esté trabajando. Afortunadamente es posible construir bases ortonormales en espacios de dimensión 
finita mediante el proceso que a continuación explicamos. 


e " : : e Y a 
Supongamos que {V1, V2,...,Vm} es una base de un subespacio 5 del espacio E. Sea гй = np 
y 
entonces ||: [| = 1 y gn(iij) = gn(Vi) C S. Sea p, el vector proyección de Vz sobre ijj y W2 = V2 — рі, 


como se indica en la figura 4-6. 


> 


Pı 


JA Figura 4-6 ° Si р, es el vector proyección de Vz sobre 1, entonces W2 = V2 — ру L if. 


Entonces, W2 Æ Ов, pues en caso contrario Y, = p; Є gn(uj) = gn(Vi) у Vi, v» serían L.D. Por (4.6) del 
teorema 4.4 (cfr. pág. 253) 


y, por ende, 


Así, W2 L й y W2 € gn (iij, V5) C S; si definimos 


1 


Й == W2, 
| 
iij Li, 10| = 1 y gn (i, 0) = gn(Vi,V2) C S. Sean ahora рә el vector proyección de V3 sobre el 
subespacio $5 = gn(iii,ii?) y W3 = V3 — p», como se ilustra en la figura 4-7. Entonces W3 4 Ов, уа que 


еп саѕо сопігагіо 
Y3 = p» € gn(11, й) = gn(v1, va) 


y V1, V2, Уз serían L.D. Puesto que {1,2 } es una base ortonormal de S, por (4.14) del teorema 4.11 (cfr. 
pág. 269), p» = (Vs, iii) йү + (V3, 12) 00; luego, 
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Уз — P2 


HA Figura 4-7 ° Si p» es la proyección de v4 sobre gn(i;, i»), entonces W3 = V3 — p» es ortogonal a ўй уай». 


satisface: Ws € gn (1i, l2, V3) С S, Ws L ij, Ws L 10. Por tanto, si definimos 


Е Lo 
Из = yz W3 
[ўз | 
se tiene: gn (11,142,143) = gn (Vi, V2, V3) C S, ||03|| = 1, y los vectores 17,12,13 son ortogonales entre sí. 
Supongamos que hemos construido k vectores #1, ii», ..., ijj mediante este proceso, que satisfacen: 
1. Los vectores son ortogonales entre sí. 
2. Los vectores son unitarios; es decir, [|4;[| = 1 para i = 1,2,...,k. 
3. Gn (Ur i5,..., tig) =gn(01,Va,...,Ve) C S. 
Sea p; el vector proyección de vz, 1 sobre el subespacio gn (11,15, . . ., i£) у Wk+1 = Vk+1 — Рк; entonces, 
Wii Æ Ов, ya que en caso contrario 
Vk+1 = Pr € gn(iá,. s . Up) = gn(Yi,. 5 sa VE) 
y Vi, ..., Vk, ўі serían L.D. Por (4.14) (dado que (11, 1»,..., 14) es ortonormal), 


Pk = (Уку, 01) dá + (бе, di) do +++ + Quads) Hy 


y, por tanto, 
Wii = Via — (Read) ly — (Visas й) dio — ++ — (Vias ti) lik 
satisface: И € gn (Иү,Иә,...,Ик, т) C S y los vectores ii, iio, ..., Ик, Wg+1 son ortogonales entre sí. 


Por tanto, si definimos 


_ 1 
Мы = ГЕЛ | 


== Wa 
Wk+1 | 
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se tiene: 


1. Los vectores iij, ii», ...,U;, й] son ortogonales entre sí. 
2. Los vectores son unitarios (||: = 1 Vi — 1,2,...,6+ 1). 


e aep лер Р ce жей. эй 
3. gn (iij, ilo, . . . Ups й) = gn (Vi, v5, ..., Ve, Vr+1) iS: 


Podemos continuar este proceso hasta que k = m — 1. Así tenemos que los vectores iij, i = 1,2,...,m, 
son ortogonales entre sí, unitarios y gn (1,,42,...,lm) C S. Puesto que el conjunto (i.i, .... Uy) es 
ortonormal, estos vectores son L.L; y ya que dim(S) = m, se tiene que gn(1,,1>,..., И) = S. Luego 
[ii dio, . . ., Uy y es una base ortonormal para S. Este es el llamado proceso de ortogonalización de Gram- 
Schmidt para construir una base ortonormal de un subespacio de dimensión finita a partir de una base 
dada de este subespacio. A fin de simplificar la información resumimos este proceso en el siguiente 
teorema, el cual ya hemos demostrado en las precedentes líneas. 


> Ejemplo 4.31 Construir una base ortonormal para IR? a partir de la base 


(1,1), (0,1,1), (0,0,1)).« 


Solución й = —- (рог (4.18) del teorema 4.12) 
edi AUS EA, 


W2 = 00 — (00,01) И (рог (4.19) del teorema 4.12 con k = 1) 
0,1,1)— ((0,1, 1), (1/У3,1/У3,1/У3))(1/У3,1/У3,1/У3) 
= (01,1) - Q/3)1/3.1/ V3,1/v3) 

— (0,1,1) — (2/3,2/3,2/3) 
=} 


(—2/3,1/3,1/3). 
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Si 
II 


(por (4.20) del teorema 4.12 con k = 1) 
(—2/3,1/3,1/3) 

V/4/9 4- 1/9 4- 1/9 

= (3/V6)(-2/3,1/3,1/3) 

= (-2/46,1/46,1/v6). 


3,141) 141 — (13,12) 142 (рог (4.19) del teorema 4.12 con k = 2) 

= (0,0,1) — ((0,0,1),(1/V3,1/v3,1/V3))(1/V3,1/v3,1/v/3) 
—((0.0, 1), (-2/v6,1/v6,1/V6,1/V6))(-2/v6,1/vV6,1/v6,) 

= (0,0,1) -(1/43)(1/V3,1/V3,1/v3) 
-(1/V6)(-2/V6,1/v6,1/v6) 


= (0,—1/2,1/2). 
из = [БЫ (por (4.20) del teorema 4.12 con k = 2) 
W3 


1/2 
= (0,—4/2/2,4/2/2). 


La base ortonormal buscada es: {14,10,13}. Y 
> Ejemplo 4.32 Encontrar una base ortonormal рага el subespacio gn(e*,x) en C[0, 1]. « 


Solución Еп este caso, V, = e* y v5 = x; entonces, 


Por (4.18) del teorema 4.12, 


De (4.19) del teorema 4.12, con k = 1, 


W=x-= 02—12 (2112 К 
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Calculemos el producto interior de la última igualdad: 


ANA e 
egt j gone 


y 
1 
(x, e )= | xe*dx 
0 
і 1 
= xe- f e*dx 
0 
= е [e*]; 
por tanto, 
V2 „\__ v2 
"ату" (2-1) 
Así, 


211 


l14Emplearemos el término normalizar cuando multipliquemos por el recíproco de la norma de un vector para obtener un vector 


con la misma dirección pero con norma 1. 
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y la base buscada es: 


Sabemos, de la discusión que hicimos para la derivación del proceso de Gram-Schmidt, que el vector 
йу es ortogonal a los vectores iij, 12,..., lx y que gn(ify,tio,. . uy) =gn(V1,V,..., Vk); por lo que iii 


(Vk, tik) = |[w || # 0, para cada k = 1,...,т. Con lo que hemos probado el siguiente corolario. 


Factorización OR 


dependientes de R”. Sea (11, %2,..., Um) la base ortonormal que se obtiene por medio del proceso de 
ortogonalización de Gram-Schmidt aplicado a la base (vi, v5,...,Y,,) del espacio columna de А. Por 
(4.11) del teorema 4.8 (cfr. pág. 264) se tiene, para cada j = 1.2,...,т, 


V; = (Vj, ii) tl + (Vj, iio) io +-+ + (Vj ien) йл. 


Sea O la matriz que tiene como columnas a los vectores й ;; por (1.5) del ejemplo 1.15 (cfr. pág. 12), 


(ji) 
_ (93,0) 
Vj = * 

| (9.0) 
(jii) 
| (V, i2) 

Entonces, si č; = i , 
(9j iis) 
A=[% Y Ў» | 
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Así, si R es la matriz que tiene como columnas a los vectores с;, por (1.2) del ejemplo 1.14, 


"E ie Ж] 
-[9à Os - 0, | 
Es 


Ahora bien, por (4.21) del corolario 4.4, (V;, 11) = 0 para todo i > j; luego, las componentes de la matriz 
R = |[(v;, 4;)] son nulas para j < i; es decir, todas las componentes por debajo de diagonal. Así, la matriz 
R = [(V,ii;)] es triangular superior e invertible, pues, рог (4.22) (V;,ii;) 4 0 para todo i. La matriz A se 
puede factorizar entonces como el producto de una matriz cuyas columnas son vectores ortonormales y 


una matriz triangular superior no singular. Hacemos patente esta conclusión en el siguiente teorema. 


» Ejemplo 4.33 Sea 


1 1 1 
0 1 =l 
A= 
1 1 0 
0 0 1 


1. Mostrar que las columnas de A son L.I. 

2. Encontrar una base ortonormal para el espacio columna de la matriz A. 

3. Factorizar A como el producto de una matriz O cuyas columnas sean vectores ortonormales y una 
matriz К triangular superior. «4 | 
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Solución 1. Llevemos A a la forma escalonada mediante el método de Gauss: 


b od d ї d Ly d € d 
б i el ó 3 = 0.1 =i D $ el 
гт O0] |9 S -LI | 6 -rL]l | d Л 
0 0 1 0 0 1! оо 0 оо 0 


Puesto que toda columna tiene pivote, el sistema Ax — Ó sólo tiene la solución trivial y, por tanto, los 
vectores son L.I. 


2. Dado que las columnas forman una base (ya que son vectores L.I.) del espacio columna, podemos 
aplicar el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal: 


1 
iij = — (1,0,1,0 
¡SN ) 


m (1/42,0,1/v2,0). 


# = (1,1,1,0) ((1,1,1,0)- (1/42,0,1/V2,0)) (1/42,0,1/v2,0) 


= (1,1,1,0) = (2/42) (1/v2,0,1/v2,0) 
(1,1,1,0) — (1,0,1,0) 
=(0,1,0,0) г, 


II 


1 
а Ы Y 
seque Ten 


fisso dao ((1,-1,0,1 (1/42,0,1/v2,0)) (1/42,0,1/v2,0) 
— ((1,—1,0,1)-(0,1,0,0)) (0, 1,0,0) 

(1,—1,0,1)— (1/v2) (1/42,0,1/v2,0) —(—1)(0,1,0,0) 

(1, —1,0,1) + (—1/2,0, —1/2,0) + (0,1,0,0) 

2:(172,0,—172,1) >. 


1 2 wt 1 1 1 2 
i = —v = TF =0==,1 = —= 0, =—=:= . 
to des AG 2 | 6 ' V6 5) 


3. Por el teorema 4.13, 
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y si V; son los vectores columna de A, 


0 (Va, Из) 
Como 
фый) = (1,0,1,0): (1/V2,0,1/V2,0) =2/v2, 
(й) = (1,1,1,0): (1/V2,0,1/v2,0) 22, 
(93,1) = (1, 1,0,1)- (1/42,0,1/v2,0) S1, 
Tau = (1,1,1,0)-(0,1,0,0) = 1, 
(v3, 142) = (1,—1,0,1)-(0,1,0,0) = —1 
y 
(ўз) = (1,—1,0,1) (1/46,0,-1/46,2/46) =3/V6, 
entonces, 
2 2 1 
V2 м2. м2 
К = 0 1 —1 
3 
0 0 = 
v6 
El lector puede verificar que efectivamente 
A — QR 


realizando el producto. Y 


Matrices ortogonales 


Sea A una matriz cuadrada. Supongamos que las columnas de A son vectores K; ortonormales de IR". 
Entonces, si c;; es la componente ij del producto A'A, 
"e = 
су = КК = (4.23) 
O enotro caso 
Luego, A'A es la matriz identidad. Recíprocamente, si A es una matriz cuadrada de orden n tal que 


A'A = h, la identidad de orden n, entonces nuevamente se tiene la relación (4.23) y, por ende, las 
columnas de esta matriz son vectores ortonormales de IR". Hemos probado así el siguiente teorema. 
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Teorema 4.14 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Las siguientes condiciones son equivalentes a 


pares: 


1. Las columnas de A son vectores ortonormales de IR". 
D AA = 
3. A es una matriz invertible y А! = А!. 


Definición 4.10 Una matriz cuadrada A de orden n que satisface una de las condiciones del teorema 
4.14 (y, por tanto, las otras dos) se llama matriz ortogonal.'^ 


» Ejemplo 4.34 Sean los vectores 
des (1/43,1/43,1/43) „ е (22/46,1/v6,1/v6) 4 a (0.—v2/2, 2/2) | 


Entonces, si 


1//3 -2//6 0 
A=| 1/43 1/46 -v22 |, 
1/43 1/6  y2/2 


tenemos 
Юз 443 313 ][1/V3 v6 0 
AA=| ive iv6 iv6 1//3 1/v6 —\у2/2 
о0о -iv2 WIJ 1/43 ive vam 
p.30: 0 
e UY 
0..0 1 


Así los vectores 111,12 y Из son ortonormales (cfr. ejemplo 4.31) y la matriz A es ortogonal. «4 


O Nota 4.6 


1. Observe que si las columnas de una matriz А son ortonormales, entonces sus filas también y vice- 
versa; pues, A'A = I © AA! = I. 

2. En el caso de que A sea una matriz cuadrada, el teorema de factorización QR (4.13) afirma que 
si las columnas de A son vectores L.I., entonces A se puede factorizar como el producto de una 


matriz ortogonal con una matriz triangular superior. 


15Sería más adecuado usar el término ortonormal, pero éste se reserva para bases y no es común su uso en la literatura de álgebra 


lineal. 
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4.1.5 Aproximación óptima de un vector por elementos de un subespacio 


En la figura 4-8 se ilustra el conocido hecho de geometría elemental que establece que la distancia 
mínima de un punto a una línea recta o a un plano es la longitud de la línea perpendicular de ese punto a la 
línea recta o al plano. En términos de lo que en este texto hemos estudiado, esto significa que la distancia 
mínima de un vector a un subespacio es la norma de la diferencia entre este vector y su proyección sobre 
el subespacio. En el siguiente teorema mostraremos que este hecho geométrico también es válido en 
espacios con producto interior. Nuevamente esta generalización no es una simple curiosidad matemática, 
sino que es de gran importancia en la teoría de aproximación; tema que introduciremos más adelante. 
La demostración de este teorema se basa en un artificio algebraico y el teorema de Pitágoras en espacios 
con producto interior; sin embargo, este artificio es completamente intuitivo geométricamente y vale la 
pena gastar un poco de tiempo en su explicación. En (b) de la figura 4-8, el segmento de línea que va 
del vector proyección p al punto й es ortogonal a todo punto de 5 y, por tanto, a toda línea de este plano; 
así que en particular es ortogonal a la línea recta que pasa por los puntos p y V. Por ende, el segmento de 
línea recta que va del punto i/ al punto Y es la hipotenusa del triángulo rectángulo que pasa рог los puntos 
ii, p y V; y como en todo triángulo rectángulo la longitud de la hipotenusa es mayor que las longitudes 


> 


de los catetos, se tiene d(iZ, p) < (й, v) 


(b) 


JA Figura 4-8 ° (a) La menor distancia de un punto P, exterior a una línea recta, está dada рог la longitud de la 
perpendicular de la línea recta al punto Р. (b) La menor distancia de un punto ij, exterior a un plano S, a cualquier 
punto y del plano, se alcanza en el vector proyección p de ii sobre S. 


Teorema 4.15 Sean S un subespacio de E de dimensión finita, ú € E un vector dado y p € S el vector 
proyección de ú sobre S. Entonces 


li—plsli-v| vve 5. 
Es decir, el mínimo de la distancia d(i, V), cuando V varía en S, se alcanza en Y = p. 


DEMOSTRACIÓN Bi Sea Y € S cualquier vector, entonces p — v € S. Por lo que ii — p L p — v; así (por el teorema de 
Pitágoras) 


— 7: БТ” 2 
Пи У = (i — p) + (P— v)ll 
2 


IV] 
ETE = 
1 
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de donde 


En forma equivalente, el teorema 4.15 afirma que dados un elemento i/ del espacio E y S, un subes- 
pacio de dimensión finita, existe un elemento p € S, de entre todos los elementos de S, que es el que 
mejor aproxima a ii en el sentido de la norma inducida рог el producto interior; es decir, 


mín [ii — v|| = || — p | (4.24) 
ves 


Además, como el lector seguramente ya intuyó, el vector proyección p de ii sobre $ es el único elemento 
de 5 que aproxima óptimamente a ii en 5; esto es, cumple con la relación (4.24). En efecto, si pj € S y 
z- pil| € || — v|| para todo Y € S, entonces se debe tener 


li—pill < li—pl y 
li — gll S |z- gil 


de donde se desprende 


Puesto que p es el vector proyección de ii sobre S, i — p L V para todo Y € S, en particular i — p L 
D — pi € S. Por el teorema de Pitágoras se tiene 


s ai? ЭО, EE 
lu- pel. = JG — B) - (G-— р1)|| 
> 212 > > ¡12 
= Ju- PI + |p- pi ll 

zb cx a 

= |10 — p + I2- PI: 


lo que implica 
12—22 =0 
y, por tanto, 
рі =P. 


En resumen, hemos probado que en cualquier espacio con producto interior, E, dados un vector i/ y un 
subespacio S de dimensión finita, existe un único vector p € S tal que 


li—plxlz-v| Wes; 


es decir, para el cual (4.24) se cumple; donde ||- || es la norma inducida por el producto interior y, en este 
caso, el vector p es la proyeción de i sobre el subespacio S. Llamaremos a p la aproximación óptima 
(о la mejor aproximación) de й en 5 (relativa a la norma inducida ||- ||). 


16] a notación mín || — || significa el valor mínimo del conjunto de números reales {|| — || |V € S]. 
ies 
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O Nota 4.7 


1. En el último apartado de este capítulo estudiaremos el concepto de aproximaciones óptimas, pero 
en subespacios normados cuya norma no necesariamente proviene de un producto interior. 

2. Una norma en el sentido más general, como veremos en la siguiente sección, es una función que 
permite medir magnitudes de vectores y distancias entre ellos; como se hace con la norma usual 
en IR" o con las normas inducidas en espacios con producto interior. Sin embargo, como veremos 
más adelante, no toda norma proviene de un producto interior. 

3. De igual manera a como ocurre en espacios con producto interior veremos, en la siguiente sección, 
que en un espacio vectorial normado (aunque la norma no provenga de un producto interior), dado 
un vector y un subespacio de dimensión finita S, siempre existe al menos una aproximación 
óptima para este vector en S; pero dicha aproximación no necesariamente es única. 


A continuación, encontraremos la aproximación óptima de vectores en subespacios para dos casos 
particulares en el espacio de funciones continuas, con el fin de ilustrar esta importante teoría. 


Aproximación con polinomios de Legendre 


» Ejemplo 4.35 Sean E = C[- 1,1] el espacio de funciones continuas en [—1, 1] dotado del producto 
interior 


л) = f soda 


$5 = en(1,x,1?) y f € E una función dada. Apliquemos el proceso de ortogonalización de Gram- 
Schmidt a la base (1,x,x?): 


1 
2 
ME NOLLET 


entonces 
1 
"a 
x— a 1/V2) 1/50, 


uy = 


w2 


(5 1 А) 1/42 


I 
EN 
E 

= 
T 
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así que 


w2 
u == 
wal] 


w3 =P — (21/0) 1/V2- (22, /5]x) v3/2x, 


(21/2) 1/V2= 


1 
хах 
1 


== 


[| 


wm], 


| 
= 


шн юк NI= 


ie vV3fax) = AAS dx 


1 
x 


= 2 == 
3. 1 


-1 


por tanto 


así que 


Из = 7—7 И3 
{из 


La base ortonormal es 


u — MÀ - Jona RENE Jal 
Uus Te 9g 5^3» 2 3 Е 


Entonces, рог (4.14) del teorema 4.11 (cfr. pág. 269), la proyección p» de f sobre S» es 


pa = (fui) ш + Cf u2) u2 + (Р,из) из. 
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Por ejemplo, si f(x) = sen(zx), entonces!” 
| 1 
БИ == sen(zx)—2dx = 0, 
(и) = f sente) 7 
: 3 1 
(f u2) - | веп(тх)\/ хах = — v/6, 
ET 2 T 


Ua = [senis] (2-Dar=o. 


Luego, 
1 3 
р(х) = -V6 5* 
3 
= >x 
T 


es el polinomio de grado a lo más dos que mejor aproxima a f(x) = ѕеп(лх) en el sentido de que 


Puya 


ii 


tiene el valor más pequeño al compararla con 


para cualquier polinomio q(x) de grado a lo más dos. Las gráficas de f(x) y p2(x) se ilustran en la figura 
4-9. De hecho el lector puede comprobar, realizando la integral, que 


~ 0.626157 2471. 


sen(zx) — 24 
т 


Las gráficas de (f(x) — р(х))? y de (f(x) —g(x)Y, рага а(х) = (1/10) (x? — 2x +2), se ilustran en la 
figura 4-10; en ella se puede apreciar que aparentemente el área bajo la curva (f(x) — p2(x))? es menor 


1 
0.8 p 


xi 0.5 0 0:5 1 


JA Figura 4-9 ° Gráficas de f(x) = ѕеп(лх) y la proyección, p»(x), de esta función sobre el subespacio 
59 = gn(1,x,1?). 


17 рејатоѕ los detalles de los cálculos de las integrales de ejercicio para el lector. 
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1.8 
1.6 
1.4 
1.2 

1 


| AN 


| 
e] | M 
| | ШШ! P 


0.4 
0.2 
-1 =0.5 0 1 


JA Figura 4-10 ° Gráficas de las funciones (f(x) — po(x))? y (f(x) — q(x))?. El área bajo la primera curva debe ser 
inferior al área bajo la segunda curva. 


que el área bajo Іа curva (f(x) — q(x))? en [—1,1]. Efectivamente, 


1 
2 
i | (веп(лх)— q() dx = za A (600 +853r) 
~ 1.391981242 


de donde!? 


|Isen(zx) — q(x)|| ғ v/1.39198 1242 ~ 1.179822547.4 


A los polinomios ortonormales que se obtienen al aplicar el proceso de ortogonalización de Gram- 
Schmidt a la sucesión de polinomios L.I. 


Тое EP NE 


en C[—1,1], se les llaman polinomios de Legendre (normalizados). Estos polinomios tienen importan- 
tes aplicaciones en la teoría de aproximación, en física, en ecuaciones diferenciales, etc. Los primeros 
tres polinomios de Legendre normalizados los hemos calculado en el ejemplo precedente. Se puede 
probar que estos polinomios, antes de normalizar, están dados por la relación 


GN AY. 
Vea = eras ^ -1) 


Por ejemplo, para k — 2, 


lSRecuerde que || ѕеп(тх) — p;(x)|| fue aproximadamente 0.62615 72471. 
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que es el mismo polinomio que obtuvimos en el ejemplo anterior. Para k = 3, tenemos 


3h 4° 


"7 eae 


(ey 


de donde 


1 1 [7 
= — wa = =4/ = (5 — Зх). 
TS TH ) 


De manera similar (los detalles del cálculo se dejan de ejercicio al lector), podemos obtener 


1 [9 
Ms = LA Gs - 102.3) y 


L JT 
IAS (63:6 — 70:8 + 15x) . 


JA Figura 4-11 ° Gráficas de los primeros 6 polinomios de Legendre (normalizados). 


En la figura 4-11, se bosquejan las gráficas de los primeros 6 polinomios de Legendre, u;(x), que calcu- 
lamos en el ejemplo precedente y en la ulterior discusión. 

Es claro que podemos extender este proceso y, dada una función continua f en el espacio C[— 1, 1] 
y un número entero no negativo n, construir un polinomio de grado a lo más n, combinación lineal de 
polinomios de Legendre, que es la mejor aproximación de f, de entre todos los polinomios de grado a lo 
más n, respecto a la norma inducida por el producto interior en C[— 1, 1]. Así, por ejemplo (se dejan los 
detalles de los cálculos al lector), la mejor aproximación para f(x) = sen(x) en $4 = gn(1,x, 32,32, x*), 
el espacio de polinomios de grado a lo más 4, es 
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y la mejor aproximación de f en el espacio de polinomios de grado a lo más 6 es 


693 35 385 
pm == (nt — 1052? + 945) х? + (3 (хт? —15) - is (m*— 105^ 945) ) rd 


3. d 165 
+ (2- Е (т^ – 15) TE (a^ – 10572 +045) ) x. 


1 

0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 
0.2 


\ 
N 
-0.4 
—0.6 
—0.8 
m 
S —0.5 0 


A Figura 4-12 * Gráficas de f(x) = веп(тх) у pa(x). Observe que la diferencia entre las áreas bajo estas curvas 
(y entre las propias curvas) es muy poca. 


222 


0.5 1 


=] 0.5 0 0.5 1 


25 


A Figura 4-13 ° Gráfica de (f (x) — ра(х))2. El área bajo esta curva es menor que el área bajo la curva (f (x) — p»(x))?. 
Un bosquejo de las gráficas de f(x) = ѕеп(лх) y pa(x) se ilustra en la figura 4-12. Mientras que la figura 


4-13 contiene el área bajo la gráfica de la función (f (x) — p4(x)?, que ahora es menor que en el caso de 
aproximación en S5. Un cálculo un poco laborioso, el cual omitiremos, produce: 


| x) — palo) || = 9.370289878 х 1072 


llf) — рв(х)|| 6.08092 8379 x 1073. 
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Parece que || f(x) — p,(x)|| tiende а cero en la medida en que n aumenta. De hecho, esto no es un 
fenómeno que sólo sucede para f(x) = sen(zx); en realidad, se puede probar que si f es cualquier 
función continua en C[— 1, 1] y, para cada n € N, p, es el polinomio de grado a lo más n que es la mejor 
aproximación relativa a la norma inducida por el producto interior para f en el espacio de polinomios 
de grado!” а lo más n, entonces 


Иш If — pall =0 (425) 


que equivale a 


1 

lím | (FŒ) – рик)? dx — 0. 
Entonces, si se satisface 4.25, la sucesión (p,) converge en promedio cuadrático a la función f. En 
general, en un espacio vectorial E con producto interior, se dice que un conjunto ortonormal de vecto- 
res {1,} es completo, si para todo Y € E existe una sucesión p, de combinaciones lineales finitas de 
los vectores i/j, que converge en promedio cuadrático a v. En este sentido, el conjunto de polinomios 
normalizados de Legendre es completo en C[— 1, 1]. 


Aproximación por polinomios trigonométricos 


Sea n un entero no negativo y sean las funciones Yo(x) = 1, ox 1(x) = cos (kx), ar (x) = sen(kx); 
К = 1,2,...,n; esto es, las 2n + 1 funciones continuas Yo(x) = 1, yı (x) = cos(x), (х) = sen(x), 
p(x) = cos(2x), v4(x) =sen(2x),.... Vo, 1(x) = cos(nx), v», = sen(nx). Recordemos las identidades 
trigonométricas 


sen(A) cos(B)— - (sen(A + B) + sen(A — B)) (4.26) 
cos(A) cos(B)— 3 (cos(A + B) + cos(A — B)) (4.27) 
sen(A)sen(B)— ; (cos(A — B) — cos(A 4- B)) (4.28) 


Sean A,B € (0,1,2,...,2n-- 1}, con A Z B. De (4.26): 


2T 1 2T 
/ sen(Ax) cos(Bx)dx = > | (sen (A + В) х) + sen ((A — B)x)) dx 


19Recuerde que p, es combinación lineal de polinomios de Legendre normalizados. 
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De (4.27): 
2m 1 2m 
| cos(Ax) cos(Bx)dx = > / (cos((4+B)x) +cos((4—B)x)) dx 
2m 
= = [c Jsen (iA) : 
+ (= ) sen ((A — B)x) А | 
=0. 
De (4.28) 


27 1 fr?" 
f sen(Ax)sen(Bx)dx = a И (cos ((A — B) x) — cos ((A + B) x)) dx 
0 0 


Si A = B #0, (4.26) implica 


2n 1 y27 
[| sen(Ax) cos(Bx)dx = 3 1 sen (2Ax) dx 
0 0 


Con lo que hemos probado que 
(i, Vj) = 0511 E Ј 


у, por tanto, las funciones v; son ortogonales еп el espacio C [0,27]. Por otra parte, al utilizar las iden- 


tidades trigonométricas 


Е. - 1 — cos2u 
EN 

2 1 + cos2u 

meae 


obtenemos 


2m 2T 
/ sen? (Ax) dx = 5/ (1 — cos(2Ax)) dx 


1 2т 
=т=т sen(2Ax)|o 


II 


T 
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y 
2m 1 27 
f cos? (Ax) dx = >/ (1 +cos(2Ax)) dx 
0 0 
B 1 (2A ) 2T 
= — sen 
т dd se х) 
==: 
Finalmente, 


27 
| dX vm 
0 
1 №} 


Así, el conjunto de funciones (po, v1... ., {п}, donde po = ==, р = ——, j = 1,2,...,2п; esto es 
2m Мт 


Фз(х) = ees) es) = ens), ИТ (4.29) 
Pan-1(x) = отоо) pala) = enin) 


es un conjunto ortonormal de funciones en C [0,27]. A todo elemento del subespacio de dimensión 
2п+1, Т, = gn(qo.q1..... әп) = gn (Yo, V1, . .., on), se le llama polinomio trigonométrico. Entonces, 
si f es una función continua en |0,27], por el teorema 4.11, la proyección de f sobre el espacio de 
polinomios trigonométricos está dada por 


2n 


Pn = У, If pr) er 


k—0 
donde 
27 
(Per) = i f(x)pr(x)dx; 
que es 
р(х) = la + y (ay cos(kx) + by sen(kx)) (4.30) 
k=1 


donde, para k=0,1,2,...,n, 


1 өй 1 2m 
а == f(x) cos(kx)dx y p= = | f (x)sen(kx)dx (4.31) 


7 JO 


A los coeficientes a; y b, se les dice coeficientes de Fourier de f. El teorema de aproximación garantiza 
entonces que 


mín ||f — q|| 
qes 
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se alcanza en р,. Por lo que p, es la mejor aproximación para f en el espacio Т, de polinomios trigo- 


nométricos para la norma inducida por el producto interior en C [0,27]. 


» Ejemplo 4.36 Encontrar la mejor aproximación respecto a la norma inducida por el producto interior 
en C [0,27] de la función f(x) = е" en el subespacio de polinomios trigonométricos 


T; = gn(l,cosx, senx, cos 2x, sen2x) .«4 


Solución La mejor aproximación para f(x) = е“ en T, está dada por (4.30) para п = 2. Esto es: 


2 
p(x +2 a, cos(kx) + b,sen(kx)) 


ые 


donde los coeficientes de Fourier están dados por (4.31). Entonces?” 


2 3 
qe _. е" —1 
а = — етаж е 
т Jo T 


1 2n 
üpe = | e* cos(kx)dx 
0 


TE 


| 1687-1 
олт k+l’ 


1 2т 
by = = | е^ѕеп(кх)ах 
0 


T 
A eut) 
a R+1 
Luego, 


2 e = e 
р(х) = "x ES | - 2 cos(kx) + E nt) 


2т 
e = | зр + > cos(x) + : cos(2x) — 5 sen(x) — senes) v 
Las gráficas de f y su aproximación p» en 7 se encuentran bosquejadas en la figura 4-14; mientras que 
la gráfica de la función y = (e* — p2(x))? y el área bajo esta curva se muestran en la figura 4-15. 
Nuevamente se puede probar que el conjunto de polinomios trigonométricos ortonormales conteni- 
dos en (4.29) es completo en C[0, 27]; es decir, para cualquier función continua f en el intervalo [0,27], 
existe una sucesión de polinomios trigonométricos p,, combinación lineal de elementos ortonormales 


contenidos en el conjunto dado por 4.29, tal que p, converge en promedio cuadrático a f; esto es, 
lím |f — р„|| = 0 
п—усо 


20] as integrales f е" cos(kx)dx, f е* sen(kx)dx, se pueden resolver mediante integración por partes; los detalles de estos cálculos 


se dejan de ejercicio al lector. 
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600 


500 / 


-100 


E Figura 4-14 ° Gráficas de f(x) = е" y su aproximación y = p>(x) en Ta. 


120 000 


100 000 


80 000 


60 000 


40 000 


20 000 
0 
0 


MA Figura 4-15 ° Gráfica de la curva y = (e? — p2(x))? y el área bajo la misma. 


que equivale a 


wil yo-a icu 


поо 0 


donde p, está dado por 4.30 y los coeficientes de Fourier az, bg están dados рог (4.31). 


Mínimos cuadrados 


Supongamos que tenemos un conjunto de datos experimentales (a;, bi), 
i = 1,2,...,n. Para fijar ideas, pensemos que hemos colgado de un re- 


0000 


sorte distintas masas de magnitudes a; y hemos medido la elongación 

b; que producen estos pesos. El propósito es determinar una relación Repos 

entre el peso que pende y la elongación que produce en el resorte. Pa- аа нанава 
Ә 


ra ello, graficamos los pares ordenados (a;,b;) obteniendo el bosquejo © 
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JA Figura 4-16 ° La línea recta y = ro + rix que mejor se ajusta al conjunto de datos (а,Ь) es, de acuerdo con el 
criterio de mínimos cuadrados, aquella para la cual d = У? , а? es mínima, donde d; = ro + ria; — bj; es decir, la 
diferencia entre el valor experimental b; y la ordenada de esta recta en a;. 


contenido en la figura 4-16. Podemos ver en esta figura que parece ser que la relación entre los pares 
(ai,bi) es aproximadamente lineal.?* Por tanto, lo que se pretende encontrar es la línea recta que mejor 
se ajuste a estos datos. Entonces, si y = ro +r¡x es la relación buscada, se debe tener b; ~ ro + гуа, 


Vi — 1,2,...,n;lo cual se puede expresar matricialmente como 
bi 1 aj 
bz " 1 a» ro 
А 
b, l a, 


| 


O, b zz AT, con 


1 ај bi 
1 a» MC bz 
A= z ,b= узе | Fo | 
8 r 
V a; bii 


Entonces, una manera de definir la recta de mejor ajuste a este conjunto de datos, es pidiendo que sea 
aquella para la cual la distancia entre AF y Б sea mínima; es decir, eligiendo го y rı de tal manera que 


|b — AF 


sea mínima; lo cual se obtiene por el teorema 4.15, cuando AF = p, con p la proyección de Б sobre el 
subespacio W = gn((1,1,...,1,1),(a1,a2,...,an)). Y, entonces, por 4.16 


7 = [(А'А) 415 (4.32) 


21 Recuerde que, cuando se recopilan datos experimentales, existen errores en las mediciones. 
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Notemos, de la figura 4-16, que 
а= |Ё— Ar? = 2 +02 +... +42 (4.33) 


donde d; = ro + та; — b; para i = 1,2,...,n. Así que, con este criterio, la recta que mejor se ajusta al 
conjunto de datos (a;, b;) es aquella para la cual d es mínima. Dado que se busca el mínimo de la suma 
de los cuadrados en el lado derecho de 4.33, a este criterio de ajuste se le llama aproximación (discreta) 
por mínimos cuadrados.” 


» Ejemplo 4.37 Ajustar linealmente por mínimos cuadrados el siguiente conjunto de datos: 


a | 2 4 5 6 
oanu 


4 
Solución Рага este caso 
12 
||14 :c ub ub s d 
Е: 
1 6 
| 17 
aa=| 17 81 |” 
E 1 | 81 -17 
t jc 
ие) -x| 17 i| 
_ | 81/35 —17/35 
| 17/35 4/35 ? 


ras ans [245 s| Й 


EE 
— dq 43:53 | 
Y la recta de ajuste por mínimos cuadrados de este conjunto de datos es 
y=3.13+1.53x Y 


En general, si se desean ajustar los datos (a;,b;) a un polinomio de grado k 


pix) = ro rix rix + r£ 


?? Cuando aproximamos con polinomios de Legendre y polinomios trigonométricos se hizo mínima una integral de la forma 
b 2 . AN ix : ПО ; n 

/„ Gf (x) — q(x))?dx para una f dada. A este tipo de optimización también se le dice aproximación (continua) por mínimos cua- 

drados. 
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ponemos: 
ñ 
0 l a а iis аќ 
ГІ 
p= yA= Loo NALE: 
k 
" laa, d, 
entonces, 


7? = (A'A)- A'D. 
Pues ahora el mínimo de ||A7 — || se alcanza cuando AF es la proyección de Р sobre el subespacio 


W = gn((L1,...,1), (a1,a2,...,4), Саа) а ч) 


de R”. 


» Ejemplo 4.38 Un objeto se deja caer desde un acantilado y se registra su posición, s, desde ese nivel 


(considerando positiva la dirección hacia abajo); y resultan los datos de la tabla siguiente: 


19.55 | 44.04 | 78.35 


donde t, el tiempo, se mide en segundos y s en metros. Realizar el ajuste por mínimos cuadrados a un 
polinomio de grado 2 para estimar s(t) en cualquier instante t. Escriba el resultado final redondeando a 
una cifra decimal. « 


Solución En este caso: 


її 1 4.85 
12 al x | 1955 
á-|s:35 | 2 мол Y 
1.4 16 78.35 

111 1 | : | 
Ha=l1 23 4 
Las mel? 3 
1 4 16 
4 10 30 
— | 10 30 100 
30 100 354 


Por el método de Gauss-Jordan, obtenemos (los detalles se dejan de ejercicio al lector): 


w 
= 
N 
N 


— 
pie 
> 
> 
i 
je 
Il 
| 
aqu | 
- 
|5 
© 
| 
Ele вш вил 
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Entonces, 
r- quay wl? 
n x 5 
1 4 ài TTE 485 | 
4 20 4 Lok beg «к 
5 
T 4 78.35 
9 3 
2 -i — 4.85 
19.55 
44.04 


I 
саа: оа AAA 
| 
Eje 
о 
ыу 
ele 
еу] 
ы cL л 
| 
als 
AI cho BI 


que redondeado a una cifra decimal produce 


0 
T= 0 
4.9 
Luego, el ajuste es 
y=4.98%. Y 


Mínimos cuadrados y factorización OR 


Recordemos que, en el método de mínimos cuadrados, al ajustar un conjunto de datos (a;,b;) a un 
polinomio ro + rix +-+- + rgx*, si Б = (b1,...,b), F = (ro,r1,....rk) y A es la matriz que tiene por 


columnas a | 1 :- UIT n ses. ds pe e a Ple e d |, entonces 


F= (A'A) 1А'. 


Sea O la matriz ortogonal y R la matriz triangular superior del teorema 4.13 para la factorización QR de 
la matriz A, entonces, puesto que О es ortogonal (О! О = Г y la matriz R es invertible, se tiene 


> 


(QR)'QR) (QR) 
Q' d R'Q') 
a jb 


=( b 
=(R' b 
gs 

y, por tanto, 


luego 7 es la ánica solución del sistema 
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ЕХ = О, 
el cual se puede resolver (puesto que la matriz R es triangular superior) simplemente haciendo sustitu- 
ción regresiva. Esto puede representar una ventaja en algunos casos al simplificar los cálculos, pues no 
se tiene que calcular la inversa de la matriz A'A. 


» Ejemplo 4.39 Ajustar, por mínimos cuadrados, el conjunto de datos contenido en la siguiente tabla 
a un polinomio de grado 3. 


Solución Еп este caso: 


1 -2 4 -8 
t =l T =l 
А= | 1 00 0 
1 ПЖ! 1 
1 2 4 8 


y primero aplicamos el proceso de ortogonalización a las columnas de A: 


DI = v5, 
1 


[(1,1,1, 
FAA 


1,1,1, 
Ш == ей 


ma, = (-2,—1,0,1,2) — ((-2,—1,0,1,2) - it) 


= (—2, —1,0,1,2), 
27 Wa? 
= -1(—2,—1,0,1,2). 


з = (4,1,0,1,4) — ((4,1,0,1,4)-й,)й — ((4,1,0,1,4): Ф) 
= (4,1,0,1,4) — 2451, — Oii; 
= (2,—1,—2,—1,2), 


iS. 


W4 = (—8,—1,0,1,8) — ((—8,—1,0,1,8) т) — ((-8,—1,0,1,8)- 22)%2 
—((-8, —1,0,1,8) йз) 
= (-8,-1,0,1,8) -6— Ly/10%, — Ó 
= (-8,-1,0,1,8) — (— 3, 4,0, 4, 4) 
6 120, 12 E 


йз = (7$ $,6-3.$ 


TEE, 


Y ya que 


se tiene que 


Va~ 
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Л: „2. 2 ую 
v5 VIO Уа 10 
si ls. xcdfm [vio 
уз Vio Уа 5 
Es 0 == 0 
v5 У 

Еа TT 2.1. уо 
v5 VIO У 5 
гї. 2 2 y10 
v5 VIO Уа 10 


ЕЕС 
== 5, 

ii =(=2,-1,0,1,2)-Ñ, 
ext 

Й = (4,1,0,1,4) i 
= 2X5, 

Ji = (—8,—1,0,1, 8) «df 
zx, 


й = (-2, 1,0,1,2) ii; 
ssl 10. 

-Th = (4,1,0,1,4): 
=0, 

iij = (—8, —1,0,1,8) ii; 
=Y2 10, 


йз = (4,1,0, 1,4) - i5 
wt 

E Из = (—8,—1,0,1,8) а Из 
zx. 


ид = (—8,—1,0,1,8) da 
= Éy 10; 
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y puesto que 


м5 М5 5 415 15 ] [358] 
0.90 
ea -ivio -Ly/10 0 iv10 1у10 уи 
¿VTA dI MI SIE UIS | | 10 
1710 vio 0  -—¿y10 ¿v10 3.95 
34/5 
Е 1.39410 
— |4.2857 x 103/14 
1.177410 
el sistema a resolver es 
V5 0 243 0 ғ –.03у5 
0 vio 0 оул | 1.394у10 
0 0 14 0 т | | 4.2857x 103/14 
0 0 0 £y10 r3 1.177/10 


5 


cuya solución es, al hacer sustitución regresiva: 


| ro | | —3.8571 x 10? | 


nj. — 1.9408 
rm | | 4.2857х 1073 
T3 .98083 


Al redondear a dos cifras decimales, se obtiene el polinomio ajuste de tercer grado 
р(х) = —0.04 — 1.94x -- 0.982. 


Las gráficas de los datos (aj, b;) y el polinomio de ajuste р(х) se encuentran bosquejados en la figura 
4-17. v 


ajuste 


+ datos 


JA Figura 4-17 ° 


4.2 Espacios vectoriales normados 
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En este capítulo hemos visto cómo en un espacio vectorial con producto interior existe una manera 


natural de precisar la idea de proximidad entre sus vectores por medio de la norma inducida por el pro- 


ducto interior y la distancia que esta norma define. Pero no en todo espacio vectorial se puede definir 


un producto interior que sea interesante y, sobre todo, útil. Sin embargo, aunque no se cuente con un 


producto interior en un espacio, la idea de proximidad entre sus elementos se puede llevar a cabo si se 


generaliza el concepto de norma de un vector; pues, por medio de la norma se puede definir la distancia 


entre vectores. Para generalizar el concepto de norma (o módulo) en un espacio necesitamos, como hici- 


mos antes en otras generalizaciones (espacio vectorial, producto interior, etc.), abstraer las propiedades 


más elementales (o esenciales) que tiene la norma en К” y en los espacios con producto interior. Estas 


propiedades son precisamente las que establecimos en los teoremas 3.3 y 4.6 (cfr. páginas 127 y 256). 


4.21 Definiciones y ejemplos 


A partir de aquí, ya no supondremos que los espacios vectoriales con los que se trabaje son espacios con 


producto interior necesariamente. 


Definición 4.11 (Norma en un espacio vectorial) Sea E un espacio vectorial. Una norma en Е es 


una función, 


|- || :E ЭВ, que a cada vector ii € E le asigna un número real denotado como ||úl|, 


llamado la norma (o módulo) de este vector, que satisface las siguientes condiciones: 


1. |i] 20 vZcE. 

2. [lil] 20 i = Og. 
3. [Aul] = [ALI] 

4. |ui vl < lul + 19 


VA ER, Vi € E. 
Vu, V € E (desigualdad triangular). 


Si en E se ha definido una norma, diremos que E es un espacio vectorial normado. 


» Ejemplo 4.40 Ya vimos en el teorema 4.6 que si E es un espacio vectorial con producto interior (+, -), 


entonces (||| = 4/ (27,1) satisface las cuatro condiciones de la definición precedente; por tanto, la norma 


inducida por el producto interior es una norma en el espacio E. Así, en particular, en los espacios IR", 


ЮЛ) икн» 1%) y С la, bl, 


|( ЖУО 


167) 


n 


ñ 1/2 
2 
Ух 
el 
Dy 
1<і<т dij 
1<j<n 
ES 1/2 
2 
3x 


son normas en sendos espacios. < 
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» Ejemplo 4.41 (Norma cúbica) Para cada ii = (x1,35,...,x,) € R” si definimos? 


| „ = máx |х|, 
1<і<п 


entonces ||- || es una norma en R”, la llamada norma сӣђіса?* (o norma infinita o norma uniforme). 


En efecto: 


1. Claramente |||], > 0 Vii € А". 


2. Es evidente que los ||- = 0. Supongamos que ii = (x1,X2,- - -,Xn) y ||ii||;; = 0, entonces 0 < |х| < 
lli]|,, = 0 para cada k = 1,2,...,n; por tanto, |x| = 0 Vk, y por ende i = Og». 


3. Si A ER yt = (x1,X2,...,Xn) € R”, entonces 
ПА] = máx |Ax;| 
1<і<п 
= máx |A| |x;| 
9267 
= |A| máx |х; 
1<i<n 


= (А1141... 


4. Sean ii = (x1,x2,...,Xn),V= (у, у,...,уп) € R”. Sabemos, por las propiedades del valor absoluto 
(cfr. pág. 127), que si a,b € R, entonces |a+b| < |a| + |b|; por tanto, 


lx; + yil < |x| F у] Vd Sn. 


Dado que, para cada i = 1,2,...,n, 


ix] S 14|. y 
MEJIA 
se tiene 
ixi yal < es] + [ys] S „+; 
de donde 
Ax ovi « Iz = 
máx һи + у < Nle +e 
Es decir, 
|i vll. < Iul. + Ivi. - 
De 1,2, 3 y 4, ||. ||- es una norma еп R".« 
23La notación máx |x,| significa el valor máximo del conjunto de números reales { |х, |, | |,...,|х,|}. 


24Más adelante aclararemos la razón del nombre de esta norma (norma cúbica) y de la notación ||- ||... 
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» Ejemplo 4.42 (Norma ||- ||). Sean й = (xi,x5,....x,) ER” y 
IER = lal т РЯ spese | . 
Mostrar que ||- ||, es una norma en R”.« 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Es claro que ||1||, = X, |х| > 0 Vii = (x1,x2,...,Xn) ER”. 


2. Es evidente que ||» || = 0. Supongamos que i = (x1,x5,...,x,) y que 10|, = 0, entonces, para 
сайа 1,2, uut; 


n 
bl € X lxi] = 1811, =0; 


= 
de donde |x,| = 0 Vk = 1,2,...,n, por tanto, ii = Üre 
3. Sean À € R y i = (x1,X2,...,Xn) € R”, entonces 
[Adi], = ||(Аху, Ах,..., Ax) | 


n 

m E Axil 
¡=1 
n 


УАШ 


i=1 


n 
- Y bil 
=l 


= Arg], - 


4. Sean ii = (xi,35,...,X4), V = (yi, у2,...,уп) € R”, entonces 


n 
1-9], = Y bi + y 


Il 
Es 


IA 
M= 


(|+ |) 


Il 
un 


I 
Ms 


n 
kal + У и 
l 


li + Ilo - 


Il 
us 


I 
El 


De 1,2,3 y 4, ||. ||, es una norma en R”. B 
> Ejemplo 4.43 (Norma ||- ||.. en M,,x,). Sea A = [a;;| € Mx, definimos 


All, = máx |а. 
<i<m 
1<ј<т 


Así, рог ejemplo 
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De manera análoga al ejemplo 4.41, se puede probar que || - || es una norma en Mx; esta demostración 
se deja de ejercicio al lector. < 


> Ejemplo 4.44 (Norma ||. ||; en Mx). En Mix, se define, para cada A = [а;;], 


All = Y, las! 
1<i<m 
1<j<n 


Análogamente al ejemplo 4.42, se puede demostrar que || - |; es una norma en Mx, (lo cual se deja 
como ejercicio al lector). < 


O Nota 4.8 Observemos que es posible identificar el espacio de matrices Уу» con el espacio R”; 
pues a toda matriz A = |a; jl € Dlmxn se le puede asociar el vector 


> 


A = (a11,412, <- -s Aln, 021.0252, «008, Um] gs ee б) . 
Luego, 
[All = А11. 
у 
All = [|А|һ. 


Por esta identificación, las demostraciones de los dos ejemplos anteriores deben ser evidentes para el 


lector; y, y ||- [| 1, para las normas en R” y 
en Лл» 
» Ejemplo 4.45 
1. ||(-1,5, —7)|; = máx{| — 1|,|5|,|7|} — 7. 
2. |(-1,5.—7)], = I-1 E SE 77] = 13. 
=t Ha А Е 
3. | 15 s || max = 1, 
"E 4 
4 = |-1| 2| 4- 4| -- [1| 4 |-5] +17] = 20.- 
1 =з 7h 


» Ejemplo 4.46 (Norma || - ||; en Cla,b]). Definimos || - ||; : C [a,b] —^ R como 


Ih = [лода 


para cada f € C [a,b]. Mostrar que f es una norma en C [a,b] .4 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Dado que la integral de una función no negativa es un número no negativo, se tiene que ||f||, > 0 
Vf € Cla,b]. 


2; I 0- dx = 0, por tanto, [19 ||, = 0 (recordemos que hemos denotado por 0 la función constante cero). 
Supongamos que || f||, = 0 y que f 4 0, entonces existe un punto xo € |a, b], tal que £(x0) 4 0. Por 
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tanto, |f (xo)| > 0. Por continuidad de |f| existe un intervalo J, de una de estas tres formas: [а,б], 
[xo — ô, xo + ô] o [ô, b], contenido en [a,b] tal que | f (x)| > 0 Vx € J. Luego,” 


[годах > 0. 
J 
Pero, también 
b 
оа | |убдах= о; 
de donde 


[feas — o. 


Entonces n |f(x)| dx > Оу / |f (x)| dx = 0; lo cual es una contradicción. Por tanto, el suponer que 
J 


f no es la función constante cero, aunque || f ||, = 0, nos lleva a una conclusión absurda.®® Así, f 
tiene que ser necesariamente la función constante cero en [a, b]. 


3. Si f €Cla,b] y AER, entonces 


b 
л, f. rentas 
= [лое 


ТИТ 
= АЛЬ. 


4. Si f,g € Cla,b], entonces 
b 
еза, = f 109 ens 
a 
< f UFI 1690 4x 
uh b 
= f ireotax f. colas 


= [fh + Hell - 


De 1, 2,3у4 ||- ||, es una norma еп С[а,0]. в 


En la figura 4-18 ilustramos la interpretación geométrica de la norma || ||. en С[а, D]. 


25 Hemos utilizado la notación f, | (х) dx para cualquiera de las integrales 


ô хоб b 
Ја [rends ө f olas 


segün se dé el caso. 


2651 el lector no se siente cómodo con esta demostración, puede intentar utilizar el teorema fundamental del cálculo de manera 
análoga a como lo hicimos en el ejemplo 4.3 de la página 237. 
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(1) (ii) 


b 


HH Figura 4-18 ° (i) Gráfica de una función f en Cla, b]. (ii) Gráfica de la función |f] y del área bajo esta curva en el 
intervalo [a,b]; || f||; es el valor de esta área. 


> Ejemplo 4.47 (Norma uniforme ||- ||- en Cla,b]). Si f € C[a, b] definimos 


ПА. = máx |/(х)|, 


a<x<b 


entonces || ||.. es una norma en Cla,b]. A ésta se le Пата la norma uniforme” en el espacio de 


funciones continuas en el intervalo [a,b]. En efecto: 
1. [flle = паха fŒ) 20 Vx € [a,b]. 


2. Claramente ||0]| = 0. Puesto que 
ІРО) < ПА. Vx € la, bl, 


se sigue que 
Ifl. =0 = |f) < fll. =0 ухе [a,b] 
> |f(x)] =0 Vx e [a.p] 
f(x) 20 Vxe€ [a,b] 
=>f=0. 


3. Si f € Cla,b] y AE R, entonces 


[АЛ = máx |Afx)] 


a<x<b 


= [A| máx |f(x)] 


a<x<b 


= All. - 
4. Si f,g € Cla,b], entonces para todo x € [a,b]. 


РО) 4-869)] < РО) + la G2 
ш Mall... 


27 También se le dice norma cúbica o norma infinito. Hemos utilizado nuevamente la notación ||- |.. por su analogía con esta 
norma en R”. La notación máx,<,<» | f (x)| significa el máximo de los valores | f (x)| en el intervalo [a,b]; la existencia de este valor 
está garantizada debido a la continuidad de la función en el intervalo cerrado [a,b]. 
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De donde, 


IF ell. < ПА. +1181... 


Рог 1, 2, 3y 4 ||-|| es una norma en C[a, 0]. 


(i) 


JA Figura 4-19 ° (i) Gráfica de una función f en Cla, b]. (ii) Gráfica de la función | f|; la norma || f||.. es el máximo 
valor que toma esta función en el intervalo [a, b]. 


En la figura 4-19, se ilustra el significado geométrico de la norma uniforme en С[а, b]. 


42.2 Distancia en espacios vectoriales normados 


Definición 4.12 Si ||- || es una norma en un espacio vectorial E y ii, v € E, se denota y define la 
distancia entre este par de vectores (distancia relativa a la norma || - ||) como 


d(ü,v) = || — 9. 


> Ejemplo 4.48 
1. En R^ con la norma cúbica, 


d((-1,2,0,1),(2,0,1,1)) = |1(—1,2,0,1) – (2,0, 1, D)Il.. 
= [1(+3,2, -1,0)][.. 
=3, 
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2. En R* con la norma || ||; 


4((—1,2,0,1), (2,0, 1,1)) = [(—1,2,0,1) — (2,0, 1, )I, 
= |(—3,2,—1,0)|, 


3. En ЭЛәух2 con la norma ||: ||, 


оо 


(з -e 
ч 


» Ejemplo 4.49 En C[0,2] con la norma ||f||, = fg |f (x)| dx, si f(x) =x? y f(x) = x, entonces 
d(f.) = llf — ell 
" 
= Oe la 


2 
ET |? —x|ax. 
0 


Puesto que x? < x en [0,1] y xà > x en [1,2], tenemos 


_ 810<х<1, 
ife) 01 7 ien 


A^—x MIEIS 


como se ilustra en la figura 4-20. Entonces, 


Га [ear as 


=1: 


Luego, 


d(f,2) =1.4 


b 
De manera análoga a la norma inducida por el producto interior (f, g) = f f(x)g(x)dx en [a,b], la 


interpretación geométrica de 


иа = f rosa 
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| ШИ em 
2 A тне „ШЇЇ ШИШ 
0 0.5 1 1.5 2 


JA Figura 4-20 ° Gráficas de las funciones y = 22; y = х; у = |x? — x|; y el área bajo esta última curva en el intervalo 
[0,2], | —x111. 


es el valor del área bajo la gráfica de la función y = |f (x) — g(x)| en el intervalo [a,b]; como ilustramos 


en la figura 4-20 para el caso particular de f(x) = x? y g(x) = 


O Nota 4.9 De aquí en adelante, aunque no se mencione explícitamente, supondremos que E es un 
espacio normado con norma ||- ||. Los casos concretos, ya sea para espacios o normas, los haremos 


patentes específicamente. 
Bolas y esferas en espacios normados 


Definición 4.13 Si iio es un vector del espacio normado E y r > 0, a los conjuntos 
1. S(Wo,r)-— (V € El ||iio—v|| =r}, 3. Blúo,r] = (V € El] |o — vV|| € г}, 
2. В(йо,т) = {У ЄєЕ | |8 | <r}, 


se les Пата esfera, bola abierta y bola cerrada, respectivamente, de centro йо y radio г. 


» Ejemplo 4.50 En (x,y,z) — (0,0,0)]| = /12+y?+2?; luego, 


5(баз,г) = (Gy. |2 Y + =} 


Es decir, la esfera de centro бз y radio r ilustrada en la figura 4-21. 


am 


¡A Figura 4-21 ° Esfera S(0pa,r) respecto a la norma [| (x,y,2) | = VÆ 4-32 +Z. 
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(a) (b) (c) 


A Figura 4-22 ° Bolas y esferas en IR? respecto a la norma ||(x, y)|| = yx? +y?: (a) Esfera de centro zio y radio г; 
consta de los puntos de la circunferencia de centro ii; y radio r. (b) Bola cerrada de centro tio y radio г; se compone 
de todos los puntos de la circunferencia de centro йо y radio r, y los puntos que ésta encierra. (c) Bola abierta de 
centro йо y radio г; está formada por todos los puntos dentro de la circunferencia de centro По y radio r; i.e., los 
vectores cuya distancia a ii es inferior a r. 


Por generalización, al conjunto del inciso 1 de la definición 4.13 también se le dice esfera. Notemos 
que el conjunto B(Ops,r) está formado por todos los puntos dentro de la esfera S (Opa, r); mientras que 
B [бз ,r| contiene a todos los puntos sobre y dentro de la esfera 5 (Op ,r). Por analogía a estos conjuntos, 
es que a Blip, r] y a B(úo,r) se les Пата bola cerrada y bola abierta (de centro dy y radio r), respectiva- 
mente, en cualquier espacio normado. Finalmente, notemos que, en cualquier espacio normado, B (tio, ғ) 
consiste de los vectores Y cuya distancia a йо es menor que r; mientras que B [iio, ғ] está formado por to- 
dos los vectores cuya distancia a йо es inferior o igual a гу (10, r) consta de los vectores cuya distancia 
айо es exactamente г. En la figura 4-22 hemos bosquejado la esfera, la bola abierta y la bola cerrada de 
centro ii; y radio геп R? para la norma usual [| (x, y) || = yx? +52. 


» Ejemplo 4.51 Bosquejar 


B[Óg2,1] = {(х,у) 10). € 13 


В[0кз,1] = {(х,у) | | (х,у), € 1) -« 


Solución 1. Si (х,у) pertenece al primer cuadrante, entonces |х| = x y |y| = y, luego 


< x € lel. € 1 y 
= y E exl € t 
por tanto, 
= x ál y 
Ü S X sl 
Si (x, y) pertenece al segundo cuadrante, entonces |х| = —x y |у| = y, así que 
0€ == ll € lel. < 1 y 
0< y = bl < le». < 1 
por tanto, 
—1 < х < 0 y 


© 
IA 
х 

IA 
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Si (x, y) pertenece al tercer cuadrante, entonces |х| = —x y |y| = —y, así que 
0 < -x = || S lel. € 1 y 
p. «x — x © Nx € 1 
por tanto, 
—1 € x < 0 y 
= € x € 0. 
Si (x, y) pertenece al cuarto cuadrante, entonces |х| = x y |у| = —y, así que 
05 x = ld € lele € 1 y 
os =y = y s eyle < 1 
por lo cual 
0 x x € 1 y 
-1 Go y € Ч, 
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Entonces B[Ó;, 1] (relativa a la norma cúbica) es el cuadrado con centro en el origen y arista 2 mostrado 


en la figura 4-23(a). 
2. Si (x. y) pertenece al primer cuadrante, entonces |х| = x y |y| = y, entonces 


xy = xb bl = lol; S 5 


por tanto, 
yel. 
Es decir, en este cuadrante los puntos contenidos en B U 1] (respecto a la norma ||- ||;) son los 
puntos sobre y por debajo de la línea recta 
yel-ax 
Si (x, y) pertenece al segundo cuadrante, entonces |x| = —x y |y| = y, entonces 


—х+у= |х| + |у| = les») < 1 


рог їапїо, 
y<l+x. 
Es decir, en este cuadrante los puntos contenidos en B[0p=, 1] (respecto a la norma || - ||,) son los 
puntos sobre y por debajo de la línea recta 
у=. 
Si (x, y) pertenece al tercer cuadrante, entonces |х| = —x y |y| = —y, luego 


—х—у= |х| bil = 160) ll, < 1 
por tanto, 


y2-1-x. 
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Es decir, en este cuadrante los puntos contenidos en B[0p», 1] (respecto a la norma || - ||,) son los 
que están sobre y por encima de la línea recta 


y=-1-x. 
Si (x, y) pertenece al cuarto cuadrante, entonces |x| = x y |y| = —y, así 
x-y- bibl = lll <1 
por tanto, 
y>-l+x. 
Es decir, en este cuadrante los puntos contenidos en B[0j», 1] (respecto a la norma ||. ||,) son los 


puntos sobre y por encima de la línea recta 


y=-1+x. 
Entonces, B[0;2, 1] (relativa a la ||- ||,) es el conjunto de puntos sobre las líneas rectas y = 1 — х, 
у= 1+х, у= -1-хуу= –1 +x; y los puntos dentro del rombo con centro en el origen y lados 


estas rectas, ilustrado en la figura 4-23(b). Y 


(a) (b) 
EE Figura 4-23 ° (a) B[Ó»,1], respecto a la norma ||- ||, consta de los puntos sobre y dentro del cuadrilátero de 
centro el origen y arista 2. (b) В[0в2, 1], respecto a la norma ||- ||; consiste en los puntos sobre las líneas rectas 
y=1-xy=1+x у ]—xy y= —1 +x y dentro del rombo con centro el origen y lados estas líneas rectas. 


JA Figura 4-24 ° En R? la bola cerrada de centro ii; y radio г, respecto a la norma ||- ||.., es el cubo con centro en 
este punto y arista 2r; 1.e., los puntos sobre sus seis caras y dentro de la región que éstas encierran. 
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y 


Sin (0, 1) Si- (0, 1) 


5110,1) 


JA Figura 4-25 ° Esferas еп R? de centro (0,0) y radio 1 relativas a las normas cúbica (cuadrado con centro el origen), 
la norma canónica ||(x, y)|| = yx? +y? (circunferencia con centro en el origen) y la norma ||- ||; (paralelogramo 
con centro en el origen). 


Es fácil ver, razonando de manera similar al inciso 1 de la solución del ejemplo precedente, que en 
IR? geométricamente el conjunto Blúp, г], respecto a la norma ||- ||, es el cubo de centro ii, arista 2r, 
ilustrado en la figura 4-24. Por esta razón, a la norma ||- || se le acostumbra llamar norma cúbica. 
También hemos bosquejado en la figura 4-25 las esferas $[052, 1] para las normas ||(x, y)|| = V2 +y?, 
|\ (х,у) y 10, у), en R? para que el lector pueda compararlas geométricamente. 


O Nota 4.10 
1. En los espacios R" llamaremos a la norma inducida por el producto punto norma canónica (eu- 
clidiana, estándar o natural) y la representaremos siempre por el símbolo || - ||, sin subíndices ni 
supraíndices. 


2. En cualquier espacio con producto interior representaremos la norma inducida por este producto 
con el símbolo || - || y, a menos que se diga lo contrario, si no se especifica la norma en este espacio, 
supondremos que es la norma inducida por el producto interior. 

3. Es costumbre llamar a los espacios con producto interior espacios euclideanos, debido a su origen 
intuitivo en los espacios geométricos IR? y В; cuyo estudio sistemático fue llevado a cabo por 
Euclides, el célebre matemático griego. Por ende, a la norma canónica en IR" también se le dice 
norma euclidiana; pues además su definición está inspirada en el teorema de Pitágoras conocido 
en geometría elemental. 

4. Como es natural a las esferas y a las bolas en R? se les dice, respectivamente, circunferencias y 
discos. 


» Ejemplo 4.52 (Bola abierta en C[a, b] respecto a || ||). Si fo € C [a,b], bosquejar B( fo. r) respecto 
a la norma ||- ||... 


Solución Si g € B(fo,r), 
15 = 81. « r (4.34) 


Entonces, Vx € [a, b] 


|в(х) — fo(x)| ll- sle <r 
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A Figura 4-26 ° B(fo.r) en Cla, b], respecto a ||f ||... consta de todas las funciones g € Cla,b] cuyas gráficas están 
contenidas entre las funciones fo — г y fo +r, pero que no intersecan a estas funciones. 


y, por tanto, 
=r < g(x)— (х) <r Vx€ [a,b]; 
lo cual implica 
Р(х) < (х) < fola)+r Vx€ [a,b] (4.35) 


Inversamente, si se cumple (4.35), se deduce (4.34). Luego B(fo,r) se compone de todas las funciones 
continuas en Cla, b], cuya gráfica está contenida entre las gráficas de las funciones fo — r y fo +"; pero 
que no se intersecan en punto alguno de estas dos gráficas; es decir, las funciones contenidas en la 
“franja abierta” acotada por las gráficas de las funciones fo — гу fo +r, mostrada en la figura 4-26. Y 
Las bolas, de centro un vector y, son como los intervalos en los números reales; sirven para establecer 
con precisión el significado de proximidad. Si un intervalo abierto y acotado tiene centro xo, entonces 


es de la forma (xo — r,xo + r) para algún número real r > 0; y six € (xo — r,xo + г), |x — xo| < r. Así, la 
diferencia entre cualquier punto de este intervalo y el centro del mismo, xo, es inferior a r y este número 
es el que define el grado de proximidad para puntos respecto a хо. Por ejemplo, si r = 10-5, entonces la 
diferencia entre хо y cualquier punto del intervalo (xo — r,xo + r) es inferior a 0.000001. Dependiendo 
del valor de г es el grado de proximidad a хо y ese grado de proximidad es relativo y convencional. Lo 
mismo sucede con las bolas abiertas en espacios normados, pues en estos casos se utiliza simplemente 
[iio — ii| en lugar del valor absoluto. Observe que si g € B( fo, г) en la figura 4-26 y r es pequeño, dado 
que |fo(x) — g(x)| € ||fo — gll < r, entonces g(x) es muy cercano a fo(x), para cada x € [a.b]; y, por 
tanto, la gráfica de la función g es muy próxima a la gráfica de la función fo; por esta razón, la norma 
uniforme es una herramienta muy ütil para medir proximidad en el espacio de funciones continuas. 


O Nota 4.11 Hemos utilizado los símbolos ||| y || f||.. en los espacios R” y C[a, b]. Cuando se haga 
uso de este símbolo en IR", siempre utilizaremos el término norma cúbica; mientras que cuando se 
emplee en Cla, b] diremos que se trata de la norma uniforme (о de algunos sinónimos que veremos más 
adelante). El contexto en cada caso será suficientemente claro para evitar cualquier confusión. 
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4.23 Normas que provienen de productos interiores 


Sabemos que todo producto interior (-,-) en un espacio vectorial induce una norma en éste, a saber 
||| = y (0, ú). Supongamos que en el espacio E se tiene dada una norma || - ||, surgen naturalmente las 
siguientes dos cuestiones: 


1. ¿Esta norma proviene de un producto interior en E? Es decir, ¿existe un producto interior (-,-) en 
E cuya norma inducida es precisamente la norma dada || - ||? 

2. ¿Bajo qué condiciones se puede definir un producto interior en el espacio E por medio de esa 
norma, de tal suerte que coincida con la norma inducida por ese producto interior? 


Por fortuna, estos dos interrogantes tienen una respuesta completa; para dar ésta haremos uso nueva- 
mente del origen geométrico que tienen el producto interior y la norma. 


Identidad del paralelogramo 


Consideremos el paralelogramo ilustrado en (1), (ii) y (iii) de la figura 4-27: 


(1) (ii) (111) 
JA Figura 4-27 * 


e De (i) de esta figura se desprende que 0 — 0, por ser ángulos correspondientes y, por tanto, 
B 180-8. 
e De (ii) y la ley de cosenos, tenemos 


\й— 9]? = hul? + Р — 2181191 cos (4.36) 


e De (iii) y la ley de cosenos, se desprende 
2 2-2 IR 
Пач 71| = ful + IPE — 21] liv] cos 8 
2 113112 EE 
= pul + 1917 — 218] [||| cos (180 — 6) 
2 | 102 эү 
= [и + IE 2 [1:11 Ill] (cos (8) 


[a+]? = |]? + |]? +2 all соз (6) 437) 


= 


e Tenemos entonces de (4.36) y (4.37) 


ач 92 +29? = 2 (I + зї?) (4.38) 
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La igualdad (4.38) se llama identidad del paralelogramo y es un hecho conocido de geometría ele- 
mental: en todo paralelogramo la suma de los cuadrados de las longitudes de sus diagonales es igual a 
la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados del paralelogramo. 

Ahora supongamos que tenemos un espacio vectorial E con producto interior (-,-). Sean й, Y un par 
de vectores en este espacio, entonces 


+2 v) + |v|? (4.39) 


у 
lii yl’ = (i — 9, — v) 
= (iii) — (i, V) — (V, d) + (V, v) 
- d 242 Spa 12 
Па — vl |10117 — 2 (a, v) + ||У|| (4.40) 


Al sumar lado а lado las igualdades (4.39) y (4.40) se obtiene la identidad del paralelogramo en espacios 
con producto interior: 


POETS > д2 212 ET 
ач 92 +10912 — 2 (191° +?) 


Hemos probado así el siguiente teorema. 


Teorema 4.16 (Identidad del paralelogramo) Sea E un espacio con producto interior (-,-) y norma 


inducida ||- ||. Entonces, Vi, v € E, se cumple 
A ao 2 a? 
ач sp? 10—912 — 2 (181° +1912) (4.41) 
Por otra parte, si E es un espacio normado con norma ||- || que proviene de un producto interior, 
entonces la norma dada y la inducida por este producto deben coincidir y, por tanto, || - || tiene que 


satisfacer la identidad del paralelogramo (4.41) del teorema 4.16. Es decir, para que una norma proven- 
ga de un producto interior es necesario que satisfaga la identidad del paralelogramo. Resumimos este 
resultado en el siguiente teorema. 


Teorema 4.17 Sea E un espacio normado con norma ||- ||. Para que ||- || provenga de un producto 
interior, es necesario que esta norma cumpla con la identidad del paralelogramo (4.41). 


Así, para probar que una norma no proviene de algún producto interior basta probar, con un contra- 
ejemplo, que no cumple con la identidad del paralelogramo. 


» Ejemplo 4.53 Determinar si la norma cúbica, || - || , proviene de un producto interior en К". 4 
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Solución Sean ii = (1,2,0,...,0), y = (2,—3,0,...,0) € IR". Por un lado 


Пач 918 + 10—912, = MG. —1,0...,0)[5 + |(—1,5,0...,о)2 
=9+25 
= 34 
y, por otro, 
2 (Ml + I.) =2 (10,2,0,...,0)12+10,-3,0,...,0)12) 
=2(4+9) 
== 26. 


De donde se desprende que la norma cúbica no cumple con la identidad del paralelogramo (4.41), por 
lo que no proviene de un producto interior. Y 


O Nota 4.12 El lector debe reflexionar con cuidado el significado del hecho mostrado en el ejemplo 


anterior: no existe producto interior en R" cuya norma inducida sea la norma cúbica. 


Supongamos nuevamente que tenemos un espacio con producto interior (-,-) y norma inducida por 
este producto || - ||, entonces, al restar miembro a miembro las igualdades (4.39) y (4.40) se obtiene 


[a +1? 10—92 = 46:9): 
de donde, 

daa A mms 

5) = 2 [18-912 - a - 90]. 


Con lo que hemos probado el siguiente teorema. 


Teorema 4.18 (Identidad de polarización) Sea E un espacio con producto interior (-,-) y norma 


inducida || - ||. Entonces, Vui, v € E se cumple la siguiente igualdad 
E od ea P Mc e 
л) = = es 10 12| (442) 
llamada identidad de polarización. 
Así, para que una norma ||- || provenga de un producto interior (-,-), necesita primero satisfacer la 


identidad del paralelogramo (4.41); y en caso de que así sea, el producto interior de donde proviene debe 
cumplir con la identidad de polarización (4.42). Entonces, conjeturamos que si una norma satisface la 
identidad del paralelogramo, el producto interior definido por (4.42) es, efectivamente, un producto es- 
calar cuya norma inducida es precisamente esta norma. En el siguiente teorema probamos esta conjetura. 
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DEMOSTRACIÓN W 1. Sea z € E, entonces 


ә A 1 > >112 ^ M2 
(а) = = aea? — õel] 


1 
= 7 |22? 
4 
m (ШИ 
= ul? zo 


y, por tanto, 


Puesto que 
vy Gi.) = lul. 
siendo ||- || la norma dada del espacio, se sigue que, de ser (-,-) un producto interior, la norma 


inducida coincide con la norma dada en el espacio; es decir, || || proviene de este producto interior. 


2. Sii, y c E, 


1 1 > 2112 = 212 | 
й) = [lest 18-90] 
ра wee а] 
= 401942 19—40] 

= (d) 


3. Sean и, V € E, entonces 
a Xm 
6,9) = z [la+ — a-a]. 


Por la identidad del paralelogramo (4.41) (recuerde que la norma de este espacio la cumple por 
hipótesis) 


[z+]? = 2 al 209? — z- v. 


Y, por tanto, 


— > 1 - >| 5 12112 > >| > 112 
а) = [2117 +21912 — la v? — lc я] 
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esto:8s, 
"PUE 
(3,5) = 5 Па +1? 12511] (4.43) 
Sean ahora ii, V, w € E tres vectores arbitrarios. Entonces, por (4.43), 


ЕШШ АГ Л ЛЕ ИШ. 
(3,5) = 5 [Ii +- a-v] 


o m 
(3,5) => [t t? — pa — op]. 


Donde 


12 ¡2 zc s 22 112 "T 
(ia? +m? - pa — #2 + P +- a- l?) 


1 
(3,5) + (1,10) = 5 


Por otra parte, 
"PNEU RE A 
(нй) = с [cese - 19-11. 
Por la identidad del paralelogramo 


\й+Ў+ |> = (+7) e wt 
ET 112 >112 >, > 2 
= 216451? +2 — +7- nl 
ET 22 > 12 2 
-2 (2115)? -2 81 18 v?) +211 


- |i 4-y— wl 
y 
= = 212 > — 212 
li —y—wI[ = ||- w) — vll 
-2|ii— #221912 — (i — w) - 9]? 
= | : 
Por tanto, 


РТ 1 а 5 m Р 
(+) = 2 |2 (2112211912 — 25?) 211 
y 


112 de 5B sii 
w|'—2]i — | — 2v 


l Taia j2 с 1 cio s. Gd 
= lapa? apa -2a m2 2100] 
did eos and ED us und sud ESO 
-1 (арон 21520? 2 paf? +2 

c^ sx 
-2]|u— w|| 
1 


2, 112 > m2 242 112 so 2 
=> [Id + I — i — | + Had + vol) - z- sap 
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Esto es, 


(ii, V +10) = (i, V) + iW) (4.44) 


4. Sean ii, V € E un par de vectores fijos pero arbitrarios. Mostraremos por inducción” que para todo 


entero no negativo m se cumple 
(ui, my) = m (i, v) (4.45) 


Para m — 1, 


Sea k » 1 un entero y supongamos que: 
(и, kv) = k (ui, У) (4.46) 
Entonces, 
(i, (k+ 1)У) = (u, KV +V) 
y por (4.44) y la hipótesis de inducción (4.46) 


(i, (k-- 1)9) = Gi, 


Por inducción se sigue que (4.45) es válida para todo entero no negativo m. Por otra parte, 
— rr mm 
а = 3 [Ii #1 — 1-9 
1 
= -4 [Ics - 1z- 71°] 
=- (LV) 
Por tanto, 
(ii, mV) = m(u, v) 
para todo entero m. Sea ahora А Æ 0 un número real. Entonces, por (4.43), 
ya 1 EBEN zi й 
ой) = 5 [Ibi +112 az- vi] 


1 " > - : 
= 5 petia + 210/92 a- a/Aysir ] 


»3 [a oos? 1/09] 
= X (8,(1/4)7. 


?8En el apéndice A se puede consultar un breve estudio del principio de inducción, herramienta fundamental para demostraciones 
que involucran a los nümeros enteros. 
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Sea q Æ 0 un entero, entonces 


En síntesis, hemos probado que 


para todo entero m, 


Sea la función f: IR — R definida por 


ЛО) = ПА. 
Entonces, рог la desigualdad triangular, 


IFA) FA = [Mal] — [Pal] 
< [Aii — Aoi 
= |А — A] | 


de donde f es una función continua en К y, por tanto, la función 
1 2 2 > 2 
giis [Ivi +112 — ПА vl 


también es continua en IR. Sea A € IR un número real cualquiera fijo; sea p, una sucesión de 
números racionales p, = а, /b, que converge a A; esto es, 


lím p, = A. 


neo 
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Por la continuidad de”? i, 


lím p (рп) = e (A); 
es decir, 
(Ай, V) = Ф(А) 
EC. 
E ww PUMP "E. 
= иш lios + II — рй vl 
= 1m (фый 
fim pr 
— Aly) 
Por ende, 


para todo A € R y Vii, € E. 


De 1, 2, 3y 4 (..-) es un producto interior у la norma inducida por éste coincide con la norma del 
espacio, lo cual demuestra el teorema. M 


O Nota 4.13 Observe que con el resultado precedente se prueba que una condición necesaria y también 
suficiente para que una norma en un espacio vectorial provenga de un producto interior, es que cumpla 
con la identidad del paralelogramo (4.41). En tal caso, el producto de donde proviene está definido por 
la identidad de polarización (4.42). 


4.2.4 Normas equivalentes 


El concepto de proximidad es relativo a la norma con la que se mide la distancia entre los vectores. No es lo 


b 1/2 
mismo que dos funciones Ў, g € C[a, b] estén próximas con la norma || f — g|| = ( / (f(x) — а(х)? 2 


que con la norma uniforme ||f(x) — g(x)||... Sin embargo, existen pares de normas para las que dos 
vectores son próximos respecto a una de ellas si y sólo si son próximos respecto a la otra norma. À este 
tipo de normas se les dice equivalentes y nos abocamos a su estudio en este apartado. 


Definición 4.14 Sean E un espacio vectorial y ||- ||, ||- | un par de normas en E. Diremos que la 
primera norma es equivalente a la segunda si existen о, D € R positivos tales que 


alil < NĒ < Bla! vi eE. 


En tal caso escribiremos |811 ~ |||. 


29La continuidad de g en A € R equivale a lím |£(x,) — A] = О para toda sucesión (x,) tal que lím |х, — à| = 0. 
neo neo 
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» Ejemplo 4.54 En R” la norma canónica ||(x1,x2,...,xn) || = [35 437) а es equivalente a la norma 
cúbica [| (x1,x2,...,Xn) ||; = тах << |xx]. En efecto, si # = (x1,xX2,..., xy), entonces, puesto que |х| < 
|] „Уи € E, se tiene 


Por tanto, 
1411. < [|| у. Vi € E. 
Luego, 


läll ~ ii] 
El siguiente teorema es sencillo de probar y su demostración se deja de ejercicio al lector. 


Teorema 4.20 Sea E un espacio vectorial y ||- ||, || ||, 


- |l" normas en este espacio. Entonces: 


1. 1:1 ||-]] | (Reflexividad). 
2. |- o M RE lll Simetría). 
3. llo EM Y HE EI m pd ol" (Transitividad). 


Así, del teorema anterior, si una norma es equivalente a una segunda, por simetría ésta será equi- 
valente a la primera. Por esta razón, de aquí en adelante, diremos que dos normas son equivalentes si 
satisfacen la definición 4.14. 

Sean ahora || ||, || - | un par de normas equivalentes en el espacio E, ij; € E y B(1ig,ri) y B'(ii, ri) 
bolas abiertas respecto a sendas normas. Sean a, 8 números positivos tales 


allá < 141 < 619 vie E. 
1. Sea r = ғ / 8, entonces 


y € B'(ño,r) = |iig-vV|| <r 
Fi 


B 


> [io - 7| < lis 9l « 8r 8 = 
— yc B(uo,r1) 


=> B' (iig, r) C B(ito, ri). 
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2. Sea r’ = ars, entonces 


V € B(üo,r') => по — v|| <r 


TS EG 

> llido — WI? < — [do | < —r! = ~an = r 
e [54 а 

> VE B'(túg, ro) 

=> B(úo,r!) C B' (iig, ғ). 


Con lo cual, hemos probado el siguiente teorema que justifica la discusión dada al inicio de esta subsec- 
ción respecto a la proximidad entre vectores relativa a distintas normas. 


Teorema 4.21 Sea E un espacio vectorial y ||: 


- ||" un par de normas equivalentes en este espacio. 


, 


Entonces: 
1. Toda bola B(iio,ri) relativa a la norma || - || contiene una bola B'(iio,r) relativa a la norma 
ME 
2. Toda bola B'(úo,rz) relativa a la norma ||- |! contiene una bola В(йо,г) relativa a la norma 


La figura 4-28 ilustra este teorema en el caso de las normas equivalentes del ejemplo 4.54 para n — 2. 


5 


N Figura 4-28 ° Toda bola relativa a la norma canónica contiene una bola del mismo centro relativa a la norma 
cúbica y viceversa. 


» Ejemplo 4.55 Determinar si las normas 


ih. = оа 


y la norma ||f|| = máxo<x<1 |f (x)| son equivalentes en С[0, 1].-«« 


Solución Supongamos que existen о > 0 y 8 > 0, un par de números reales tales 


«Л < FI, € ПА. Vf E CTO, 1]. 
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Sea, para cada número entero positivo m, la función continua fj,(x) = е", 0 < x < 1. Entonces, para 
m 


cada m, 
E 4 —mx| m0 . 
lala = máx e "| —e t y 
і 
Аы, = f Vs Colas 
1 7 
=] e "*dx 
0 
1 
— == —m А 
~ (1=e™) 
Por tanto, 
1 » 
a-1X —(1-e") Vm=1,2,... 
m 


Pero, el lado derecho de la precedente desigualdad tiende a 0 cuando m tiende a infinito. Luego, existe 


1 
то tal que — (1—e””0) < о, tendríamos entonces 
no 


1 —M 
ae cp а? 


Іо cual es una contradicción. Por tanto, estas normas no pueden ser equivalentes." Y 


El ejemplo precedente muestra que no todas las normas son equivalentes. La dificultad intrínseca 
de este ejemplo radica en el hecho de que la dimensión del espacio C[0, 1] es infinta. Sin embargo, en 
espacios de dimensión finita, la situación cambia completamente; pues en ellos resulta ser que todas 
las normas son equivalentes. Este importantísimo resultado lo hacemos patente en el siguiente teorema, 
aunque no lo demostraremos aquí; e invitamos al lector a consultar, si así lo desea, la demostración dada 
en el apéndice C. 


Teorema 4.22 (Equivalencia de normas en dimensión finita) Si E un espacio vectorial, entonces 
cualquier par de normas en E son equivalentes; es decir, en un espacio de dimensión finita todas las 
normas en él son equivalentes. 


La proximidad de vectores es un concepto fundamental de las matemáticas. A través de la idea de 
proximidad es como se pueden definir límites, continuidad, derivación, diferenciación, derivadas parcia- 
les, optimización (máximos y mínimos locales) para funciones de una y de varias variables; convergen- 
cia de sucesiones y series; y conceptos geométricos avanzados que tienen que ver con una importante 
rama de las matemáticas llamada topología (particularmente de los espacios vectoriales normados en 
nuestro caso); etc. En todos estos temas de estudio, la proximidad depende de las normas con la que 
se trabaje; sin embargo, todo aquello que, en términos de proximidad, valga para ciertas normas, se- 
guirá siendo válido si éstas se cambian por sendas normas equivalentes. Por ello, el teorema 4.22 bien 


SON ote que en este caso sí existe 8 tal que (|||, < 8 |||. Vf € Cla,b]; pues, dado que |£(x)| < ||. para todo x € [a,b], se tiene 
РО) ах < fo FIL dx = (b— a) 17... Luego 8 = b — a es un escalar que funciona para este fin. 
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podría ser llamado el teorema fundamental de espacios vectoriales normados de dimensión finita, pues 
significa que en estos espacios se puede trabajar con las normas que se deseen, evidentemente las más 
cómodas, pues todo lo que sea válido para ellas (en términos de proximidad) será valido para cualesquie- 
ra otras normas de estos espacios. Así que el lector debe tener muy en cuenta esto, utilizar las normas 
que más convengan y no necesariamente trabajar con normas que, por ser históricas en las matemáticas 
о por desconocimiento del teorema 4.22, se utilizan con gran frecuencia como es el caso de la norma 
euclidiana, la norma canónica en el espacio IR". 


Normas p 


Terminamos este apartado con un ejemplo de normas que son generalización directa de la norma canóni- 
ca en R”, las normas ||-||, (p > 1). Este ejemplo bien podría haberse dado al inicio de esta subsección; 
pero por la dificultad que entraña se decidió ponerlo al final. Además, es una buena excusa para ilustrar 
el concepto de equivalencia de normas en К” en este extenso conjunto de normas y explicar el porqué de 
la notación ||-||., para la norma cúbica. 


Definición 4.15 Sea р > 1 un número real y И = (x1,X2,...,Xn) € R”. Se define 


^ 1/р 


181, = | Y ba? 


ll 


A |9, se le Пата norma p del vector i. 


O Nota 4.14 Observe que si p — 2, se obtiene la norma canónica en IR". Y si p — 1 se obtiene la norma 
|1, que estudiamos en el ejemplo 4.42. 


Antes de mostrar que ||2|| p es efectivamente una norma, necesitamos probar algunos resultados 
preliminares. En el lema 3.1 (cfr. pág. 123) vimos que 


2ab < a? +b? 
para cualquier par de números reales a y b. El lema 4.2 es una generalización de este resultado que 


utilizaremos para demostrar la desigualdad triangular de las normas p. 


Definición 4.16 Sean p > 1 y p* > 1 números reales. Se dice que p y р“ son índices conjugados si 


» Ejemplo 4.56 
e p —2 y p* =2 son índices conjugados. 


e p —3y p* = 3/2 son índices conjugados.-« 


Las siguientes propiedades de índices conjugados, contenidas en el lema 4.1, son fáciles de probar y 
su demostración se deja de ejercicio al lector. 
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DEMOSTRACIÓN Bl Seao СК, 0 < о < 1, y sea f : [0,о) — R la función definida por 
f(x) = x* — ox a. 
Entonces, 


fasaa) y 
У") = o(a— 1)? < Oen (0,00) 


Por tanto, el máximo de f en (0,00) se alcanza en x= 1 y, por ende, 
x“—ax+a < f(1)=1 Vxe [0,00) (4.48) 


Sean a = 1/p y x = a/b. Entonces 0 < a < 1 y a/b € (0, ), por tanto, al sustituir estos valores en 


(4.48) se obtiene: 
1/p 
a la 1 
KA Жы | 4.49 


a/?"b a b P 
bp P T n а: 
que equivale a 
a!/Pp!-"P < E dichas B 
p р 


1 
Pero 1— — = р“ (por el lema 4.1); por tanto, la desigualdad precedente se transforma en 
p 


a P pir. “ g де b 
p p 


que es lo que se quería demostrar. Mi 
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O Nota 4.15 Si sustituimos el caso particular p = 2 en (4.47) se obtiene 


1251/2 < a 
úl =3 


y al elevar al cuadrado ambos lados de la desigualdad anterior 


E 
2 


(a+by 
4 EJ 


ab < 
que equivale a 
4ab < а? +2ab+0?; 
esto es, 
2ab< a? +b? 


Es decir, que la desigualdad (4.47) tiene como caso particular la desigualdad (3.5) del lema 3.1 (cfr. pág. 
123); que se utilizó para probar la desigualdad de Schwarz (teorema 3.1, cfr. pág. 124). 


El siguiente lema establece una generalización de la desigualdad de Schwarz en К”, la desigualdad 
de Hólder, que como en el caso de la desigualdad de Schwarz, servirá para demostrar la desigualdad 
triangular de la norma p. 


Lema 4.3 Sean ii = (x1,x%2,...,Xn) y V = (y1,y2,...,yn) un par de vectores en К" у p, р“ índices 
conjugados. Entonces 

n 
Yi 
al 


=> 


< 1411,11, (Desigualdad de Hólder) (4.50) 


2. Juv, xul, vl, (Desigualdad de Minkowski) (4.51) 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Sea i € (1,2,...,n) un índice fijo por el momento y pongamos’? 


_ ||? Ma 


al ИГР 


еп la desigualdad (4.47) del lema 4.2, entonces 


bale in 
ERC 
АГАР 


1 
< — Vi= 1,2, 
р 


Al sumar todos los índices desde i = 1 hasta i = n en la precedente desigualdad obtenemos 


е 1 Ñ 1 [|Р 1 |у” 
ТЕТЕП И. Е 
татат P 2 


= £P e 


31 Observe la analogía que hay con la demostración de la desigualdad de Schwarz (teorema 3.1, cfr. pág. 124). 
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que equivale a 


n 


p 2, lul" + 


Tal, Wi; IL zm Y slbi < bun 


pil za 1 mE? 1 
1 S ж 
= — |+ — 7 |191) 
p |141, p |I: 
1 1 
P P 
y, por tanto, 
n 
Уч < 111,191, (4.52) 
i=l 


Pero, puesto que |x;||y;| = |xiy;| y por la desigualdad triangular para el valor absoluto de números 
Y xi] € X |xiyi|, la desigualdad (4.52) implica 


n 
Уху 
1=1 


< 11411,19, 


. Рага cada i = 1,2,...,n se tiene 


lo -yil? = lxi + yill + vi! 
< (|е + Ivi lxi + yi]! 
= |xillxi - y; + |villxi + yi" 


y, por tanto, 


n n n 
Y bir»? € Xll»! У ill yi 7. 
і=1 i=l {=l 


Por (4.52), si i = (bo tll» er. ly), 


n 


2, balbe ox < Mall, lll. y 
= 


п 
Y brilla t»! < ШИ ДУ 
iml 


Por lo que 
n 
Y +? < |1, 11, + 1511, 19, 


{=1 
= (Ill, + Il) Iro 


à 1/p* 
Il. (Sion il 


P 1/p* 
p xi en) 
il 


Pero, 
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Por tanto, 
n n 1/р* 
Уен? < (181, +17) (Se) > 
¡=1 i-l 
de donde 
n 
В. Lx + yi|? z Е 
A < 1411,51, 
(Nia |+ yl) 
esto es: 


n а 
(Eier) < llall, + Pll, 
i= 


que equivale (pues 1 — 1/p* = 1/p) a 


i-l 


Е 1/р 
(Eso) < ||ul, + (1411, - 
Es decir, 


1а 7, < 1181, 171, m 


O Nota 4.16 Observe que la desigualdad de Hólder (4.50) tiene como caso particular la desigualdad 
de Schwarz en R”; pues si sustituimos p = 2 en ésta obtenemos | - V| < |||» ||v]|;; pero ||-||; es precisa- 


mente la norma canónica inducida por el producto punto de vectores en К”. 


Estamos ya capacitados para demostrar que las normas p son efectivamente normas en К”, lo cual 


hacemos en el siguiente teorema. 


Teorema 4.23 Si p > 1 es un número real, entonces 


В 1/р 
|, = (E м) ; 
n=l 


И = (ло, л), es una norma en NE 


DEMOSTRACIÓN Bi Si p = 1, ya probamos esta afirmación en el ejemplo 4.42 (cfr. pág. 305). Supongamos entonces que 


ps1. 
1. Jl, = (EL [IPP 20 Vi (x1,%2,..-,Xp) ER”. 


2. Claramente ||Ов | p = 0. Supongamos que ||| „ = 0, entonces 


n 
lxi? < Y lup? lalli 0>x=0Vi=> и 


n=1 


Op» е 
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3. Sià €R yi = (x1,X2,...,Xn) € R^, entonces 


E 1/р 
1811, = ($ awp) 


a 1/p 
= |А| (> wr) 
n=1 


= (А141, - 
4. La desigualdad triangular ya se probó en el lema 4.3 (desigualdad de Minkowski (4.51)). BI 
» Ejemplo 4.57 Mostrar, sin utilizar el teorema de equivalencia de normas en espacios de dimensión 
finita, que si p > 1, entonces 
Illa Mel 
en el espacio euclidiano К". 
DEMOSTRACIÓN BI Sea i = (x1,x2,...,X») € IR", entonces 
lx? «|| = 12,...,n. 


Por tanto, 
n n 
Y bul? € Y ilz = nal. 
i=l ¡=l 


Luego, 


4 1/р 
Рр s" < п! [lu]. (4.53) 


і=1 
Рог otra parte, es claro que 
n 
lll < Y р, 
i=l 


de donde 


" 1/p 
| „ < (Smr) (4.54) 


i-l 
De (4.53) y (4.54) se desprende 
ll]... < 12], < n"? all. (4.55) 


Y, por ende, |||, ~ [|-[]., cona =1y 8—n'». Ш 
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A Figura 4-29 ° La norma p de cualquier vector tiende а la norma cúbica de éste cuando p toma valores cada vez 
más grandes. En esta figura hemos graficado las esferas 5 (0, г) relativas a la norma р = 1,2,3,5,8 y la esfera Sy. 
de mismo centro y radio relativa a la norma cúbica. Observe cómo las esferas para las normas p son cada vez más 
cercanas a la esfera para la norma cúbica en la medida en que p crece. 


Ahora estamos listos para explicar la razón de la notación ||:||., para la norma cúbica. Para ello, 
fijemos un vector arbitrario И € R” y calculemos 


1m [ji]. 
Por (4.55) se tiene 
> zadiz wmn РЕ те 
\й\„ < Зит lil, < Im n" Да. = 1- i. 


de donde 


1m |а, = 181... 
Esto es, la norma p tiende a la norma cúbica cuando p tiende a infinito. Debido a este hecho es que 
tradicionalmente a la norma cúbica se le denota con el símbolo || - ||... En la figura 4-29, hemos graficado 
las esferas de centro (0,0) relativas a la norma p para algunos valores crecientes de p y la esfera de 
mismo centro relativa a la norma cúbica, todas con el mismo radio r. En ella se puede observar cómo las 
p-esferas se aproximan al cuadrado de arista 2r con centro en el origen (la esfera para la norma cúbica) 


conforme p aumenta. 


4.25 Construcción de normas en espacios de dimensión finita a partir de normas en R” 


En esta breve subsección veremos cómo es posible, de manera natural, construir normas en un espacio 
de dimensión finita a través de normas en IR". Esta construción siempre dependerá de la base con la 
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que se estén describiendo los vectores del espacio. En realidad, el objetivo de este apartado es ahorrar 
tiempo al lector para que no tenga que demostrar que las normas que se definen por analogía directa 
de normas en IR" a espacios de dimensión finita, son efectivamente normas en estos espacios. Sean E 


un espacio vectorial de dimensión finita y ([é,,é>,...,é,) una base de este espacio; entonces si i/ € E, 
existen escalares a1,42,...,a, tales que 

il = а1ё +00 +- +anén (4.56) 
Si b1,b2,...,b, son escalares tales que también 


ii = bie оё + + brén, 
entonces, 
(а, — b1)£i + (a — b2)&i +: (an –Ь,)ё = бк 
y puesto que los vectores е; son L.I., se desprende que 
db; Mi=L Zo 


Luego, todo vector ii € E se puede escribir como combinación lineal de los vectores 2; como en (4.56) 
de manera única. Si convenimos en que el orden en los términos de (4.56) es el mismo para cualquier 
vector (el primer término es un escalar que multiplica al primer vector ej, el segundo término un escalar 
por el vector &, etc., y el último término es un escalar que multiplica al vector e,), diremos que la base 
está ordenada y escribiremos (é,,é>,...,é,) en lugar de {ё1,@»,...,ё„} para subrayar este hecho.*? En tal 
caso a (а1,а2,...,а,) le llamaremos el vector de coordenadas del vector п relativo a la base ordenada 
(61,65, . .., 64). 


» Ejemplo 4.58 Sea la base ordenada (3,x — 1,21?) del espacio de polinomios P5. Encontrar el vector 
de coordenadas del polinomio р(х) = 1 — 3x + 4x? relativo a esta base ordenada. < 


Solución Busquemos escalares a4,45,a5, tales que 
a1:34-a5: (x — 1) + аз(2х°) = 1— 3x - AxX?; 
entonces, 
3a, — а +азх -2a4x! = 1 — 3x + Ax? 
y, por tanto, 


За = а = 1, 


2a3 = 4; 


3? Cfr. la discusión que precede al teorema 4.9 en la página 265. 
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de donde 


a» s 3 ,03 25 ај == 3 x 
Por lo que el vector de coordenadas del polinomio p(x) relativo a esta base ordenada es 
(-2/3,-3,2). v 


Sea ahora ||- || una norma en IR" (no necesariamente la canónica) y (€1,€,...,é,) una base ordenada 
del espacio E. Entonces, si й € E y (a1,45,...,a,) € IR" es el vector de coordenadas de ii relativo а la 
base ordenada, definimos 


[ШР = ||(a1,a2,.. > 4) || . 


Afirmamos que ésta es una norma en E. En efecto: 


1. 18 =[[(a1,a2,...,an)] 20 Vi € E. 
2. бв = 0:2 +0:2 +- +0: 2, por tanto, ||Og||g = 10а = 0. |116 = 0 = [|(a1,a2,...,an)|| 


==> (а1,а2,...,а,) = Ори > ii = ае Ьа +: Ба,ё, = Og. 


3. SIAER y ú= аё + аё +-+: - a,6, € E, entonces 


ПА = IA (a121 +02 +: +: + ass) lg 
= ||(Ла)е + (Аах) 4- - - + (Aa); || 
= ||A(a¡,az,...,an)|| 
= [A] ||(a1,a2,-- an) || 
= ІАЦ |ы. 


4. Sid, V € E y (а, а,...,ал), (b1,b2,...,b,) son los vectores de coordenadas de i y v, respectiva- 
mente, entonces 


[i | = ||(а +b1)€1 + (a2 + b2)82 +--+ (an + bn)én lle 
Fb1,a2 +b2,..., An + Dn)! 

41,42,...,4p) +(b1,b2,..., bn)! 
41,02, . . n) || +|1(61,b2,...,bn)!| 


ШАШ 


II 
~ 2 х 
a 
= 
| 


IA 


» Ejemplo 4.59 Sea el caso dado en el ejemplo 4.58 y la norma canónica en IR", ||-||. Entonces 
11 
79 


l»C) lp, 


Si se toma ||-||., en lugar de la canónica se tiene 


ре) 1ь, = 11(72/3.—3.2)]l.. 
=3d 
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Recíprocamente, toda norma ||- || del espacio E produce una norma en R”; pues si (a,,a2,...,4,) 
ER” у= аё + а +--+ алё, entonces la aplicación 


(1,45, .... 44) E ||(а1,а2,...,а,) | = [ШУ 


en una norma en IR". 


4.2.6 Aproximaciones óptimas en espacios normados 


Aquí veremos cómo es posible encontrar aproximaciones óptimas en espacios normados como lo hici- 
mos en espacios con producto interior; aunque dicha norma no necesariamente provenga de un producto 
escalar. 


Definición 4.17 (Aproximaciones óptimas) Sean E un espacio vectorial normado con norma ||: ||, 
й un vector dado de E y S un subespacio. Decimos que р“ es aproximación óptima de ii en S si 


li-z|sW-s9 wes 
0, de manera equivalente, si 


2 > >| — Ea 
mín || ў = li — p ||- 
ves 


El siguiente teorema garantiza la existencia de aproximaciones óptimas en el caso de ser S un subes- 
pacio de dimensión finita. Su demostración requiere de algunos conceptos básicos de funciones conti- 
nuas en espacios vectoriales normados y la postergaremos al apéndice C. Invitamos al lector a que la 
consulte en el momento que desee y recomendamos su lectura, pues tiene aspectos muy interesantes y 
puede ser de gran provecho el intentar comprenderlos, al menos grosso modo. 


Teorema 4.24 (Aproximaciones óptimas en espacios normados) Sean E un espacio vectorial nor- 
mado con norma || · ||, $ un subespacio de dimensión finita en E y й un vector dado de E. Entonces, 
existe una aproximación óptima p* de ii en S. 


Aproximaciones óptimas en Ca, 2] con la norma uniforme 


Sean f € Cla,b] y S = P, = gn(1,x,x2,. .., x"); por el teorema 4.24 existe un polinomo p? (x) de grado 
alo más n tal que 


If — Pill. < lf — Palle 


para todo polinomio p, de grado a lo más n. Esto ocurre para cada n € N; como es natural, surge la 
cuestión de si la sucesión de aproximaciones óptimas př, n= 1,2,..., converge a f respecto a la norma 


п? 


uniforme; esto es, 


Ит || f — pille = 0 


n—oo 
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JA Figura 4-30 ° Si f € Cla,b], para cualquier bola abierta B(f,€), relativa a la norma uniforme ||- ||, existe un 
polinomio de grado n dentro de ella. 


Recordemos que en el caso de las aproximaciones óptimas de polinomios trigonométricos a funciones 
continuas vimos que esta convergencia se daba en promedio cuadrático; esto es, para la norma || f — g|| = 


1/2 
( n is (f- 29 . Para las aproximaciones óptimas, con la norma uniforme, esto también sucede. El 
teorema que garantiza este hecho es uno de los más célebres e importantes resultados en las matemáticas. 
A continuación lo enunciamos y haremos su demostración plausible en la discusión posterior. 


Teorema 4.25 (De aproximación de Weierstrass) Sea f € Cla,b]. Entonces, para cada e > 0 existe 
un polinomio p, de grado n (que depende de £) tal que 


[= « € (4.57) 


La interpretación geométrica de este teorema viene ilustrada en la figura 4-30. En ella se muestra una 
función continua f en un intervalo [a,b], una bola de centro f y radio e respecto а la norma uniforme 
||- || y un polinomio p, dentro de esta bola; por lo cual (4.57) se cumple para este polinomio. 


O Nota 4.17 


1. El teorema de aproximación de Weierstrass equivale a que, рага cada función f € Са, b], existe 
una sucesión de polinomios (p, ) que converge uniformemente a f, i.e., 


lím [|f — palle — 0 (4.58) 


En efecto, si (pn) es una sucesión de polinomios tal que lím,» | f — р» ||„ = О y = > 0 es dado, 
entonces, por definición de límite, existe по Є № tal que 


|F- Prol. «€ 


y se cumple entonces (4.57) del teorema de Weierstrass. Supongamos inversamente que se cumple 
(4.57) del teorema 4.25, entonces para cada n € N, existe un polinomio р, tal que 
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1 
= Bal = 
п 


de donde se desprende que (4.58) es válida. 


2. Sig > 0 es dado, por el teorema aproximación de Weierstrass existe un polinomio de grado ny € N 
tal que 


|f — Proll < =. 


Sea p;, una sucesión de aproximaciones óptimas para la función f (cuya existencia está garantizada 
por el teorema 4.24), entonces 


lF- Pull. < 17 рь. <=. 
Dado que P, C P,, si л < m, se desprende que 
17—21 17—061: 
Por Іо que, 
IF- Pille < |F- Piolla <e Yn 2 no. 
Por tanto, 
Іт |f — pl. =0 


como afirmamos en la discusión ulterior al teorema 4.24. 


Aproximación por polinomios de Bernstein 


Es posible hacer una demostración constructiva del teorema de aproximación de Weierstrass haciendo 
explícita la sucesión de polinomios que converge uniformemente a la función dada. Esto se realiza 
mediante los llamados polinomios de Bernstein. 


» Ejemplo 4.60 Sea la función continua en [0, 1], 


f(x) = xcos(20x) +4; 
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entonces: 


N 
Dd 
N 
P md 
Z 
[ 
Mo 
=> 
E 
NI 
ы” 
EOS 
a N 
LA 
= 
e 
— 
| 
кын 
N 
4. 


«n (Sea 
+ 


= 4(1—х)?+2 ОШ +4) x(1— x) 


+ (cos(20) +4)x? 
= 4— (cos 10)х + (соз 20 — cos 10)x2.« 


Еп la figura 4-31 se muestran aproximaciones sucesivas para la función f(x) = хсов(20х) +4 me- 
diante polinomios de Bernstein B,, para los valores n = 30, 50, 100, 150, 180, 250 y n = 260. En ella se 
puede observar cómo || f — В„||„ — 0, debido a que el máximo de |f (x) — B, (x)| va tendiendo a cero en 
la medida que n aumenta. 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 LU 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 


JA Figura 4-31 ° Aproximaciones sucesivas de polinomios de Bernstein B,, para diversos valores n (30, 50, 100, 150, 
180, 250 y 260), a la función f(x) = xcos(20x) +4. 
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O Nota 4.18 Los polinomios de Bernstein aproximan uniformemente a funciones continuas en el in- 
tervalo [0, 1] y el teorema de Weierstrass afirma que este tipo de aproximación uniforme se puede efec- 
tuar en cualquier intervalo [a,b]. Pero en realidad, bajo una simple translación, se pueden construir los 
polinomios de Bernstein para funciones continuas en un intervalo [a,b]. En efecto, si f € Cla,b], sea 
х= g(t) = (р-а) +а,0 € t € 1, entonces la función f(x) = f(g(t)) es una función continua en [0, 1] y 
los polinomios de Bernstein В, (х) = B, (g(t)) aproximan uniformemente a f(g(t)) en [0, 1] y, por tanto, 
aproximan uniformemente а f(x) en [a,b]. 


4.2.7 ¿Qué norma utilizar? 


Cuando se busca la aproximación óptima de un elemento de un espacio normado mediante elementos de 
un subespacio, dicha aproximación depende de la norma con la que se esté trabajando. La elección de 
la norma en el espacio depende a su vez del tipo de problema que se desee resolver. Con el propósito de 
aclarar esta situación, planteamos a continuación dos ejemplos clásicos, en donde veremos cómo se elige 
la norma en una situación específica, y, de paso, por qué se definen de manera natural, en problemas de 
aplicación, dos de las normas más importantes en el espacio C[a, D]. 


Problema de Chebichev 


P. Lvovich Chebichev fue uno de los más grandes matemáticos rusos del siglo XIX; aparte de haber 
sido el creador de las bases de varias disciplinas matemáticas, las cuales aún están en pleno desarrollo, 
fue un notable ingeniero. Uno de sus intereses como tal, fue la construcción de un mecanismo capaz 
de reproducir el movimiento de una trayectoria dada. Sea y = f(x), a € x < b, la trayectoria que se 
pretende reproducir. Se desea construir, bajo ciertos requisitos técnicos, un mecanismo tal que uno de 
sus dispositivos describa esta curva tan exactamente como sea posible cuando entre en funcionamiento. 
Chebichev, como buen ingeniero, construyó inicialmente un mecanismo que obtuviera una aproxima- 
ción burda de la trayectoria dada. Así, un dispositivo de este mecanismo inicial describirá una curva 


у= ф(х) (4.59) 


parecida a la curva dada у = f(x) сото se ilustra en la figura 4-32. Este primer mecanismo consta 
de ciertos dispositivos (engranes, palancas, etc.) todos ellos con medidas específicas, o, ao,..., 0, 
que lo describen completamente y, por tanto, a la curva (4.59); son estos números los parámetros del 
mecanismo y de esta curva. Mejorar la aproximación del mecanismo significa modificar los parámetros 
а; para ese fin. Aquí fue donde Chebichev abordó el problema matemáticamente. Para ello, consideró los 
posibles mecanismos que describirían curvas 


ys q(x,o,02,..«, 05) (4.60) 


рага cada conjunto de parámetros о;, i = 1,2,...,n. Cada una de éstas, representa una aproximación de 
la trayectoria y = f(x). Sea y = ф(х) la curva descrita por (4.60), donde por simplicidad hemos omitido 
los parámetros aj, y sea 


m=m(01,02,...,0y) = máx |f(x) — (x) 
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a b 


A Figura 4-32 ° Una trayectoria dada у = f(x) y una burda aproximación de la misma, y = y(x); esta última está per- 
fectamente determinada por los parámetros o; del mecanismo que la produce. 


como se ilustra en la figura 4-32. Entonces, dado que 


Р) – p(x)| < máx |/(х) — eQ)| = mai, o2... 05) 


a<x<b 
se tiene 


|/(х) ^ e(x)| € m(o1,05,...,04) Vx € [a,b]. 


Luego, si m(0,02,...,Q,) es pequeño, entonces |f (x) — p(x)| es todavía menor, para cada x € [a,b]; 
por tanto, y(x) será más próximo a f(x), en la medida que m(o1,025,...,04,) sea menor; por ende, las 
gráficas de f y y serán muy parecidas si m(a1,02,...,Q) es muy pequeño. En términos de la jerga que 
hemos utilizado en este capítulo 


m(o,,05,. Е .%) = 17—11... 


Luego, de entre todas las funciones у = ф(х, 01,0%2,..., 0), se busca aquella para la cual m(o1,02,..., 
Qn) sea mínimo; es decir, se tiene que encontrar, de entre todos los conjuntos admisibles de parámetros 


Q1,02,..., Ap» 


| оо 


min = Pta, 07 Баа ап) 
(о1,02,...,оп) 


donde las (ү, o...) SON las curvas parametrizadas dadas por (4.60). Es así como Chebichev introduce 


aces 


la norma uniforme (también llamada norma de Chebichev) para resolver este tipo de problemas. Note 
que 


„=, mín тах |/(х)—(х)|; 


mín |= e; m an) Бонн 
peery n e e 


(0:1,02,...,ап) 
razón рог la cual algunos métodos actuales de solución de problemas análogos a éste son llamados 
métodos “mínimax”. 

Problema de la cuerda vibrante 


Supongamos ahora que una cuerda de longitud L está sujeta en sus dos extremos, el izquierdo en el 
origen de coordenadas y el derecho en (0, L). La cuerda se encuentra tensa con una fuerza de tensión 
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(a) (b) 


JA Figura 4-33 ° (a) Cuerda tensa, sujeta en sus dos extremos, de longitud L en estado de equilibrio (sin vibrar). 
(b) “Instantánea”, en el tiempo f = т, de la cuerda en uno de sus estados de oscilación. 


Т, como se muestra en la figura 4-33(a). En el instante t = 0 se modifica su estado estirándola de su 
posición de equilibrio para que comience a vibrar en el plano x, y (se supone que la amplitud de la vi- 
bración es pequeña). En el instante £ = 7, la cuerda tiene la forma de una función y = f(x) como se 
ilustra en la figura 4-33(b). Se desea encontrar una función y = ф(х) que aproxime la forma que tiene 
la cuerda en el instante £ = т; es decir, que aproxime a la curva y = f(x). El criterio de proximidad 
en este caso será físico más que geométrico. Para ello pensemos que tenemos otra cuerda exactamente 
igual que la primera, sujeta también en sus extremos en sendos puntos (0,0) y (0, L), pero cuya forma 
es precisamente la gráfica de la aproximación y = ф(х) como se muestra en la figura 4-34. El criterio de 
proximidad que utilizaremos en este caso será mediante la energía potencial; es decir, la mejor aproxi- 
mación será aquella para la cual la diferencia de energía potencial entre las cuerdas y = f(x) y y = ф(х) 
sea mínima. Calculemos la energía potencial para la cuerda y = f(x); es decir, el trabajo realizado por la 
fuerza de tensión para obtener la forma de esta cuerda desde la posición de equilibrio. Sea x un punto en 
el intervalo [0, £] y dx un pequeño incremento de x y calculemos el diferencial del trabajo, dU, realizado 
por la fuerza de tensión T para estirar el segmento de cuerda [x,x + dx] de la posición de equilibrio a la 
forma de la curva y = f(x) en este intervalo. 


JA Figura 4-34 ° La misma “instantánea” de la cuerda y = f(x) en el instante £ = т y una aproximación a ella, 
у= p(x). 
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х х+ах 


JA Figura 4-35 ° La cuerda у = f(x) en el instante г = т. La longitud del segmento de esta curva en el intervalo 
[x,x + dx] se puede aproximar mediante la hipotenusa del triángulo rectángulo cuyos catetos son dx y dy. 


De la figura 4-35 se desprende que el incremento de longitud en este intervalo es aproximadamente 


UT li (2) а 


= re (dx 


A] multiplicar por la fuerza de tensión T la diferencia de longitudes entre la cuerda en el estado y — f(x) 


y la cuerda en estado de equilibrio en el intervalo [x,x + dx], obtenemos el diferencial de la energía 


dU =T (y 1+ Fa) ; 


potencial 


esto es, 
dU =T ( LES 1) dx. 


Dado que la amplitud de las oscilaciones es pequeña, podemos utilizar el desarrollo de Taylor para 


obtener 
VL UY O. 
Luego, 
T 2 
dU ғ 3 (09) dx 


Por tanto, la energía potencial total de la cuerda es 


Tue. as scd 
0= [Mar 


SECCIÓN 4.2 | Espacios vectoriales normados 345 


Así, la diferencia de energías potenciales entre las cuerdas y = f(x) y y = p(x) está dada por 


с [Гоч x)) dx — T [PoPa 


Ahora bien, pongamos para simplificar por el momento notación, 


Entonces, 


la? — &*| = |(a+B)(0— 8)| 
< (la| +18) la — £l; 


TI ae f x))?dx 
N [cora] [ ооа. 


L 
Pero 4/ f (e (x))?dx = ||g'||, la norma inducida por el producto interior (g, h) = i g(x)h(x)dx (norma 
0 


esto es, 


[Tora [ Oa 


cuadrado medio); por tanto 


[Tora f Da TAS oae rt ud LN 


Como hemos supuesto que las oscilaciones son pequeñas y que se trata de la misma cuerda tanto pa- 


L 
ra y — f(x) como para y = p(x), podemos suponer que existe M > 0 tal que | CF (0) dx < M? y 
0 


L 
f (e! (x))?dx < М? (para cualquier aproximación y). Entonces 
0 


[roya f oae miren. 
0 0 


Por lo que si || f” — || es mínima, entonces la diferencia de energía potencial 


[ооа [era 


0 0 


también será mínima. Así, eligiendo ọ de tal suerte que || f’ — || sea mínima, se habrá cumplido el 
criterio de proximidad. 
De esta manera, hemos visto cómo surge, en problemas de aplicación, la norma cuadrado medio 


b 
liell = / (e(x)) dx en C [a,b] y también cómo se aplica para aproximar una función. 
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Comparación de las normas ||| = 4/ f? (g(x)) dx y llell.. 


a 


Supongamos que se tiene una sucesión de funciones y, continuas en [a,b] que converge uniformemente 
a f € Cla, b]; i.e., 


lím || f — nll.. — 0 
no 
entonces, dado que 


S -aRar (ar ox e-a- ol 


se sigue que 


lim f |f) — vs GO [dx = 0; 
по 
es decir, 
Ит [f — pl =0 (4.61) 


Por tanto, convergencia uniforme implica convergencia en promedio cuadrático. Sin embargo, no es 
difícil ver que convergencia en promedio cuadrático no implica convergencia uniforme (cfr. el ejercicio 
resuelto 47, pág. 382). Esta es, aparentemente, una ventaja de la norma uniforme respecto a la norma 
cuadrado medio. Mas como explicamos arriba, la elección de la norma depende de la naturaleza del pro- 
blema que se esté tratando y по de una elección arbitraria de ésta.?? Pero, en realidad, la norma cuadrado 
medio tiene también una fortaleza muy importante que la convierte en una herramienta con un espectro 
de aplicación mayor que la norma uniforme. Aunque la convergencia en promedio cuadrático no implica 
convergencia uniforme, se puede probar que si la sucesión (p,) converge en promedio cuadrático a la 
función f, i.e., se cumple (4.61), entonces la sucesión (pn) contiene una subsucesión v, que converge 
puntualmente a la función f, excepto en un conjunto de puntos del intervalo [a, b] que tiene medida cero; 
esto es 
lim yaa) = f(x) 

para cada punto x € [a,b] — Z donde Z es un subconjunto de [a, b] de “longitud cero"; por lo general, un 
conjunto finito o una sucesión de puntos del intervalo [a, b] (un conjunto numerable). Así, la subsucesión 
1, aproxima puntualmente a la función f en “casi todos los puntos" del intervalo [a,b] y se puede 
mostrar que también converge en promedio a la función f. En muchos problemas, con esto es suficiente, 
ahí radica la importancia que tiene la norma cuadrado medio y la convergencia en promedio cuadrático. 


O Nota 4.19 Se puede probar que en realidad dicha subsucesión, (1/,), se puede elegir de tal suerte 
que dado cualquier e > 0, existe un subconjunto M del intervalo [a,b] de longitud inferior a e, tal que 
la subsucesión (15,) converge uniformemente a la función f en [a,b] — M (y, por tanto, también en 
promedio). 


S3Recuerde que este no es el caso de espacios vectoriales de dimensión finita; pues en ellos todo par de normas son equivalentes. 
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4.3 Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 


4.3.1 Ejercicios resueltos 
Espacios con producto interior 


1 En R? si x= (x1,x2,x3) y Y = (yr. yo. y3) se define 


(X, y) = yii — 2y1%2 — 2yaxi + 6yax2 + y2X3 + узо + y3X3. 


Probar que (X, y) es un producto interior en R°. 


DEMOSTRACIÓN Ш Sean ii = (u¡,u2,u3),V= (v1,v2,V3),W= (w,,w2,w3) ER? y AER: 


1. (Simetría) 


(ii, V) = ущ — 2v, 42 — 2vaui + 6v2u» + vaua + V3U2 + vau 


(V, ii) = u v4 — 24 v2 — 2u»vi + 6u»va + uava + изу? + uava 


= урн — 2viuo — 2vau, + Óv242 + уоиз + узи? + V3U3; 
es decir, (1, V) = (V, ii). 
2. (Homogeneidad) Oui, V) = ((Au1, Aus, Aus), (v1, va, va)) 


= v (Auj) — 2v (Auz) — 2v2 (Аш) 
+ 6v2(Au2) + vo (Aus) + v3 (Au2) + va (uua) 


= A(viu; — 2vius — 2v241 + 6v242 + vau + УзИ2 + vaua) 


= AG). 


3. (Aditividad) (d, V+W) = ((u1,u2,u3), (vi +W], va +Ww2, va +w3)) 
= (v4 wi)ui —2(v1 +w1)u2 — 2(v2 Рио) 
+ 6(v2 + w5)u» + (V2 +w2)u3 + (уз + wa)ua + (va + w3)u3 


= viu, — 21,47 — 2vau, + бузиә + vus + Vau» + УЗИЗ 


+ или — 2w,47 — 2w241 + бихи + ииз + W3U2 + W3V3 


(di, V) + (0, ий). 


4. (Positividad) (i) = и? — uiua + биз + 2изиз + u3 

= и? — Auqup + Aid + иЗ + 2uus +u +u? 
(ш — 2u3)? + (uo + из)? +u} 
> 0. 
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5. (Positividad) (4,4) =0< 
(ш — 2и)? + (ио +u) +u = 0 


De 1, 2, 3, 4 y 5, (X, y) es un producto interior. Ё 


En los ejercicios 2 a 4, P es el espacio de polinomios. 


2 Probar que para todo f € P la integral impropia 


] fees 


converge. 


DEMOSTRACIÓN BI Sea f un polinomio; claramente si f = 0 es el polinomio constante cero, la integral impropia converge 
al valor real cero. Si f tiene grado 0, f es un polinomio constante, f(x) = К Vx; entonces 


| и f(x)e "dx = lím y "d 
0 rte 
= т [-e7]7 
=k lím [—e"+1] 
=k. 


Si f tiene grado n = 1, entonces f(x) = a + bx para algún par de números reales a, b y 
/ f(x)e "dx = lim f (a4- bx)e "dx 
0 reo 
= / ае "dx-- b lím f xe "dx 
0 ж 


=a+blím Ex «f edi 
г-у х= 0 


y sy 
x=0 x=0 


=a+b lím [хет 
го 
r = 
=a+blím [2 (e "-1)] 
гео е" 
=a+b; 


así que la integral impropia converge. Sea f un polinomio de grado n y suponga que la integral impropia 


g(x)e "dx converge para todo polinomio de grado n— 1. Entonces, ya que 
0 


r>0 


] feas — lím Гета? 
0 0 


= lím E + f rocas 


f= 


= lím ro- BL + lím l Peas 


го г 
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y por hipótesis de inducción f f'(x)e™dx converge (f'(x) es un polinomio de grado n — 1) y 
0 


lím fe) -( 
r>o е! 


(al aplicar sucesivamente la regla de L’ Hôpital eventualmente se obtendrá el cociente de una constante 


sobre la función r — e” que tiende a cero conforme r tiende a infinito), se deduce que 
f f(x)e "dx 
0 


converge. BM 


3 Deducir del ejercicio precedente que para cada par de polinomios f,g Є P la integral impropia 


roma 


converge. 


Solución Si f,g € P, entonces fg es un polinomio también, por el ejercicio precedente x fx)g(x)e "dx 
0 


converge. Y 


4 Por el ejercicio anterior, 
в) = | feos eds 


está definido рага cada par de polinomios f у g. Probar que (f, 2) es un producto interior en P. 


DEMOSTRACIÓN Bl Sean f, g,h cPy Ac К: 
(a) (в) = | Osa 
0 


= lím i f(x)g(x)e "dx 


г 


оо 


= lím | g(x)f(x)e "dx 


г J0 


= [| #бдл(де ах 
zii. 


(b) Ол) = [Arca 
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(c) 


(d) 


(e) 


(в = Mim [EDAD AA 


гә 


lím L[ roete ar [rama 


гә 


= lím Er a T lím ] Fear 
re Jo 


r=>œ Jo 


= | geart rata 
0 0 
= (8) + (f.h): 


(Ff) = lím | (fœ) edx > 0. 


Ў 
r>% Jo 


Claramente si f = 0 es el polinomio constante cero, (f, f) = 0. Suponga que f € P y (f, 7) = 0, 
entonces 

т | (f(x) e *dx=0. 

r0 ЈО 


Si f 4 0 (la función constante cero), existe, por continuidad, un intervalo [a,b] C [0, ) tal que 
f? (x) 40 para todo x € [а,Ь]; luego 


b оо 
0« f (йй < / (f(x)Ye*dx —0 


lo cual es imposible; por tanto, f(x) = 0 para todo x € [0,) y puesto que f es un polinomio, 


f(x) = 0 para todo x € R; es decir, f es el polinomio constante cero (el único polinomio que tiene 
una infinidad de raíces es el polinomio constante cero). 


De los 5 incisos precedentes se concluye que (f,g) es un producto interior. Mi 


En los ejercicios 5 a 9, (f,g) es el producto interior en el espacio de polinomios P, definido en el 


ejercicio 4 y ||-|| es la norma inducida por este producto. 


5 Calcular (1 +x,x). 


Solución (14-x,x) = f (1 +x)xe "dx 
0 


$ xf t 5; xf 
= fim [3 (—xe 5+ / e :) -2e Й 


= іт Е =ге'-е"+4 1) — re] 
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6 Calcular ||x||. 
Solución xl? = (хх) 
А 
= Иш | х2е7*4х 
г Jo 


= lím [teo seas 
гә 0 


= lím Ea +2 (= «feu 
ely +2 (ae, + e|] 


gt aud (=re" —e + 1)] 


Por tanto ||x| = V2. и 


7 Encontrar el ángulo ф entre f(x) = 1 y g(x) = x. 


Solución pa =] e "dx 
0 


\ 
EN 
= 
A 

i 
& 


Il 
E 
B 
| 
^ 


Por el ejercicio 6 ||х|| = v2, y ya que 


(1,x) =| xe "dx 
0 


r 
=lím | xe "dx 


г Jo 
z |" == 
= lím | хе 6—76] 
zd 
se tiene 
(1,x) 
g = arccos ( 
[HL] ixl] 


(8) 
= агссоѕ ($) 
2 


T 
2o К 
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8 Hallar una base ortonormal del subespacio S = gn(1,x,1?). 


Solución | 1 I? 


Il 
9— 
Б 
Ni 
= 


Il 
У — 
Im 
Н 
| 
% 
T 


| 
E 
==, 
= 
l 
“i 
p 29у 


por tanto, ш = 1 


=1 
por lo que, 
из=х— 1. 
из =x — (33,1) 1 — (02,х— 1) (x— 1) 
-2-[ reta || x! (x— 1)е *dx(x — 1) 
0 0 
=x —2—4(x— 1) 
=x —4x+2, 
2 & 2 2 x 
[из = | (к —4x2) e “dx 
0 
y, por tanto, 


La base ortonormal es entonces 


{1,х-1,;—2х+1}. Y 


9 Encontrar la aproximación óptima para f(x) = x? en el subespacio S = gn(1,x,x?). 


Solución Por el ejercicio precedente { L= i; 5 x zi ) es una base ortonormal para el subespacio 
S; por el teorema 4.15 el vector proyección p de f sobre S, es la aproximación óptima de este subespacio 
sobre f y por 4.14 del teorema 4.11 (cfr. pág. 269), el vector proyección está dado por: 
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3 
pec dua. 


Por tanto, 


= 6-18x+9%. Y 


10 (Representación matricial de un producto interior). Sea (17, У) un producto interior definido en R”. 
Probar que existe una matriz simétrica A € M,, tal que 
(ii, V) = ШАУ 
para todo par de vectores 1, v € R”. Se dice entonces que la matriz A es una representación matricial del 


— 


producto interior (1, V) 


DEMOSTRACIÓN BI Sean ¿,, i = 1,...,n los vectores que forman la base canónica del espacio R” y A = [(6j,2;)]. Si 


И = (ú1,...,Un) y V = (vi,..., Vn) son un par vectores еп R”, entonces 
n n 
(i, V) = (Уе, У ие 
= ¡=1 
n n 


=ú'AV. M 


11 Utilizar el ejercicio 10 para encontrar una representación matricial del producto interior definido en el 
ejercicio resuelto 1 de este apartado; es decir, una matriz simétrica A € M; tal que (i4, V) = ПАЎ. 


Solución ^ En este caso el producto interior está definido para cada par de vectores X = (x1,x2,x3) у 
Y = (vi. Y2.y3), por 
(Х,у) = yva — 2y1X2 — 2yaxi + бух + yaxs + yaxa + yaxa, 
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entonces, (ёё) = (1,00), (10,09 = 
(4,ё›) = ((1,0,0),(0,1,0)) = —2, 
(é,,23) = ((1,0,0),(0,0,1)) — 0, 
(62,62) = ((0, 1,0), (0,1,0)) =6, 
(2,23) = ((0,1,0), (0,0, 1)) = 1, 
(23,23) = ((0,0,1),(0,0,1)) = 1, 
por lo que 
1 -2 0 
А= | —2 6 1 
0 T. d 
Comprobación: 
1 —2 0 yı 
[ Xi X3 23 ] —2 6 1 ya | = Уу — 2yix — 2yoxi + бху 
0 dl 1 Уз 
+ Y2X3 + уз + ysxs 


=(Xx,Y). wv 


En los ejercicios 12 a 14, E es el conjunto de funciones continuas en el intervalo [a,oo) tales que la 
integral impropia 


[tortas 


converge. 


Mostrar que si f, g € E, entonces f g € E. Probar, de hecho, que la integral impropia / Р(х) g(x) e” ах 


converge absolutamente; i.e., que la integral impropia / |f (x)g(x)] е7 dx converge. 
a 


E Dado que |f|? = f?, la implicación f € E => |f| € E es válida. Sean f,g € E y r > a. Por la desigual- 
dad de Schwarz, aplicada al producto interior (| jf) eh, [g(x)] e?! » en Cla, г], se tiene 
3 


овое (ооа) (fefe) 


Puesto que f,g € E, las integrales impropias 


[torta y [are 


convergen; entonces, para todo r > a, 


[ode 


así que la función creciente 


e 


es acotada y, por tanto, 


Prostate? 
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y 


existe. Dado que la convergencia de / |и(х)| dx implica la convergencia de ] u(x)dx, se tiene que 
a a 


f fga dx converge. Bi 


13 Demostrar que E, con las operaciones usuales de suma entre funciones y multiplicación de un escalar 


con una función, es un espacio vectorial. 


DEMOSTRACIÓN BI Claramente la función constante cero en el intervalo [a,»») pertenece а E. Puesto que la suma de 


funciones continuas y la multiplicación de un escalar con una función continua también es una función 


continua y E C.F ([a,oo)), el espacio de funciones con dominio el intervalo [а,о), basta probar que 
f.gcEyo,8 ER implican af + Bg € E. En efecto: 


ы ийын | 428 [1 fos)" dx 


y ya que f, g € E, por definición de E y por el ejercicio precedente, f 


o? SEF Pe dx 


+02 fie) e dx 


a 


| 
| 


(Ge as, f feste as. 


f (е(х))2е7 dx convergen y, por tanto, f (а(х) + Ве(х))2е° dx converge; es decir, af + 8g Є E. 


14 Por el ejercicio 12, la integral impropia T (f (xg) dx converge para todo par de funciones en el 


espacio E del ejercicio anterior, si se define (f, g) = 


interior en E. 


DEMOSTRACIÓN M Sean f,g, Е Eyo c К. 


oo 


(a) (в) = | /0дн(бде as 
= [srta 
= gf). 

(b) (ала) = [arre ds 
=0 f fso) ax 
= a (f.8) 

(c) bad e: / БЕ ГЕЛ С a 


f(x) g(x)e^* dx probar que éste es un producto 
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(d) fe Puta >0. 


(e) Claramente si 0 es la función constante cero en [a,o»), (0,0) = 0. Sean f € E tal que (f, f) =0 y 
r > 0 un número real fijo. Entonces, 


0< : (FO) e dx < / (/(х))?е-^ ах Ep: 
de donde, para la norma ||u|| = (f; (u(x))?ax) 12 en Cla, 7], se tiene 


ОЕ 
y, por tanto, 
f()e * 2 =0 Vx € [a,r] 


2 i 
y ya que e™/? 4 0 para todo x € [a,r], se concluye que f es la función constante cero en el 
intervalo [a,r]. Dado que r es cualquier número real mayor que a, entonces f(x) = 0 para todo 
x € [a,oo); es decir, f = 0, el neutro aditivo de E. W 


En los ejercicios 15 a 18, (f, g) = / Fix) g(x)e^* dx es el producto interior definido en el ejercicio 14, 
ч m" 1/2 
E es el espacio del ejercicio 13 y ||| = ( 1 (f Oa 2 la norma inducida por este producto 


escalar, para el caso particular a = 0. 
15 Probar que f € E y calcular || f|| si f(x) = 1. 


Solución Ir - f Feds | dx. 
0 0 


Sean R > 0, Ок la región de los puntos (х,у) € R? con 0 < x < R, O < y < К y Cg la región de puntos 
(x, y) ER? con x? + y? < R? en el primer cuadrante. Entonces 


| f e? s / / PA / / ed 
Cr On С зк 


Ya que, 


ES R R 2.2 n ‚2 " 
I ех У dA m f е“ Y ауах = (/ ё" ax) 
Or 0 JO 0 


y, al emplear coordenadas polares, 


I e ЈА = IU e "rdrd0 
Es o Jo 


| 
sy 
NE 
| 
N| = 
“| 
^ 
LIII 
c Eo 
a 
So 


Il 
E 
== 
— 
| 
Ж 
Es 
L 
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se tiene 
т #. R a M. т 2 
4 i-e: | < (f g” 2 S ЕТ ЕС | 
y, por tanto, 
PE R 2 2 
lím 7. i-e: < lím (f e 2 < lím 7 ГЕ IE 
R>% 4 К> \ Jo 
de donde 
Bx 2 
lím (f e^ ax) —— 
Куо A JO 
Luego, 


lo cual implica 1 € E y 


= (32) ES 


16 Probar que la función f(x) = yx, x > 0, pertenece a E y calcular || f ||. 


- M 
DEMOSTRACIÓN Mi f (Ve dx = lím | xe” ax 


0 r9 J0 


Lo cual prueba que f € E. Por último, 


it (Гое) 
a 
2 


17 Demostrar que f € E y calcular || f|| si f(x) = x. 


2 2 E 2 
DEMOSTRACIÓN Bi / же“ ах = / хе xdx 
0 0 
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Luego, | Le” dx = ím х2е7° ах 
0 r> Jo 
1 ОКЕ 
= ќт E += tax 
го 2 o 24% 
1 1 2 
= lí ЕИ ---lím | e* dx 
г 2 r— Jo 
л 
= () — 
+4 
_ ут 
аге. 


Por lo que f c E y 


18 Sean a € R, f(x) = соѕ(ох). Probar que f € E y calcular (1, f) (ya se probó en el ejercicio 15 que la 
función constante 1 pertenece a E). 


х2 


2 P Wm 
DEMOSTRACIÓN Bi Puesto que cos?(ax)e"" < e^* para todo x y / € * dx converge (cfr. ejercicio 15), se concluye 
0 


que / cos? (ох)е ах converge y, por tanto, f € E para todo а € К. Sea 
0 


pla) = f e? cos(ax)dx. 


X 


=? cos(ax) y su derivada parcial д/до( е7“ 


Entonces, puesto que la función (х,а) > e ? cos(ax)) = 


¿2 . 
^ sen(ax) son continuas, 


—xe 
2 
le^ eos(ax)| SET. 


| axe ѕеп(ох) | < |x| g* 


y las integrales impropias f dx, f |x] dx convergen (por los ejercicios 15 y 16), se tiene 
0 0 


e (a) = | = бы cos(ax)) dx 


ss f зе sen(ax)dx. 
0 


Al integrar por partes, 
X=r d 


| 
0 (a) = lím ES ооз) so] qe cos(ax)dx 
2 mM 


| ES 
= lím ES sen(ar) — Sola). 


Y puesto que 


se desprende que 


y, por tanto, 


es decir, 


Al separar variables se obtiene 


y al integrar 


para alguna constante C. Esto es, 
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do _ a 
da 2 

d 

a айа, 
p 


para alguna constante A. Por el ejercicio 15 se sabe que 


y, por tanto, A = ут. Luego 


p(0) = [as = e 


(Lf) = (1,соѕ(ох)) 


RT e” cos(ox)dx 


Il 
^ 


19 Calcular el ángulo entre las funciones f(x) = 1 y g(x) = x. 


Solución Ре los ejercicios 16, 17 y 15 


Por lo que, 
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= arccos EA 
& 0.97134 
$255.65. Y 


20 Encontrar una base ortonormal para el subespacio $ — gn(1,x) utilizando el proceso de ortogonalización 
de Gram-Schmidt. 


Solución Рог 105 ejercicios 16, 17 y 15 


1 1 у 
И] 
\1|| Ўт vm 


08 


Ут | ут 2/7 NT 
EN 
ут 
у, por tanto, 
м2 \ v2 1 
== X. == — = — — 
MENA) ^ Vm 
D с —х? 1 2 
w| = e" (== di 
mal? = ¿“6-72 
TE: 
Ж (x " x P 
a т 
4 Wm 
Así que, 


La base ortonormal es, entonces, 


SECCIÓN 4.3 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 361 
21 Encontrar la aproximación óptima para u(x) = x? en el subespacio S = gn(1,x). 


Solución La aproximación óptima para и en el subespacio 5 viene dada por la proyección ortogonal р 
24т 1 ) 

A Мы 

yr=2 ут 


2 
de и sobre S. Y ya que por el ejercicio precedente и = КЕ У из = forman una base 
T 


ortonormal de S, por (4.14) del teorema 4.11 (cfr. pág. 269) 


р = (и,ш) ш + (u, uz) и. 


Del ejercicio 17, 


ope 2 
(n) = (8) ni x'e* dx 


гоо 0 
ed 
= 1. 
Por lo que, 
24т 
ьш) = 2355 [1-1] 
ўт 
= Wr 
y 
Vx 24T 
(u, ua) u2 5 m (x— J) 
ут ( _ +) 
A ут 


22 Encontrar los valores de las constantes а, Р, с tales que 


А 2 
/ (e*—a—bx=cx”) dx 


1 


alcance el valor más pequeño posible. 
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Solución El problema se resuelve si a+ bx + cx? es la aproximación óptima a la función f(x) = e* en 
el espacio 5 = gn(1,x,x?) relativa a la norma inducida por el producto interior (g,h) = f1; g(x)h(x)dx 
en C[-1,1]. Se construye primero una base ortonormal {u1,u2,u3} para el espacio < a partir de los 
generadores L.I. 1, x y х2: 

1 
= f &=% 


y, por tanto, 
1 
A 
w — x— (x,uj) ш 
1 (| 
-x-g] х 
= х, 
8 1 
Я i х2ах 
zii 
E 
3 
y, entonces, 
3 
и = Je 
W3 =x – (2,01) 41 — (х ,u2) uo 
i d 
БР ИЕ. 0-5 | dx 
2 J-4 Zdi 
1 
PENES 
= у 3° 
i d. 33^ 
E a g 
ml? f. (2-5) as 
_ 8 
45 
y, por tanto, 


X mf. 1 
из Ул 3] 


(e*,1/42) = 5 y e “ах 


Il 
t3l— 
N 
l 
^ 
X 
4 
^ 
М 
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(e у) = Af, xe^dx 


= V 6e, 


1 
(418-9) - Mf cepas 


= VTO (ge- He”). 


Luego, 
p jet +e) de (Ve) ур 
«Min ge- n (At - 9) 
= Se! = Зе Зе lx+ (ёе 195 ¿1) 2 
Entonces, 


a 
Il 
ы 
^ 

| 
S 


> 
I 

Y 

a 


Espacios vectoriales normados 


23 Calcular | f]... si f(x) = Ja en C[-3,4]. 


Solución El máximo absoluto de |f| se alcanza en los extremos del intervalo [—3,4] o en los puntos 
críticos de la función f que están en el intervalo (—3,4). 


f'(x) = 0=>x=+2 
=3 3 
з) 5 
MI mp VO, 
4 1 
if - [aea 3 
Por tanto, i 
ПЕ 
24 Encontrar la distancia entre las funciones f(x) = 2senx у g(x) = — cos2x relativa а la norma uniforme 
||-[| en С[0, т]. 


Solución d(f.g) = 17—811... 
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(f(x) — g(x))' = (25епх + соѕ2х)' 
— 2cosx — 2sen(2x). 
2cosx — 2sen(2x) 20 => 
2cosx— 4cosxsenx = 0 => 


2cos(x)(1— 2senx) = 0. 
Los puntos críticos de f — g en (0, т) son entonces х = 2, x = f y эл. Puesto que, 


зеп = --cos27 e 


T T 3 

2 — 2—|=- 

| Sene rens 6 2 

2sen E 0052 = ч 
o7 5т 


2sen — +c082 | = 1 
sen 6 COS 6 y 


3 3 
2sen >= +сов2== =1, 


se tiene " 
En los ejercicios 25 y 26, || f|], = de |f (x)| dx en el espacio С[а, b]. 


X 


25 Calcular || f||, si f(x) = mr -1yb=1. 
1 
Solución ll = f. reote 
EST 
0 х Lx 
= [oe 0 jx 
1 0 1 
= —.in(I-z) +-=2In(1+3?) 
2 -1 0 
= 11(2). v 


b 
26 Calcular d( f, =) en Cla, b] relativa a la norma |||, = dl |f (x)| dx si f(x) =senx y g(x) = cosx y a = 0, 
bm. É 


Solución d(f.g) = 12 811, 


T 


т т/4 
И [senx — cosx| dx = D (cosx — senx)dx «f (senx — cosx)dx 
0 0 1/4 


= [senx+ cosx)“ 


= 02-1+1+У2 
= 2/2. v 


+ [7 cosx — senx]7 4 
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27 Un conjunto no vacío de números reales A es acotado si existe М > 0 tal que |х| < M para todo x € A. Se 
dice entonces que M es una cota de A. A la menor cota s de un conjunto acotado, se le llama el supremo 
de este conjunto y se denota por 


5 = $ирА. 


(a) Sea B(R) el conjunto de todas las sucesiones de números reales que son acotadas. Probar que B(IR) 
es un subespacio de IR^, el espacio de sucesiones reales. 


(b) Si (аһ) € B(R) se define 
[I(a,)I| = sup [la,| : n € N}. 
Probar que ||(a;)|| es una norma en B(R). 
DEMOSTRACIÓN Bi (a) Obviamente la sucesión constante cero es acotada. Sean (an), (bn) € B(R) y Mi, M» > 0 cotas de 
sendas sucesiones, entonces 
[as +bn| € lan] + lbn] € Mı + M» Vn 
Así que la sucesión (a, + b,) es también acotada. Si o € R, entonces 
|аа,| = |a| |а| < |a| M: Vn 

y, por tanto, la sucesión (œan) es acotada, lo cual prueba que B(IR) es un subespacio de R”. 


(b) Sean (an), (bn) € B(R) y a € К. 


(i) Puesto que 
0 < lan] < [(as)]| Vn 


se tiene || (а„)| > 0. 


(ii) Es claro que la norma de la sucesión constante cero es cero. Si || (a,,) || = 0, entonces 
0 < Jan] < [| (an) || = 0 Vn 


de donde se desprende que а, = О para todo л y, por tanto, (a, ) es la sucesión constante cero. 


(iii) Si о = 0, es claro que ||o(as)|| = |0 || (as) || = 0. Suponga que a Z 0; puesto que |a;| < ||(a;)]| 
para todo n, se cumple 


[oa,| = al jan] < la] [| (ar) || Vn. 
así que |a] || (a, )|| es una cota de la sucesión (aan); y puesto que || («wa,,) || es la menor cota, 
[| (aa) || < lal f Gan) | - 
Por otra parte, 


la] las] = [аа,| S |(оа„)]| Vn 


1 
[an | < — [|(aa,,) || Vn 


la| 
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y, por ende, 


i 
|< oj el 


(аһ) 


Luego, 
la] iall € (аа) < lal l[(a,)!| 


lo cual implica 


{(аа„)|| = lod Cas) - 


(iv) Puesto que |a,| < ||(a,)|| y lbn] € ||(Ь„)|| para todo n, se tiene 
|а, + bn] < ||(а„)| + lI (bs) | Ул. 


Entonces, ||(an)|| + ||(bn)|| es una cota para (a, + bn) y, por tanto, ya que ||(a, +bn)|| es la 
menor cota, 


[Gs +0) 11 € l(as)l + (®„)!. E 
En los ejercicios 28 a 29 (i) probar que la sucesión (an) pertenece a B(IR) y (ii) calcular ||(a;) ||. 
28 a, =1+(-1)”. 


Solución (i) Para todo n € №, 


1 
| pel < pë 
EE 
1 
mcg 
n 
<2, 
y, por tanto, (an) es acotada. (ii) Para cada n: 
1 5 1 3 
кыек Ж E т-у. 
2п (=1) tns? 
y 
1 1 
К. гн рур — E 
2n+1 ED 2n+1 
1 2 
- m 
2n+1 3 


Puesto que todo número natural es par o impar, se concluye que 
la, | < A 
2 
Y ya que |a| = 3, se tiene 


3 
l| (аһ)! = 7 v 
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Ma, 
n+1 


Solución (i) Para todo n € N: 


Por tanto, 1 es cota de (a,,). (ii) Suponga que M es cota de (a, ) con 0 < M < 1. Ya que lím, пат = 1, 


existe ло tal que 


E A A ш], у 
no4-1 no4-1 
de donde: 
p 
по+1 


por lo que M no puede existir. Por ende, la menor cota de (an) es 1; entonces 


[a= v 


30 Sea Mx el espacio vectorial de las matrices de tamaño m x n y A € Mx. Si || ||; representa la norma 


euclidiana en IR^; esto es, || (x1,...,xx) l= (22. х) um para k = n,m, probar que el conjunto 
Sa = Ах : x € R”, |||, = 1} 


es acotado. 


DEMOSTRACIÓN BI Sean £j, i = 1,...,n, la base canónica de R” y М = máxiz;z||Aéi||. Si X = (xi,....x,) € IR" y 
12|, = 1, entonces 


|Axll; = Aquér +: + + xn2nll2 
< А211 +: + [xn] А1 
€ (ba| 4- bul) M 
< Mn [x]... 
< Mn [x]; 
= Мп. E 


31 Sean A € ЭЛ ул, 


«Il, y Sa como en el ejercicio precedente. Se define 
[[А|| =supSa. 


(a) Mostrar que ||Ax||, < |41111], para todo x € R”. 


(b) Probar que ||A|| es una norma en ЭЛ». 


DEMOSTRACIÓN M Sean A, B € 9t, y a ER. 


Орт 


(a) Si X = Ор", entonces Ах, = 


s 0— ||А|||х||. Sean x e R” — (Og) уж = I -X, entonces 


[Х| ||, = 1 y, por tanto, 
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[ЕТИ T aag Hc Jl 
= |А | 


< [AI 
lo cual implica 
Ах < А1116 
(b) (i) Six € R" y |X|; = 1, entonces 
0 < [Ax]; < А11. 
(ii) Si A = O, la matriz cero, entonces, 


Ая, = |бь =0 


para todo X € R”, con ||x||, = 1 y por tanto ||A|| = 0. Suponga que ||A|| = 0, entonces 
Ах | < ТАП =0- [[x[|2 = 0 


para todo x € IR"; de donde se desprende que 


> 


AX = Ор m 


para todo X € IR". Del lema 5.1 (cfr. pág 436) se concluye que A = 2. 


(iii) Si œa = 0, entonces ||oA|| = ||| = 0 = a] ||A||. Si о 4 0, entonces, para cada x € IR", con 
р 


П, = 1, se tiene 


I|(o4)x], = (14(0) Il, 
< |А ох] 
= [141 la 11), 
= lellAl 
y, por tanto, 
loA[ < lel |All; 
y 
io | [Ax]; = [lA CoX)Il 
= |(aA)xll; 
< 04|; 
de donde, 
Ая, < llaAll. 
la| 
Entonces, 


А < ад; 
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luego, 
|91141 < lleAT < la] (1411; 
así que ||oA|| = ja] [A]. 
(iv) Para todo vector unitario X € R” (||¥||, = 1), se tiene 


(А + B)x]|; = ||A¥ + Bx]; 
< [4х1 + [|Вх]|› 
< [[А| + IBI 


y, por tanto, 


[a + В| < ||A||+||B||. W 


32 Sean A Є Munxn» B € Mx у ||C]| = sup Sc la norma del ejercicio precedente. Probar que 
48| < |A|] |B|] - 
DEMOSTRACIÓN BI Sea x € RR” con ||X[|, = 1, entonces 


I(AB)x|l; = AGI)» 
< [AI [18%], 
< [ALBI 


por lo que 
lAB| < ||A|| ||B||. WI 


En los ejercicios 33 a 35, Cla, 8] es el espacio de funciones continuas en el intervalo [а, $], p > 1 es un 
número real y, para cada f € Cla, 8], 


in, (f ropa) 


(puesto que f € Cla, 8], la función ||” también y por tanto es integrable en [a, 5]). 
33 Si f.g € C|o, 8] y p,p* > 1 son índices conjugados e + = = 1), probar que 


Г Р(х) а(х) ах < |711, 1811, - 


Es decir, 


e) < ILL 1811, 
donde (f, g) = f, E f(x)g(x)dx es el producto interior usual en Cla, 8]. 
DEMOSTRACIÓN BI Si fo ges la función constante cero en [a, 5], la afirmación es evidentemente verdadera. Suponga que 


ambas funciones no son nulas en a, 5]; entonces, por continuidad, || f|, 40 4 ||g]|.. Sean x € |а, 8] 
un punto fijo de este intervalo y 
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en el lema 4.2 (cfr. pág. 329). Entonces, por (4.47) de este lema 


raai ara r ka 


= 


para cada x є |a, 8]. Luego, 


1 


d Do fH sus 
rar), |/®\#®)\4х< rm f treats 


LE 
— g(x X 
ГАТАР 


J il * 
== NA += a 
Р” Aa. 
1 1 
р р 
=] 
y, por tanto, 
B 
/ Рх) lee) dx < IFI Mel! y. 
Finalmente, 


iu. = [f дад 


B 
< | falsas 
< Ifl llel,- Wi 
34 Si f,g € Cla, 8], demostrar que 


If+ell, < ЛА, +1811, 


DEMOSTRACIÓN Ш Para cualquier x € Со, 8] 


РО) +e (01? = (а) +8 (011400 - 91^" 
< А) О) 809 + 18001100 +2 00177 


y, por tanto, 


B В =] 
е) +в < ral + a: 


+ | пв CDI as 
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Por el ejercicio precedente, 


B 
S лд) COP П, IY M. y 
B 
sel +stor as ll, ora". 
Entonces, 
B 
[eo esto < П, Ut", +1, +)”, 
= (ПЯ, Mel) E+] 
8 А 1/p* 
= (Пл, slp) Cf ire escort ax) 
B 1/p* 
= (+14) (S Otea) >. 
Así que, 
B 1-1/p* 
(вооа) 1, +180, 
esto es, 
B 1/р 
(вооа) stt, at. 
O sea 


1.7811, < 1.71, +llgll,- E 


35 Demostrar que 


л,= (fuor) " 


es una norma en Cla, 8]. 


DEMOSTRACIÓN BI Sean f,g € С[о, 8], AER. 


(a) Es evidente que || f 


la 50. 


(b) Si f = 0, la función constante cero en [a, 5], es claro que ||f||, = 0. Suponga que ||7||, 


entonces 


[ver =o, 


por continuidad** se desprende que |f (x)|" = 0 y, por tanto, f(x) = 0 para todo x € fa, 8]. 
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34 A lo largo de este texto, la demostración de que una función no negativa, continua y cuya integral en un intervalo es cero tiene 


que ser una función nula se ha realizado varias veces y por esta razón ya no se repite aquí. 
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(f arora)” 

- (тома) " 
(pe Га)" 
- n (finora) ^ 


= (АША, 


(с) ПАЛІ, 


(а) Por el ejercicio anterior 
If +s < 1А, +llell, M 


36 Calcular, en relación con el ejercicio precedente, || f|, si f(x) = cosx, p = 3, a = 0у B— m. 


T 
Solución IM =/ [соз xl? dx 
0 


7/2 т 
= f cos? хах — T cos? x dx. 
0 n/2 


[соз хах = | cost хсозхах 
= f a зоп) созхах 


= f созхах-— | sen?xcosxdx 
3 


nx 


+C 


= senx — 


Por tanto, 


y, entonces, 


3/4 
n= E v 


37 Sean a € R y .2) [a, о) el conjunto de funciones continuas f : [a,co) — R tales que f |f (x)| dx converge. 


(a) Probar que .%) [а, о) es un espacio vectorial con las operaciones suma de funciones y multiplica- 
ción de un escalar con una función usuales. 


(b) Sea || fll i |f (x)| dx, para cada f € „9 [а, о). Mostrar que || f||, es una norma en .Zi [a, 29). 
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DEMOSTRACIÓN Bi (a) Dado que 2 [a,co) C Cla, оо), basta probar que . [a, о) < C[a, оо). 


(i) Es evidente que la función constante cero pertenece a „2 [а, оо). 


(ii) Sean f,g Є.Ф |а, со), entonces, para todo x € [a,ee), 


РО) +860)1 < 14001 + la G9 


y, por tanto, para todo r > a, 
Гле) + воа rotas rola 
< лодак | лох, 


de donde / |f (x) + g(x)| dx converge, entonces f +g € -A [а, о). 


(iii) Sea a ER y f € .Zi|a.«), entonces 
im | [олда = lalim 17091 
= jl | 11а 


у, por tanto, / [а (х) dx converge, así que af € .Zi[a.«9) у |a fli =lal ||fll;- 


(b) Sean f,g € L [a,oo) y a ER. 


(д Ih = f rentas o. 


(ii) Es claro que ||0||, = 0 para la función constante cero. Si || f|| = 0, entonces 


Гледах [оао 
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y, por tanto, f |f(x)|dx = 0; de aquí que, por continuidad, f(x) = 0 para todo intervalo 


[а, г]; es decir, f es la función constante сего en [а, о). 
(iii) Se probó en 37(a)(iii). 


(iv) Puesto que 
Гле) + воа [лодак f edx 
se tiene 
[109 водах [stas f lenta 


es decir, 


1.7.11, < Л + leli. m 


38 Sean .2[0,) у |||, = |f (x)| dx el espacio y la norma del ejercicio precedente рага el caso parti- 
0 


cular a = 0. Probar que si f(x) = е", entonces f € .Z[0,00) y calcular || f|, . 
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o r 
DEMOSTRACIÓN W у le "| dx = lím | e *dx 
0 


lo cual demuestra que f € .2[0, о) y |f]; =1. B 
En los ejercicios 39 a 41, $ = gn((—1,1)) y i = (0,1) en R2. 


39 Hallar la aproximación óptima, р“, de ii en el subespacio S respecto a la norma euclidiana ||(x, y)|| = 
yA, 
Solución Los elementos de 5 tienen la forma (—a,a) con a € R. 


\й— a, a)]P= [|(а,1—а)|? 


=4+(1=a). 


Si (a) = a? + (1—a)?, a € R, entonces 


|| 
um 
y, puesto que, 
V" (a) 24»0 


la función v alcanza un mínimo en a = 1/2. Luego ||ii — (—a, a) ||? es mínima (y, por tanto, |i — (—a,a)| 
es mínima) cuando a = 1/2. Así la aproximación óptima de еп S es 


p: = (-1/2,1/2) 


|z- p*|| = 2/2. 


Note que en este caso p* también se puede calcular utilizando la proyección de ti sobre $, pues la norma 
euclidiana proviene del producto punto de vectores. Y 


40 Encontrar todas las aproximaciones óptimas de ii en el subespacio 5 respecto a la norma cúbica 


(х,у) = máx |х|, [y]; - 


, 


Solución Los elementos de 5 tienen la forma (—a,a) con a € R. 


I| (a, 1 — a)]l.. 


máx 1 |a|,|1 — a|]. 


|i- (=a,a)l.., 
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JA Figura 4-36 ° 


De la figura 4-36 se desprende que 


) a,sia> 1/2 
máx (ll |i a = 1 leg m us 


y de la misma gráfica se deduce que 
meet E _ s uai CLE 1- 
mín |й— (—а,а)|.„ = mínmáx (lal. |1 —а|} 
se alcanza en a — 1/2. Así, 
p: = (-1/2,1/2) 


es la única aproximación óptima de й en S y 
lii—(—1/2,1/2)]|., 21/2. Y 


41 Encontrar todas las aproximaciones óptimas de i/ en el subespacio 5 respecto a la norma 


(у) = +]. 
Solución Los elementos de S tienen la forma (—a,a) con a € R. 
1а (аа), = la. 1 — al 
= |а 4- |1— a]. 
De la figura 4-36 se desprende que 


2a— 1, sia>1 
la|--]1—a]2 4 1, si0<a<l 
1—2a, sia<0 


es decir, para cada a Є R se tiene 
2a—1, sia>l 


li- (-а,а)||, = 4 1, si0<a<1 
1—2a, sia<0 
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f 


JA Figura 4-37 ° 
La figura 4-37 contiene la gráfica de f = ||ii — (—a,a)||, cuando a varía en R; de ella se deduce que 
mín |i (—а,а)||, 


se alcanza en todos los valores a del intervalo [0, 1]. Por tanto, z tiene una infinidad de aproximaciones 
óptimas en S; a saber, todos los vectores de la forma 


р* =a(—1,1) con a € [0,1] 


y en todos ellos 


42 Encontrar las aproximaciones óptimas del vector ii = (1,0,0) en el plano x — y = 0, relativas a la norma 
[[Gc,y,z) II, = bx] + ly + |z| en R°. 


Solución Un primer método Este plano es el subespacio 5 = gn((1,1,0),(0,0,1)). Siv=r(0,0,1)+ 
s(1,1,0) = (s,s,r) € S, entonces 
li — 9], =[1(1,0,0) — (5,5, г), 
== TEES T 8n 


(a) Suponga r > 0: 


(i) si s > 1, entonces |s — 1| - |s| + |r| 2s—1-4-s--r—2s—1-cr; 
(ii) si 0 € s < 1, entonces |s— 1| - [s] -|r[| 2 1— s--s--r— 1  r; 


(iii) si s < 0, entonces |s — 11+ |s|--|r| =1—s—s+r=1-2s+r. 


(b) Suponga r « 0: 


(i) si s > 1, entonces |s — 1| - |s| + |r| 2s—14-s—r—2s—1-— r5; 


(її) si 0 € s < 1, entonces |s — 1| - [s] -|r,| =1=s+s=r=1-—r; 


(iii) si s < 0, entonces |s — 1| + |s|--|r| =1—s=s=—r=1-2s—r. 
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De esta manera, si 


v(r,s) = lii — vl. 


entonces, 
ә 15 О) 
rs) = =l БО 
0, sir=0 
y 
ә 25 sse] 
Ans) = O. Us Sl 
—2, sis<0 


Por lo que los puntos críticos de 1) tienen la forma (5, 5,0) con 0 € s < 1. En todos ellos 


14 vl, = |s 1] Isl Ir] = 1 
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y sir #0 y/o s E [0,1], entonces ||i — V||, = |5 — 1] 4- |s| - |r| > 1; por lo que las aproximaciones óptimas 


de ii en S están dadas por los vectores 


p = 5(1,1,0) con0 € s € I. 


Un segundo método Este plano es el subespacio 5 = gn((1,1,0),(0,0,1)). Si v = r(0,0,1) +5(1,1,0) = 


(s,s,r) € S, entonces 


й— vll, = 110,0,0) — (s.s. г), 
= [s= 1]+ |s| Hl. 


JA Figura 4-38 * 
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En la figura 4-38 se ha dividido el plano en zonas sombreadas para evaluar ||u — v||, = |s — 1| + |s| + |r]. 
Por ejemplo, en la zona s > 1 y r >0, |s—1|+|s| +|r] =2s+r=— 1; en la zona 0<s<l1yr<O0, 
[s — ЦУ [s| + |r| =r+ 1; etc. En realidad, la información dada en esta figura se puede resumir aún más: 


(a) En la franja vertical I, s > 1, 
143, = |s—1|-4- |s| + |r| = 2s— 1 4 |r]. 
(b) En la franja vertical IL, O0 € s < 1, 
li — vll, =s- 1] ls| +|r] =1+|r]. 
(c) En la franja vertical Ш, s < 0, 
li — vl, = |s— 1| - [s| +|r] = 14-2|s] + |r] . 
En la franja I, dado que s > 1, 
1 €2s—1-4 |r| 
para todo (s, r) en esta franja. Y, puesto que 2s — 1 + |r| = 1 cuando s = 1 y r = 0, se tiene 
mín(2s — 1 4- |r| : (s,r) está en la franja I} = 1 


y se alcanza en (s,r) — (1,0). 


En la franja III, 
|Zg—»|,-1|s—1| 4 |s| + lr] = 1-+Е2 |5] - |r| > 1 

para todo (s, ғ) en esta franja y ya que este valor se alcanza en (0,0), se tiene que 
mín(1 -- 2 [s| + |r| : (s,r) está en la franja I} = 1 


y se alcanza en (0,0). 


En la franja II, puesto que 0 € s < 1, 
8 —v|; = |s— 1|-- [s] +]r] =1+|r] > 1 


para todo (s,r) en esta franja y ya que este valor se alcanza en todos los puntos de forma (s,0) con 
0 < s< 1, se tiene que 


mín( 1 + |r] : (s.r) está en la franja I} = 1 


y este valor se alcanza en los puntos (5,0) con 0 < s < 1. Así, el conjunto de aproximaciones óptimas 
para el vector еп el espacio 5 están dados por los vectores 


р" = 5(1,1,0) con0<s<1. 


y para todos estos puntos 


z-as v 
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43 Encontrar las aproximaciones óptimas del vector i = (1,0,0) en el plano х — y = 0, relativas a la norma 
I| Gy. 2)|1.. = máx {]х], Dy]. |} en R°. 


Solución Este plano es el subespacio 5 = gn((1,1,0),(0,0,1)). Si v = r(0,0,1) +s(1,1,0) = (s,s,r) 
€ S, entonces 
|i Vll = [1(1,0,0) — (5,5, г) 


= máx (|[s — 1|. |s| ,|r|) . 


En la figura 4-39 se ha dividido el plano en zonas sombreadas para calcular 


, 


lli — 7], = máx ([s— 1, |8,19). 


(a) En la franja L puesto que s > 1, 


s=1|=s—1ys-—1< s; por tanto, 
[(1,0,0) — (s,s,7)l|.. = máx {s, |r|} - 
(b) En la franja П, ya que 1/2 < s < 1, |s— 1| = 1 — s < s; por tanto, 


11(1,0,0) — (5,5, ғ). = máx (s, |r|}. 


(c) En la franja Ш, dado que 0 € s < 1/2, |s— 1| 2 1— sy 1— s > s; entonces 
11(1,0,0) — (5,5, r)||.; = máx (1— s,|r|) . 

(d) En la franja IV, ya que s < 0, |s— 1| =1—s= 1 + |s| > |s| y, por ende, 
11(1,0,0) — (5,5, ғ) ||, = máx {1 + |s|, |r|}. 


llo. 


IV Ш II I 

ma 

ug E 

== SES 

ken z ES ES 

JE | m I 

Re м б К 

= 1 Е Е 8 


A Figura 4-39 ° 
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En todos los puntos (s,r) de las franjas I y II, se tiene 


1/2 € máx(s, 


rjj 
pues s > 1/2; y ya que el punto (1/2,0) pertenece a la reunión de ambas franjas 


mín 


1(1,0,0) — (s, s,r)ll.. = 1/2 


y se alcanza el punto (1/2,0). En los puntos de la franja Ш, 0 € s € 1/2 y, por tanto, 1/2 < 1— s < 1; 
]uego, 


1/2 < máx(1-— s,|r|) 


para todos los puntos en esta franja y puesto que 1/2 se alcanza en el punto (s,r) — (1/2,0), se concluye 
que 


mín 


[(1,0,0) — (s,5,r)||., = 1/2. 
en esta franja y dicho valor se alcanza en s — 1/2, r — 0. En la franja IV 
1 € máx(1- [s]. |r|} 
para todo par (s,r) en esta franja; y puesto que 1 se alcanza en (0,0), se deduce que 
mín ||(1,0,0) — (s,s,r)|., = 1 
en esta franja y se alcanza en (s,r) — (0,0). De lo precedente se deduce que 
(1,0,0) — (s.s. г) 


es mínima cuando s = 1/2 y r = 0; luego la aproximación óptima para ii en el subespacio S está dada 
por 


p*=(1/2,1/2,0). v 


44 Encontrar una aproximación óptima para la función f(x) = x en el subespacio 5 = gn(1) de C[0, 1] 


ма Cf vere)” 


respecto a la norma 


del ejercicio resuelto 35 (con p — 4). 
Solución Ѕеаа € gn(1), entonces 
4 : 4 
к-а = [Gaya 


1 
= – 2а +20 —a с. 


Si 


il 
pla) = à! – 2а 2à -а+ 54ER, 
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entonces p' (a) = 4а? — ба? +4а – 1 
= (2a— 1) (2а — 2a - 1) 


9" (1/2) 21» 0. 


Por tanto, y es mínima en a = 1/2; luego una aproximación óptima para f(x) = x en 5 = gn(1) es 


p'(x)-1/2 y 
e= 1/2], — (f e- TM _ (2) i 


es el valor mínimo que alcanza ||x — a||, cuando a varía en R. De lo precedente se desprende que f tiene 


sólo una aproximación óptima en S. Y 


45 Encontrar la aproximación óptima de f(x) = е" en el subespacio $ = gn(1) de С[0, 1] respecto a la 
norma uniforme || ||... 


Solución Ре la figura 4-40(i) se desprende que 


jer eas e—a,sia € (e+1)/2 
э \ а—1,вїа (e--1)/2 


y de la misma figura (ii) se deduce que 
mín ||e* — а||„ = mín máx |e* — al 
acm acm 


se alcanza en a = (1 + e)/2 y tiene un valor de (e — 1)/2. Entonces, la aproximación óptima para 
f(x) = e* en el subespacio S está dada por 


p. dq 
PT 
y 
e—1 
= р“ = ‚ Y 
\7-р1„= 25 


у= |le*—all- 


JA Figura 4-40 ° 
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46 Encontrar las aproximaciones óptimas de f(x) = e* en el subespacio 5 = gn(1) de C[O, 1] respecto de la 
norma |||, = Jo lg(x)] dx. 


1 
f (e* — a)dx, sia<1 
0 
ш Ina 1 
Solución If=all, = le*— a] dx = f (а—е*)ах+ | (e*—a)dx, sil<a<e 
0 lna 
1 
И (a — e*)dx, siae 
0 
esto es, 
e—a-— 1, sia<l 
IIf—all, = < 2alna—-3a+1+e, sil<a<e 
а—е-+1, siae 


Así, la función continua a > ||f — al] |, a € R, es decreciente en el intervalo (—о, 1) (pues es una línea 
recta con pendiente negativa en éste) y creciente en el intervalo (e,0o) (en éste es una línea recta con 
pendiente positiva); entonces, los puntos donde alcanza el mínimo son a — 1, a — e o los puntos críticos 
de la función (а) = 2alna — 3a + 1 +e. 


V'(a) 22101a—120— 


a=e є (l,e); 


y ya que 
If- 1l =e-2 
If=ell, =1, 
(el?) = —2e!2 +1+е 
se tiene 


ín||f —a||, = 1--e— 2e!" 
mín |f —a||, =1 +e- 2e 


y se alcanza en a = е!/. Luego la aproximación óptima de f en S está dada por la función constante 
а=е?. Y 
47 Sean Cla,b] el espacio de funciones continuas en el intervalo [a,b], || f||., la norma uniforme y ||| = 


1/2 
( [ f(x sax) la norma cuadrado medio; demostrar que la convergencia respecto a la norma cuadra- 


do medio no implica la convergencia respecto a la norma uniforme; esto es, si 
Ит |f, — f|| =0 
п—усо 
entonces, no necesariamente 
Иш || f, — fll — 0 
n—0o 


en el espacio Cla, P]. 


Solución Sean n un entero positivo y f, la función continua en [a,b], cuya gráfica está contenida en 
la figura 4-41; esto es 
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a+b b—a a+b a+b b—a 
aoa о atr 


JA Figura 4-41 + 


2n b b— b 
x+ (1-42) E -t са: | 


bg Za 2 >“ 
Es fácil ver que 
[ 892: 1029 


para todo n — 1,2,... Por tanto, 
lím || fa — |= 0, 
поо 


donde la función 0 es la función constante cero en el intervalo [a,b]. Sin embargo, es claro que 


{Л =1 


para todo n — 1,2,... y, por tanto, 
Иш || f, — 0||., = 1. 
n—oo 


Es decir, convergencia en promedio cuadrático no implica convergencia uniforme. Y 


4.3.2 Ejercicios propuestos 
El lector encontrará la respuesta a los ejercicios en cursiva en el apéndice E al final del libro. 
Espacios con producto interior (respuestas en páginas 1080-1082) 


En los ejercicios 1 a 4, determinar si ((x1,x2), (у, у)), definido por la fórmula dada, es o no un pro- 
ducto interior en R?. En caso positivo demostrar rigurosamente que se cumplen las 5 condiciones de la 
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definición 4.1 (cfr. pág. 236) y en caso negativo mostrar, mediante contraejemplos, las propiedades que 
no se satisfacen. 


1 (039,32). (Y1,2)) = x171 — y. 
2 ((%1,x2), (Y1,)2)) = әрә — Хоу. 


3 ((01,x2),(Y1,92)) = xi у. 


4 (Q3,x2).(1,32)) = 2y1X1 + yixo + yoxi + yox». 


En los ejercicios 5 a 19 probar que la asignación (X, y) — (X, y) ahí definida, donde х = (x1,...,Xn) y 
y = (у1,..., yn). es un producto interior en el espacio R” indicado. 


5 (Xy) = 2хуу + хоу +x1y2 + 5;oy» en R2, 
6 (Xy) = 5уџху — 11y¡x2 — 11y,x, 4-25yox» en R?. 
7 (Xy) = хуу +2x2y1 +2x1y2 +5x2y2 en R2. 


8 (2,5) =5x1)1 — љу — xiyo + хоу; en R?. 


2 


A 


9 (X,y) = 4x1 y1 — 2x2y1 — 2x1 y2 + 2x272 en T 


2 


A 


10 (Х,У) = 3x1y1 — 2x2y1 — 2x1 y2 + 2x2y, en I 


11 (55) = хуу +4x2y2 +x3y3 en R?. 


12 (X,Y) = хуу +5x2y2 +x3y2 +x2y3 +3 y3 en R. 


13 (Xy) = 2xiy1 +x2y1 +X1)2 хоу + хзуз en RS, 


14 (2,5) = хуу d-xsyi + Хәуз d-xiya +2x3y3 en RS. 
15 (Xy) = буу — ху — оу + 6x2ya + хуз + xaya +2x3 y3 en R3. 


16 (Xy) = 2x1y1 — зу + хоу» +X3)2 — 193 + xays + 2x3ys en R°. 


17 (y) = хуу +%2Y2 + 5хзуз — X4Y3 — X3ya + 2x4y4 en R^. 


18 (X,y) = хуу +5x2y2 — 3x3y2 — Зхоуз + 2x3 y3 + xaya en Rt. 


= 3,5) 2), = (1,2), 5 — (1,51) y v = (—1,3); calcular: 
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(a) (X, w). 
(b) 11%. 


(c) d(X, y), la distancia entre X y Y con la norma inducida. 


21 Sean (х,у) el producto interior dado en el ejercicio 6, ||-|| la norma inducida por este producto (i.e., 
Е (9:2), X= (3,2), y = (-1,2) y w= (—1,-—3); calcular: 
(a) e №). 
(b) ||]. 


(c) d(X, y), la distancia entre X y y con la norma inducida. 


22 Sean (Х,У) el producto interior dado en el ejercicio 12, ||-|| la norma inducida por este producto (i.e., 
|= (3:39, x 5 (1, 72,1), = (2, 2, 1) у= (1,1, —3); calcular: 
(a) (x, w). 
(b) Iwll. 


(c) d(X,w), la distancia entre X y Y con la norma inducida. 


23 Sean (x, y) el producto interior dado en el ejercicio 19, ||-|| la norma inducida por este producto (i.e., 
[| = 6,32, x — (1, 2,3, —1,1), = 2,1, —1,0,1) y = (1,0, —3, — 1,2); calcular: 


(a) (X,w). 
(b) |||. 


(c) d(x,w), la distancia entre X y w con la norma inducida. 


En los ejercicios 24 a 29 utilizar el ejercicio resuelto 10 de esta sección para encontrar la representación 
matricial del producto interior dado (cfr. ejercicio resuelto 11). 


24 Del producto interior del ejercicio propuesto 5. 
25 Del producto interior del ejercicio propuesto 6. 
26 Del producto interior del ejercicio propuesto 8. 
27 Del producto interior del ejercicio propuesto 12. 
28 Del producto interior del ejercicio propuesto 14. 
29 Del producto interior del ejercicio propuesto 16. 


30 Sea A una matriz simétrica de orden л. 


ÉD 


(a) Se define (X, y) = X'Ay, para cada X, y € К". Probar que (X, y) satisface las primeras tres condiciones 
de la definición 4.1 de producto interior. 


(b) Dar un ejemplo de una matriz cuadrada simétrica de orden n — 2 que no cumpla con las últimas 
dos condiciones de la definición 4.1 de la página 236. 
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(c) La matriz A se define positiva si Х'Ах > 0 para todo X € R” — {Ор }. Dar un ejemplo de una matriz 
simétrica A de orden n = 2 que sea definida positiva. 


a 


(d) Probar que si A es una matriz simétrica definida positiva, entonces (X, y) = "AY es un producto 


interior en IR". 


31 Sea A una matriz simétrica de orden n — 2, A — | : : | , 


(a) Si a > 0, probar que A es definida positiva (cfr. ejercicio precedente) si y sólo si ad — b? > 0. 


(b) Sia « 0, mostrar que A no es definida positiva. 


En los ejercicios 32 a 37, ¥ = (х1,...,х,) y Y = (y1,... Yn); determinar si (X, y), definido por la fórmula 
dada, es o no un producto interior. En caso afirmativo, demostrar rigurosamente que se cumplen las 5 
condiciones de la definición 4.1, y en caso negativo mostrar, mediante contraejemplos, las propiedades 
que no se satisfacen. 


32 (Xy) = Xi. xilyil. 
33 (х,у) = (Ур 1х2у2) 


34 (х,у) = Ут lxil- 


195) 
al 
pu 
E 
= 

[ 


Угу 

36 (2,5) = XiaGut y)? А? — Уулу]. 

37 (Xy) = [Ур xl. 
En los ejercicios 38 a 59 ((xi,... xs). (у1,...,уп)) = У? х;у; es el producto interior canónico en los 
espacios R^; i = (—1,—1,2), V = (—1,2,1), = (-1,—1,1); ii = (2,—1,1,1), ў = (—1,0,1,0), = 
(1, -2,1,0) уш =(1,=2,1,0) 

38 Calcular (i, У). 

39 Hallar (1i, v — W). 

40 Encontrar (29? — V, 34 — 2v). 

41 Calcular ||vi||. 

42 Hallar а(и, w). 

43 Estimar el ángulo entre й y v. 

44 Hallar el vector proyección de i sobre el vector w. 


45 Encontrar el vector proyección del vector dí sobre el subespacio S = gn(V,w). 


46 Hallar la matriz de proyección рага el subespacio S = gn(ii,w). 
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47 Encontrar la proyección del vector Y sobre el subespacio S = gn(ii, w). 
48 Hallar la proyección del vector i/ sobre el plano xı — 2x2 +23 = 0. 

49 Encontrar la proyección del vector Y sobre el plano 2x, — хә + 3x3 = 0. 
50 Calcular (ўй, vi). 

51 Hallar (321,7 — iii). 

52 Encontrar (29, — ЗУ, — 221). 

53 Calcular ||Z ||. 

54 Hallar d(Zi, W1). 

55 Estimar el ángulo entre iij y ўй]. 

56 Hallar el vector proyección de v, sobre el vector W4. 

57 Encontrar el vector proyección рага el subespacio S = gn(Vi, W1). 

58 Hallar la matriz de proyección para el subespacio 5 = gn(ii, 1,2; ). 


59 Encontrar la proyección del vector Y, sobre el subespacio S = gn(iii, W,, Zi). 


b 
En los ejercicios 60 a 72 (f,g) = ; f(x)g(x)dx es el producto interior en el espacio C[— 1,1] (cfr. 


ejemplo 4.3, pág. 237) y ||-|| es la norma inducida correspondiente a este producto. Encontrar el valor 
indicado. 


60 (1,5). 

61 (x,1 +x). 
62 (x,e*). 
63 [|]. 

64 |е". 

65 ||1 +). 
66 d(x,x?). 
67 d(x,e*). 


68 El ángulo entre f(x) = 1 y g(x) =x. 
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69 El ángulo entre f(x) = ху g(x) = е". 
70 La proyección de f(x) — e* sobre la función g(x) — x. 
71 La proyección de f(x) — x sobre g(x) = 1. 
72 La proyección de f(x) — e* sobre el subespacio S — gn(1,x). 
En los ejercicios 73 a 82 (A, B) = tra(B'A) es el producto interior en el espacio de matrices (cfr. ejemplos 


4.6 y 4.8, págs. 240 y 242) y ||-|| es la norma inducida correspondiente a este producto. Encontrar el valor 
indicado. 


79 La proyección de A — : E | ттр а | | E і 


80 La proyección de A = | ; Е | | sobre B = | Ё 


O =. 
i 


1 

0 
x 3- 2 i 

81 La proyección de A — 1 1 sobre el subespacio 


=" Г 


| sobre el subespacio 


E 


= 
[| 
=. =. 


82 La proyección de A = | 2 
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En los ejercicios 83 a 94 ((a,,), (b,)) = Y. a,b, es el producto interior en el espacio #› de sucesiones 
de cuadrado sumable (cfr. ejemplo 4.9, pág. 243) y ||.|| es la norma inducida correspondiente a este 
producto. Probar que las sucesiones dadas pertenecen а /? y encontrar los valores indicados. 


83 A= (55), B- (55); (А, В). 


87 А= (5), В = (ES) (A, B), ||A||. || B|| y el ángulo entre A y B. 


88 A= (y) Al. 


89 A= (517), B= (x5): (А,В): IA 


> 


B|| y el ángulo entre A y B. 


90 A = (туз), В = (7,1); (А,В); |А 


, ||B|| y el ángulo entre A y B. 

91 A = (2"57"+2), B = (3243); (А, В), [Al], ||B|| y el ángulo entre A y B. 
92 А = (+), B = ((—1)"); la proyección de A sobre В. 

93 A= (5), B= (%),C = ((—1)”); la proyección de C sobre gn(A, B). 


94 A— (7), B= (5) C = (5); la proyección de C sobre gn(A, B). 


95 (Complemento ortogonal de un subespacio). Sea E un espacio con producto interior (-,-) y S un 
subespacio de E. Probar que 


Si=fúcE|ú 17 Wes) 


es un subespacio de E (el llamado complemento ortogonal se $). 


En los ejercicios 96 a 101 se hace referencia al complemento ortogonal definido en el ejercicio prece- 
dente. 


96 Probar que 5 C (S+)+. 
97 Dar un ejemplo en el que (5) > S. 
98 Probar que Z (S) с (S-)4. 


99 Probar que si E tiene dimensión finita, entonces (S+)* = S. 
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100 


101 


Sean $, y S un par de subespacios en un espacio con producto interior. Probar que: 


(a) (S +82) + = S: n1. 
(b) (8018) = St ST. 


Probar que si S < E y E tiene dimensión finita, entonces 
E—SoS. 
(cfr. ejercicio resuelto 27 del capítulo 3, pág. 187). 
En los ejercicios 102 a 109 los espacios a los que se hace referencia están dotados de los productos inte- 


riores usuales como se han definido en este texto (ejemplos 4.2, 4.3, 4.6 y 4.8). En cada caso encontrar 
SŁ, el complemento ortogonal del subespacio indicado S (cfr. ejercicio 95). 


102 5 = gn((—1,2,1), 2, —2,1)) en R°. 


103 


S = gn((1,0,1), (2, 1,1)) en R?. 


104 S = gn((—2, 1, 1,1), (—3,2, 1,1), (2,2, —2,3)) en R4. 


105 


5 = gn((1, —3,2, 1), (2, —3,4, —5), (1, —4, 1, 1)) en R^. 


1 
108 En P, con el producto interior (f,g) — f f(x)g(x)dx, S = gn(1). 
0 


109 


110 


111 


112 


1 
En Р» con el producto interior (f, g) = f f(x)g(x)dx, S = gn(1,x). 
0 


Sean C[— 1, 1] el espacio de funciones continuas dotado del producto interior usual 


(f. = | 00094 


Sp y S; los subespacios de funciones pares e impares, respectivamente, probar que S$ = S; (cfr. ejercicio 
95). 


¿Es cierta la conclusión del ejercicio anterior si se trabaja en el espacio С[0, 1]? ¿Cómo deben ser a,b 
рага que la conclusión del ejercicio precedente sea válida en C[a, b] con el producto interior 


(f,8) = / "f (x)g(x)dx? 


Sean ii y Y un par de vectores en un espacio con producto interior (+, -). 


113 


114 


115 


116 


117 


118 


119 


120 


121 


122 


123 


124 
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(a) Si ii L V, calcular (3i — 24, 24 + V). 
(b) Si ||u|| = 2 y || = 7, calcular (i — 4v, ui + 4v). 


Sea E un espacio con producto interior (-,-). Demostrar el recíproco del teorema de Pitágoras; i.e., si 
ú,VEE y 


hors ai quan 
lix vl = |18117 54, 
entonces й L V. 


Probar que en cualquier espacio con producto interior: 


(a) |i — v|| < lal 17|. 


(b) 111811 — vll] < i 7]. 
Para todo par de vectores 0,7 € E. 
Probar que en un espacio con producto interior los vectores ||| V+ ||| d y ||u]| v— ||V|| i son ortogonales. 


En los ejercicios 116 a 119 E es un espacio con producto interior y й y V son un par de vectores en él. 
Probar la afirmación dada. 


ü Lye u-Jv| —lu-—v|. 
i--y Lu-ve Ju|- ||У||. 
ú 1 у= Ju-ov| > l[u|| para todo a € R. 


Sri Ок, entonces 
>= 12 112 22 ETE 
li – У = |181 + [Pl — 20g] [v] cose. 


Sea E un espacio vectorial y (-,-),, (-,-), un par de productos interiores en él. Se define, (i4, V) = (t, v), + 
(ii, V). ¿Es (й, V) un producto interior en E? 


En los ejercicios 121 a 145 los espacios considerados están dotados de los productos interiores usuales 
definidos en los ejemplos 4.2, 4.3, 4.6, 4.8 y 4.9 de este texto; encontrar una base ortonormal para el 
subespacio generado por el conjunto L.I. dado o para el subespacio indicado utilizando el proceso de 
ortogonalización de Gram-Schmidt (cfr. teorema 4.12, pág. 275). 


[(-1,D),(1,2)) en R2. 


((2,2), (1, —1)) en R2. 


(0,2), (3,1)} en R2. 


£(1,1),(0,1)) en R2. 
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125 ((3,1,1),(—1,2,2)) en ЕЗ. 


126 ((0,1,1),(1,2,—1)) en R?. 

127 ((—1,1,0), (2,-1,2),(1,1,1)) en R3. 
128 ((2,1,-1),(1,-1,1),(=1,1,1)) en 3. 
129 ((—1,1,0), (2, —1,1), (1,1, 1)) en R3. 


130-10:1, 3540,12, раа 


131 ((1,0,1,0), (1, 1,1,0), (1, 1,0, 1)] en R^. 


132 ((1,—1,1,0,0), (—1,0,0,0, 1), (0,0, 1,0, 1), (1,0,0, 1, 1)) en R5. 


133 (senx,cosx] en C[0, 7]. 
134 (1,x,12) en C[—1,1]. 
135 {1,х,х2} en C[0, 1]. 


136 {1,е*} en C[-1,1]. 


= 0 10 


"ШЕШЕНЕ 


iil Е ВЕЕ Е 
ise (|, 1 TE 1 JUE 0 MEUS 


140 El plano x — 2y +z = 0 en R?. 


141 El espacio solución del sistema 


x—y+z-w=0 
2x+y—4z+2w=0 


3x—y+4z+w=0 


еп IR^. 


142 El espacio nulo de la matriz 
1 
—1 
2 
1 


en IR^. 


шо о ш н 
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143 El espacio nulo de la matriz 


«(99)» 
“De 


1 
En los ejercicios 146 a 159 (7,2) = n f(x)g(x)dx es el producto interior usual en el espacio C[—1, 1], 
=i 


||-|| la norma inducida correspondiente, f(x) = 1, g(x) = х, h(x) = 1 +x y r(x) = x. 


146 Calcular (f, g). 

147 Hallar (1,h). 

148 Calcular (g.r). 

149 Encontrar ||el|. 

150 Calcular ||А||. 

151 Hallar ||r|| 

152 Hallar el ángulo entre f y g. 

153 Calcular el ángulo entre f y h. 

154 Hallar el ángulo entre g у h. 

155 Encontrar la proyección de r sobre f. 

156 Encontrar la proyección de g sobre r. 

157 Hallar la proyección de r sobre el subespacio 5 = gn(1,x). 
158 Encontrar todos los vectores en $ — gn(1,x) que son ortogonales a f. 
159 Hallar una base ortonormal para el espacio 5 = gn(1,x,x?). 


En los ejercicios 160 a 167 (f,g) es el producto interior definido en el ejercicio resuelto 4 de esta 
sección. 


160 Si f,(x) =x",n=0,1,2,..., probar que (fn, fa) = (m+n)! 


161 Si f(x) = (1 +x)? y g(x) = x? + 1, calcular (f, g}. 
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162 Encontrar todos los polinomios en gn(1,x) que son ortogonales a f(x) = 1 +x. 


2 


163 Hallar el ángulo entre f(x) = x y g(x) = x^. 
164 Encontrar la proyección de f(x) = x sobre g(x) = 22. 

165 Encontrar la proyección de g(x) = x? sobre el subespacio S = gn(1,x). 
166 Hallar una base ortonormal para el subespacio S = gn(1,x). 

167 Encontrar una base ortonormal para el subespacio 5 = gn(1,x,x?). 

168 Sea С[1,е] el espacio de funciones continuas en [1, e], se define 


(F8) = f Faga Ind: 


para cada f,g € С|1,е]. Probar que (7, 2) es un producto interior en C|1, e]. 


En los ejercicios 169 a 179 (f, g) = / Р(х) а(х) Іп(х)ах es el producto interior definido en el ejercicio 
1 


precedente en el espacio C[1, e], ||-|| la norma inducida por este producto, f(x) = 1, g(x) = х, h(x) = х2 


y r(x) = yx. 
169 Calcular (f,). 
170 Hallar (1,7). 
171 Calcular (g,r). 
172 Encontrar |||. 
173 Calcular ||A||. 
174 Hallar ||r|| 
175 Encontrar la proyección de r sobre f. 
176 Encontrar la proyección de g sobre r. 
177 Hallar la proyección de r sobre el subespacio 5 = gn(1,x). 
178 Encontrar todos los vectores en $ = gn(1,x) que son ortogonales a f. 
179 Hallar una base ortonormal para el espacio $ = gn(1,x,x?). 
180 En el espacio de polinomios de grado a lo más n, P,,, se define, para cada par de polinomios f y g, 
(4,8) = У; (5) g (2) . 


Probar que (f, 2) es un producto interior en P,,. 


181 
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n k k 
En los ejercicios 181 a 186 (f,g) = A үз (5) g (5) es el producto interior en el espacio Р„ dado en 
fo wx n 
el ejercicio anterior y ||: || la norma inducida por este producto. 


Calcular (f,g) si f(x) = x y g(x) = ао + aix. 


182 Calcular ||g(x)|| si g(x) = 1. 


183 


Calcular || || si f(x) = x. 


184 Encontrar el ángulo entre f(x) = 1 y g(x) = x. 


185 


Encontrar todos los polinomios de grado a lo más uno que son ortogonales a f(x) — x. 


186 Encontrar una base ortonormal para el subespacio S = gn(1,x). 


187 


188 


189 


190 


191 


192 


En los ejercicios 187 a 189 E es el conjunto de todas las funciones continuas f : [0,о) — R tales que 


[roca 


converge. 
Probar que 

[roca 
converge absolutamente (i.e., / Ñ Р(х) а(х) [е "dx converge) para todo par de funciones f,g € E. 


Mostrar que E, con la suma de funciones y producto de un escalar por una función usuales, es un espacio 
vectorial. 


Probar que (f,g) = f f(x)g(x)e "dx define un producto interior en el espacio vectorial E. 
0 


En los ejercicios 190 a 210 (f, g) = 1 f(x)g(x)e "dx es el producto interior en el espacio E definido 


en los ejercicios 187 a 189 у ||-[] es la norma inducida por este producto. 
Probar que toda función de la forma f(x) = x", n = 0,1,2,..., pertenece a E. 
¿La función f(x) — e* pertenece a E? 


Probar que f(x) = e™ pertenece а E. 


193 Encontrar (1,x). 


194 


Calcular ||1 ||. 


195 Hallar ||x||. 
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196 Hallar la proyección de f(x) = x sobre g(x) = 1. 
197 Hallar una base ortonormal para el subespacio S = gn(1,x). 
198 Encontrar una base ortonormal para el subespacio 5 = gn(1,x,x?). 
199 Si f(x) =x",n=0,1,..., y g(x) = e *, calcular (f, g). 
200 Encontrar el ángulo entre f(x) = 1 y g(x) = е“. 
201 Calcular ||e ||. 
202 Encontrar la proyección de f(x) = e * sobre g(x) = 1. 
203 Encontrar la proyección de f(x) = e * sobre S = gn(1,x). 
204 Probar que f(x) = cosx y g(x) = sen(x) pertenecen a E. 
205 Calcular (cosx,e *) y (senx,e ?). 
206 Hallar ||cosx|| . 
207 Calcular ||senx||. 
208 Encontrar la proyección de f(x) = e * sobre g(x) = cosx. 
209 Hallar una base ortonormal para el subespacio $ = gn(cosx, senx). 
210 Encontrar la proyección de f(x) = e * sobre S = gn(cosx, senx). 
En los ejercicios 211 a 214: (i) probar que las columnas de la matriz A son L.I. (її) Encontrar una 


factorización QR para la matriz A; i.e., una matriz Q cuyas columnas son ortonormales y una matriz R 
que es triangular superior e invertible tales que A — QR (cfr. teorema 4.13, pág. 279). 


ii 2 1 
2 ej 0 
284—-| 1 3 | 
WE 2-=Í 
ÜÉ op =] 
212A=| 0 1 1 
11 0 
| 1 1 =t] 
01 0 
213A— na 11 
=1 i 0 
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1 0 1 
214А= |2 -1 1 
1 0 0 


En los ejercicios 215 a 221, determinar si la matriz dada es o no ortogonal (cfr. teorema 4.14, pág. 282). 


1 1 
[11] 
1 2 2 
[3 3 | 
21813 $i -i|. 
ERE 
5-3 3 
i1 dy ® ] 
Ей. oe 4d 
tia уз] 
Lor el i 
28 Ye 
220 | 4 0 3 
0 5 0 
1 2 2 
30 5 3 
2H бї dE 0 
2 1 2 
30 3 -$ 
2 2 1 
3 0 -3 3 


En los ejercicios 222 a 228, A € M, es un matriz ortogonal y X, y € R”. 
222 Probar que Ах: Ay = X - y. 
223 Mostrar que ||Ax|| = ||x]|. 
224 Demostrar que el ángulo entre AX y Ay es el mismo que entre X y y. 
225 Probar que ||АХ| = ||A-!x|. 


226 Demostrar que A? también es una matriz ortogonal. 


227 Probar que det(A) = +1. 


228 Si C € M, es tal que D = A^!CA es una matriz diagonal, mostrar que C es simétrica. 
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229 Dar un ejemplo de una matriz A tal que det(A) = 1, pero A no es ortogonal. 


230 Probar que si A es una matriz cuadrada de orden n y AX: Ay = X- y para todo par de vectores x, y c R”, 
entonces A es una matriz ortogonal. 


231 Si A es una matriz cuadrada de orden n tal que ||Ax|| = ||x|| para todo ¥ € R”, demostrar que A es una 
matriz ortogonal. 


232 Probar que si А es una matriz cuadrada de orden n que es ortogonal y (iij, ..., lin ) es una base ortonormal 
de R”, entonces (A%;,..., Aii, ) es también una base ortonormal de este espacio. 


En los ejercicios 233 a 241, E y (7, 2) = f f(x) ee dx son el espacio y el producto interior de los 
0 


ejercicios resueltos 13 y 14 y ||-|| es la norma inducida por este producto escalar. 
233 Calcular |[cosx||. 
234 Probar que si f(x) = senx, entonces f € E y calcular || f ||. 
235 Probar que si f(x) = cosx, entonces f € E y calcular || f ||. 
236 Calcular (x, senx). 
237 Si f(x) = x", mostrar que f € E para todo n = 0, 1,... 
238 Mostrar que todo polinomio pertenece a E. 
239 Calcular (x3, cosx) Р 
240 Hallar la aproximación óptima de f(x) = cosx еп el subespacio 5 = gn(1,3?). 
241 Hallar la aproximación óptima de f(x) = senx en el subespacio 5 = gn(x,x?). 


En los ejercicios 242 a 255, encontrar la aproximación óptima (p*) del elemento ii en el subespacio S 
del espacio E, con el producto interior (-,-) indicado (cfr. apartado 4.1.5, pág. 283). 


242 E=R?, (2,5) =X-5, S = gn((—1,1,2),(-2,1,1)), i = (1,1,1). 
243 E=R?, (3,5) =X-5, S=gn((0,1,1),(-1,1,-1)), i = (1,0,1). 


244 E —R^, (X, y) 2 X-, 5 = gn((1,1,2, 1), (C1, 1,1,0), (2, 21,1,3)), 4 = (1, —2,4,1). 


245 E -R^, (х,у) =X, 5 


sul tio; 1: 3: оа = (0, 0), 


246 E—C[1,3], (Ӯ, е) = Prosa 5 = gn(1), ii = f; donde f(x) = 1/x. 


247 E = C(0,1], (f. е) = sosa S = gn(1,x), й = f; donde f(x) = 5. 
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1 
248 Е = С[0, 1], (7, 2) zi f(x)g(x)dx, S = оп(1,х), ii = f; donde f(x) = e *. 
0 


249 Е = C[0,1], (f.g) = [ feos coax, S ex pn( 1.53), d = f; donde f(x) е", 
0 


250 E = С|0,2], (У, е) = [одвода S = gn(1), i = f; donde f(x) = e*. 
0 


251 E=C[-1,1], (7,2) = f гов, 5 = gn(1,x), i = f; donde f(x) = е“. 
-1 


2n 
252 E = C[0,27], (f. g) x f(x)g(x)dx, S = gn(1,cosx, senx), i = f; donde f(x) = x. 
0 
253 E es el espacio del ejercicio 187, (f, 2) = f f(x)g(x)e "dx, S = gn(1,x), i£ = f; donde f(x) — e^. 
0 
254 E es el espacio del ejercicio resuelto 4, (f, g} = f f(x)g(x)je™dx, 5 = gn(1,x), ii = f; donde f(x) =x. 
0 


255 E = 0, (7,8) = Xz-oasbs, $ = gn((1/2"), (0/3")), ú=((1/V2)”). 


En los ejercicios 256 a 263, ajustar por mínimos cuadrados el conjunto de datos (x;, y;) a un polinomio 
del grado n indicado. 


Xi 0 1 2 3 4 
256 med. 


258 


259 


260 


261 


262 
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264 En el laboratorio de electricidad los estudiantes de la materia de circuitos eléctricos intentan encontrar 
una relación entre la variación de una resistencia con su temperatura. Han realizado las mediciones que 
se resumen en la siguiente tabla: 


(a) Graficar los datos de esta tabla para conjeturar que la relación entre la resistencia y la temperatura 
es lineal; i.e., R = mT +b y ajustar estos datos por mínimos cuadrados para determinar т y b. 


(b) Estimar la resistencia que corresponde a una temperatura de 90 °С. 


(c) ¿Cuáles son las dimensiones de m y b? 


265 La siguiente tabla contiene información respecto al número de pobladores, р, en diversos meses т, de 
cierta clase de roedores que se reproducen rápidamente en condiciones de laboratorio: 


lj 0 1 2 3 4 5 6 8 10 
Pi 2 3 ©) 7 10 15 20 40 109 


(a) Graficar estos datos para conjeturar que la relación entre p y t es exponencial; i.e., 


pem". 


(b) Poner z; = In p; = Inr 4- st; y añadir esta nueva fila a la tabla precedente. 
(c) Hacer un ajuste lineal por mínimos cuadrados a los datos (t;,z;) para calcular r y s. 


(d) Estimar la población en el mes 12. 


Espacios vectoriales normados (respuestas en páginas 1082-1084) 
En los ejercicios 266 a 275 se consideran un espacio R” o un espacio Mi, , provistos de las normas 
IL. o 11-1, tratados en los ejemplos 4.40, 4.41, 4.42, 4.43, 4.44 (cfr. págs. 303 a 306) y d(-,-) la corres- 


pondiente distancia definida por cada norma, calcular: 


266 ||(—1,2,1,—2)l.. en (IR^, || |... 


267 ||Xi|.. sii = (—1,2,1,4,2) y A = — V2, en (Rf, 


|). 


268 d(ü,v) siii = (2,—3,2,—5,1) y ў = (—1,5,2,—3,0), en (RS, |||). 
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269 ||(—1,2,1,4,2)]|, en (R5, |-]|;). 


278 d((-2,3, 34, 2). (-1,—1,2, 53 —5)) en (R^, i: 


-1 2 

271 E | _ en (Ma, ||). 
-1 234 

272 ||| -1 3 2 5 || en (9,4, |-1..). 
—5 —7 6 2 


оо 


273 2 


[m 
[oS 
| 
Js 


en (85s, llla). 
1 


| 
p 
CA 

| 
оо 


274 d(4,5) en (Maza, |.) iA 7 | 7; Е ‚ | = = A 


275 d(A,B) en (95.4, || -||,) si 


1 —2 Ü =l L =l I =l 
A= 0. =1 2 ее һзу Beg =2.=3 1 
= 2 =2 3 2 =3 1 1 
En los ejercicios 276 a 288, ||-||„ es la norma uniforme en el espacio indicado Cla,b]; esto es, 


ПА. = máx | f(x)| para cada f € Cla, Б) (cfr. ejemplo 4.47, pág. 308). Calcular || f||., para cada función 


fenel espacio dado Cla, D]. 
276 f(x) 233 — 2x — 8 en C[- 1,4]. 
271 f(x) 24—4x— 2 en C[-4,4]. 
278 f(x) = 3x — x? en C|-2,2]. 
279 f(x) 2x! - 2х2 en C[- V2, V2]. 
280 f(x) =x? +1 en С|0, 8]. 
281 f(x) =x— xen C[-4,2]. 


282 f(x) = у -4 en [2,1]. 


283 f(x) = (x— 1)! + (x - 1)?Pen C[-3, 7]. 
284 f(x) 2 2— е" --2x en C[O, 1]. 
285 f(x) = 1-е %%-0 en C[0,2]. 


286 f(x) = У" (х if еп C[1,n]. 
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287 f(x) = Y |x— i| en C[0, 1]. 


1 
288 f(x) = = - en C[-2,4]. 


b 
En los ejercicios 289 a 298, || f||, = / |f (x)| dx es la norma del ejemplo 4.46 (pág. 306) en el espacio 


Cla, b] dado y d(-,-) es la distancia definida por esta norma. Calcular: 
289 |||, si f(x) 232 —2x--2 en C[0,5]. 
290 |||, si f(x) = Inx en C[1/2,2). 
291 ||/]l, si f(x) = cos2x si C[0, 27]. 
292 d(f.g) si f(x) = Vx y g(x) = en C[0, 1). 
293 d(f.g) si f(x) = 5x — 6x y g(x) = x? en C[-1.4]. 
294 d(f.g) si f(x) = 2x —x? y g(x) = xX en C[-2,2]. 
295 d(f,g) si f(x) =e* y g(x) = 1 en C[-1,1). 
296 d(f.g) si f(x) = cosx y g(x) = senx en С[0, 7/2]. 
297 || fl], si f(x) 2x3 — x en C[-2,1). 
298 |||, si f(x) = tanx en C[- 7. 2]. 


299 Sea 6, el conjunto de sucesiones reales (а, ) tales que йт, „а, = 0. 


(a) Probar que 6o < R” у, por tanto, un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma de 
sucesiones y producto de un escalar con una sucesión. 


(b) Mostrar que para toda sucesión (a,) € 60 existe ny tal que la, | < laa | Vn € N. 


300 Sea %; el espacio vectorial del ejercicio precedente. Si A = (an) es cualquier sucesión en él, se define 
ПА = máxnen [an]. Probar que ||A|| es una norma en Ф. 


En los ejercicios 301 a 310, 60 es el espacio vectorial del ejercicio anterior provisto de la norma ahí de- 
finida: 


Go = [(a,) € К | lím a, = 0}, 
поо 
la») = птаха, 


Mostrar que la sucesión (a, ) pertenece а 60 y calcular ||(a;)|| si: 


1 
301 а, =-. 
n 
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2 MAA 
302 a 112 


303 a, = el/" — 1. 


n—1 
304 a, = ep 
1 
305 a, = —. 
a z 


306 a, = 
n 
1 
307 a, = = 
n=1 
308 a, = == 
ue 
2n-l 
309 a, — : 
(n — 1)! 
310 a, — 0088 
п 
311 Sean ||-||/ y ||-||" un par de normas sobre un mismo espacio vectorial E, mostrar que ||| = ||| + |||" 


es también una norma en E. 


312 Sea n un número entero positivo y C"[a,b] el conjunto de funciones f : [a,b] — R tales que f tiene 
derivada hasta el orden n con continuidad en el intervalo [a,b] (la derivabilidad y continuidad en los 
extremos se considera por la derecha y por la izquierda, respectivamente). Se representa, para cada 
k = L,...,n, la k-ésima derivada de f por el símbolo f? y f denota la función f. 


(a) Probar que C"[a, b] es un subespacio de Cla, D]. 
(b) Mostrar que 


лї = máx (Ifl LL MD. | 


J 


f € C"|a,b], es una norma en C"[a, b], donde | ® ll. es la norma uniforme en el espacio C" [a, b], 
para cada k = 0, 1,...,и. 


En los ejercicios 313 a 316, C" [a,b] y || f|| son el espacio y la norma definidos en el ejercicio precedente. 


313 Determinar si f(x) = хе" pertenece a С! [0,3]; en caso afirmativo calcular || f ||. 


x Inx, six 0 


314 Determinar si f(x) — | 0. ёїл =й 


pertenece a С! [0,3]; en caso afirmativo calcular || f ||. 


x Inx,sixz0 


1 ; ; 
er pertenece a C! [0,3]; en caso afirmativo calcular || f ||. 


315 Determinar si f(x) — | 
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eV sio 


А ertenece a С![—1, 1]; en caso afirmativo calcular $ 
быз е [-1.1] Ifl 


316 Determinar si f(x) — | 


317 Sea C" a, D] el espacio de funciones f : [a,b] — R tales que la función f tiene derivada hasta el orden n 


con continuidad en el intervalo [a,b] del ejercicio 312. Se representa, para cada k = 1,...,n, la k-ésima 
derivada de f por el símbolo /( y f) denota la función f. Se define, para cada f € C" [a,b], 
\л\ Y |/® | 
к=0 


donde [| ® |. es la norma uniforme en el espacio C*[a, b], para cada k = 0,1,...,п. Mostrar que ||| es 
una norma en C" [a, D]. 


En los ejercicios 318 a 320, C"[a, b] y || f|| = Ухо | pe |... son el espacio y la norma del ejercicio pre- 
cedente. 


318 Determinar si f(x) = хе" pertenece a С! [0,3]; en caso afirmativo calcular || f || 


319 Determinar si f(x) — | dpi А 0 kh pertenece a C! [0,3]; en caso afirmativo calcular || f ||. 
zx s 

320 Determinar si f(x) — | o Р: i FU pertenece a C! [—1, 1]; en caso afirmativo calcular || f|]. 
Lage 


321 Calcular = máx {|| flll F llot} en C' [- 5$, F] si f(x) = хѕепх. 


322 Calcular = [Fl +F llo en С![—2,] si f(x) = xsenx. 


323 Calcular Р ПА) en С2[—2,2] si f(x) = er. 


= máx (If IL... 


m 
y 
| 
324 Calcular || = [fll + ПА. + If” Ile» en C?[-2.2] si f(x) = e”. 


325 Sea A una matriz y ||A|| = ү/їта(А! А) la norma canónica en los espacios de matrices (cfr. ejemplo 4.40, 
pág. 303). Probar que si A € Mx» y B € Mx son cualquier par de matrices, entonces 


АВ < [4/11/81]. 


326 Sea A = [aij] una matriz y la norma ||А||, = У |а; | donde la suma se toma sobre todos los subíndices i, j 
(cfr. ejemplo 4.44, pág. 306). Mostrar que si A € Minxn y B € Mx son un par de matrices cualesquiera, 
entonces 


ABI, < А1. 18111. 


327 Sea A = [aij] es una matriz y ||A||., = máx |a;;|, la norma cúbica definida en el ejemplo 4.43 (cfr. pág. 


305). ¿Se cumple la relación de orden 
[ABI < IAll В| 


para todo par de matrices А € Лх» y B € Mx p? 
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со 


328 Sea {| el conjunto de todas las sucesiones (а„) € R” tales que la serie Y |а, | converge. 
n=1 


(a) Probar que £ es un subespacio de R”. 


(b) Se define, para cada (a,) € £4, 


AA = Уу, |an]. 
n=1 


Mostrar que || (a) ||, es una norma en 4. 


oo 


En los ejercicios 329 a 338, /4 y ||(an)||ı = У, an| son el espacio y la norma definidos en el ejercicio 


n=0 
anterior. 
: 1 
329 Mostrar que (a,) € 4 y calcular ||(а,)||, si a, = 
п(п+ 1l) 
330 Mostrar que (an) € /, y calcular ||, si - 
T n n D. ———32—— 
ЧОРИ Н тоа д 
331 Mostrar que (a,) € 4 y calcular ||(а,)||, si a, = = 
n! 
Дп+І 


332 Mostrar que (an) € 4, y calcular || (a,,) || , si a, = 
n 


333 Mostrar que (a,) € 4 y calcular ||(а,)||, si a, = 


334 Mostrar que (a,) € 4; y calcular ||(а,)||, si a, = (—3)" 4527". 


335 Mostrar que (a,) € 4 y calcular || (a,) ||, si a, = — 


336 Mostrar que (an) € # y calcular [| (a,,) ||, si a, = == 


337 Mostrar que (a,) € 4 y calcular || (a,,) 


un 

e. 

2 

Il 
go c 
че 
‚ШЕЕ, 
ре 


1 1 
338 Mostrar que (an) € # y calcular || (a,,) || , si a, = (=) e 


339 Sea p > 1 un número real dado y #„ el conjunto de sucesiones (a,) € R” tales que 


* |a, |? 


n=1 


converge. Se define, para cada (an) € lp, 


" 1/р 
lI(a,) 11, = (х ern) 
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(a) Mostrar que £, es un subespacio de R”. 


(b) Demostrar que || (a,,) ||, es una norma en £p. 


lp 
(c) Probar que si p, р“ > 1 son índices conjugados; i.e., РНЕ y» = 1, y (an) € lp, (bn) € £5», entonces 
(a,b) € £4 y además 


co 


Y, lanbr] < |1(а)11,10,)11,; 


n=1 


es decir, 
||(anbn)llı < IC) Ll || (bn) |l p 
(Sugerencia: Utilizar las desigualdades de Hölder (4.50) y Minkowski (4.51), pág. 330.) 


En los ejercicios 340 a 345, £, y ||-||,, son el espacio y la norma definidos en el ejercicio anterior. Deter- 
minar si la sucesión (a,) pertenece a £, y, en caso afirmativo, calcular ||(а,)||, si: 


1 
340 a, = —,p—3. 
a 2n Р 


341 a, = 


1 
342 а„= CDY =, p-2. 


343 a, =r", p > 1 cualquier número real mayor que 1 у -1 < г < 1. 


/ 1 
344 а, = ё 0-5 


345 a, = {| —— 
b 1/р 

En los ejercicios 346 a 355, || f||, = ( [| Р(х)? dx es la norma definida en el ejercicio resuelto 35 
para un número p > 1. Calcular [| f|, рага la función f y el número р en el espacio indicado. 

346 f(x) 2x !, р> lenC[L 2]. 

347 f(x) 2x, р> 1 enC[0, 1]. 

348 f(x) = хе“, p = 2 en C[0, 1]. 

349 f(x) = xcosx, p = 2 en C[0, 27]. 

350 f(x) = xsen!? x, p = 3 en C[0, 27]. 


351 f(x) = xIn?? x, p = 3/2 en C[1, e]. 
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352 f(x) = cos! xsenx, р = 3 en C[0, 7 /2]. 
353 f(x) =e*sen!/*x, p = 4 en C[0,27]. 
354 f(x) = tanx, p = 2 en C[0,7/4]. 

355 f(x) —tan-!/^ x, p = 2 en C[0,7/4]. 


356 Sean р > 1 y a un par de números reales dados y .Z,[a,co) el conjunto de funciones reales continuas en 


[а, о) tales que f |f (x)|? dx es convergente. Se define, para cada 
E 1/р 
ге Л, = (Гав). 


(a) Mostrar que .%,[а, о) es un subespacio de С[а, о) y, por tanto, un espacio vectorial con la suma 
de funciones y multiplicación de un escalar con una función usuales. 


(b) Probar que || fl], es una norma en 4 [a, co). 


(c) Si p,p* > 1 son índices conjugados G + > = 1), f € la, oo) y g € L,+[a, oo), demostrar que 
fg € L,[a,oo) (cfr. ejercicio resuelto 37) y que 


ГЕТА 


co 1/р 
En los ejercicios 357 a 363, [а,°) y |||, = ( |. F|? dx) son el espacio y la norma definidos 


en el ejercicio precedente. Determinar si la función f pertenece al espacio .#,[а,о) y en caso afirmativo 
calcular ||f ||, si: 


1 
357 = -g-lyaet 
1 


1 
359 f(x) = —, р> lya»l. 
x 


І 
368 j= p=iyi=l 
X 
1 1/2 
dn du EET rt 
X 


362 f(x) = хе, p=1,2,...ya=0. 


363 f(x) = ¿pp =D a=, 


Una seminorma en un espacio vectorial E es una función ~ : E — R tal que: 


e (i) >0Vuú€ E. 
e N (Mi) = |А|и para todo A € R y para todo y € E. 
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e I (+V) € (и) +. (У). 
e Existe ii € E, сопи Æ Ор, tal que Y (ii) =0. 


Probar, en los ejercicios 364 a 366, que el conjunto E es un espacio vectorial (con las operaciones 
usuales) y que ./ (1) es una seminorma en él. 


364 (Seminorma de Taylor). Sean n un entero positivo, J un intervalo abierto que contiene a un punto dado 
a, E el conjunto de funciones f : J— R tales que f tiene derivada hasta el orden n en el punto a y 


(= Y, fra). 
к=0 
donde f (а) = f(a) y £W (a) es la k-ésima derivada de fena,k=1,...,n. 


365 (Seminorma de interpolación). Sean n un entero positivo fijo, E = F ([a, b]) el conjunto de funciones 
f: [a,b] —>R, хо,х,...,х, € [a,b] puntos fijos distintos entre sí у 


MW) Ў). 
k=0 


366 Sean n un entero positivo, J un intervalo abierto que contiene a un punto dado a, E el conjunto de 
funciones f : J— R tales que f tiene derivada hasta el orden n en el punto a y 


Ev d 
NES Y ure) 
k-o ^* 
donde f (а) = f(a) y f? (a) es la k-ésima derivada de f en a, k = 1,...,п. 


367 Demostrar que la seminorma del ejercicio 366 satisface la relación de orden 


N (fg) € WW.) 


para cualquier par de funciones f,g € E. 


368 ¿Satisfacen las seminormas de Taylor e interpolación de los ejercicios 364 y 365 la relación de orden 


MW (fg) < MM 
369 Sea E un espacio vectorial y /// una seminorma en él. 


(a) Probar el conjunto Sy de todos los f € E tales que 4 (f) = О, es un subespacio de E. 


(b) Sea C! [а,Ь] el espacio de funciones con primera derivada continua en el intervalo [a, b]. Probar que 


NS) = máx |f) 


a<x<b 


es una seminorma en C! [a, b]. Determinar S y para este caso. 


370 Sean E un espacio vectorial, ./ una seminorma y ./ una norma en él. Probar que 
[dl] = (0) +M) 


es una norma en Е. 
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Sea Cla, b] el espacio de funciones continuas еп [a,b] dotado de la norma uniforme || f ||., = máx |f (x)]. 
а<х< 


En los ejercicios 371 a 374, bosquejar ВУ, =], la bola de centro f y radio e respecto a esta norma para 
cada f dada. 


371 f(x)=1,a=0yb=2. 


272 fo=*a=-lyb=1, 


373 f(x) =e*,a=-1yb=2. 
374 f(x) = соѕх, а= 1 y b— m. 


En los ejercicios 375 a 384, se define una función (xi,...,x,4) > |[(xi, ....x,)|| en el espacio IR" indicado. 
Utilizar los teoremas 4.17 y 4.19 (cfr. págs. 318 y 320) para: 


(a) Probar que ||(xi....,x,)]| es una norma y que proviene de un producto interior. 


(b) Hallar el producto interior del cual proviene la norma. 


375 ||(x1,x2)]| = 2х2 — 2xox1 4- x2 en R?. 


376 ||(x1,x2)]| = x? — 2x2x1 + 2z2 en R?. 


377 ||(x1,2)]| = 5х2 + бхухә +222 en R?. 


378 ||(x1,x2)]| = x? — 6xix2 + 1013 en R2. 


379 ||(x1,x5,23)]| = 5x2 — 2xyx — Axyxs +222 + x2 en ЁЗ. 


380 ||(x1,x2,x3)]| = 2x? — 2x1x3 4-x2 + 2x2x3 + 2x2 en IR?. 


381 ||(x1,x2,x3)]| = x? +33 +2x2x3 + 2x en IR?. 


382 ||(x1,x2,x3)|| = 2x7 — 2x1xo — 20133 + 5х2 +22 en R?. 


2 2 
383 ||(x1,x2,3,x4) || = х1 + 222 + 2x3 — 2x2x4 +x% + 2x; en R^. 


384 ||(x1,x2,x3.x4,xs) || = x1 — 2х1х5 +x + 2x2 — 2x3xs +1 + 2x5 en R5. 


En los ejercicios 385 a 398, determinar si la norma en el espacio indicado proviene o no de un producto 
interior; en caso afirmativo, hallar el producto escalar del cual proviene la norma (cfr. teoremas 4.17 y 
4.19). 


385 [ESPE |8 == = |x] en R”. 
386 CDIR =Y [а:,| еп 970,3. 


387 I| (a;;) ||. = máx |a;;| en 995». 
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388 ||f||.. = máx |f(x)| en СО, 1]. 


0<х<1 


І 
389 ||f T |f (x)| dx en C[0, 1]. 


390 ||| = (['utora) en C0, 1]. 


1/3 


391 |11, = (оа) en C[0, 1]. 


392 ||(an)l|ı = Y, lan] en 4. 
п=0 


co 12 
393 CIE — (х г) еп £5. 


m 1/3 
394 ||(an)ll; = Р lr) en b. 

n=0 

E 1/р 
395 \(а„)„ = P | еп £5; con p Z 2. 

n=0 

B 1/2 
396 |7 = ( [f (Pear) en el espacio vectorial de las funciones continuas f : (0,99) — R tales que 
0 


ү, | f (x)] e™dx converge. 
0 


397 || fl] = máx (|| fll; 


Р.) en C'[0, 1]. 
398 ||f]| = ПАП. ПА. en C' [0, 1]. 


399 Demostrar, sin utilizar el teorema 4.22 (cfr. pág. 327), que las normas 


n 


[Onl = 2 bel y Поа) |. = máx [ri 


del espacio IR", son equivalentes. 


400 Demostrar, sin utilizar el teorema 4.22, que las normas 


: 1/2 
[ESP = (Ex) y | (21,5) [= máx |х| 


1<i<n 
(del espacio IR") son equivalentes. 


401 Encontrar (sin utilizar el teorema 4.22) o > 0 y f > 0 tales que para todo t = (x,,...,x,) € R” se cumpla 
> > > 1/2 > 
«||| < lal, < 8141 donde || = (2,147) ^ y [ш = Ха lxil. 
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402 Sean С[0, 1] el espacio de funciones continuas en el intervalo [0, 1], 


a<x<b 


1 1/2 
М = (Әрак) у МА. o mis ront 
(a) Encontrar 8 > 0 tal que 


IF Il < Л 
para todo f € С[0, 1]. 
(b) Demostrar que no puede existir о > 0 tal que 
oJ fll. < Л» 


para todo f € C[0, 1]. 


(c) ¿Son equivalentes || ||, y |||? 


b b 1/2 
403 Sean las normas || f ||, sr Lf (x)| dx y || fll = (J уд?) en el espacio С[а, b]. Probar que 


Л S v b—allfll; 
para toda función f € Cla, b]. 


404 Probar que las normas 


МА =f, Fld y 1А = (Fura) 


en el espacio С[0, 1] no son equivalentes. 


Sean E un espacio vectorial y a,b € E. Se define el segmento con punto inicial d y punto final b como 
el conjunto [4,5] = {а cElú=ad+t(B-d),0<t< 1) | 


405 Un conjunto M C E es convexo si el segmento [d, EJ € M para todo par d,b € М. 


(a) Probar que todo subespacio S de E es un conjunto convexo. 


(b) Sean r > 0 y io € E, demostrar que la bola cerrada B[iig, r] es un conjunto convexo. 


406 Seano,a; ER, = 1,...,п, números reales dados. Se llama semiplano al conjunto de puntos (xi,...,x,) 
€ R” tales que 


ах +: Бахь > а. 


(a) En referencia al ejercicio 405, probar que todo semiplano es convexo. 


(b) Demostrar que el complemento de un semiplano (al que también se le llama semiplano) es un 
conjunto convexo. 


407 Probar que toda intersección finita de conjuntos convexos en un espacio vectorial es también un conjunto 
convexo (cfr. ejercicio 405). 


408 Sean 5 un subespacio de dimensión finita de un espacio normado E y i/ € E — S. Probar que el conjunto 
S* de las aproximaciones óptimas de ii en 5 es un conjunto convexo (cfr. ejercicio 405). 
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409 Sea la función continua, en el intervalo [0, 1], f(x) = xcosx + 4. Calcular los polinomios de Bernstein 
В|, B», Вз, Ba y Bs (cfr. pág. 339) para esta función. 
410 Sea f(x) = e*. f € C[0, 1]; calcular los polinomios de Bernstein B;, i = 1,2,3,4. 


411 Sea f(x) — x^; f € C[O, 1]; calcular los polinomios de Bernstein Ву, i = 1,2,3,... para f. Mostrar direc- 
tamente que para este caso 


lím || f — В„||„ = 0. 
n= 


412 Sea f(x) = senx, 0 € x < 1. Calcular los polinomios de Bernstein B;, i = 1,2,3, para la función f 
(cfr. pág. 339). 


413 Sea f(x) = cosx, 0 < x < 1. Calcular los polinomios de Bernstein B;, i = 1,2,3, para la función f 
(cfr. pág. 339). 


414 Sean n un entero positivo, J un intervalo abierto que contiene un punto dado a, E el espacio de las 
funciones que tienen derivada hasta el orden n en el punto a y 


la seminorma de Taylor (cfr. ejercicio 364). Sean f € E y el polinomo de grado a lo más n 


п (К) а 
= SE a a 


k=0 


(a) Probar que p; (x) es aproximación óptima de f en el subespacio Р, de E respecto a la seminorma 
de Taylor. 


(b) Mostrar que si р; (х) también aproximación óptima de f en P,,, entonces p* = рї. 

En los ejercicios 415 a 417, S = gn((—1,1)) y i = (1,1) en el espacio R?. 
415 Hallar la aproximación óptima p* de ii en 5 respecto a la norma euclidiana || (x, y)|| = Y? + y?. 
416 Hallar todas las aproximaciones óptimas de ii en S respecto a la norma cúbica || (x, y)||., = máx { |x|, [у|}. 
417 Hallar todas las aproximaciones óptimas de ii en S respecto a la norma ||(x, y)[|, = lx] + |y]. 

En los ejercicios 418 a 420, S = gn((2,1)) уй = (—1,1) en el espacio В. 
418 Hallar la aproximación óptima p* de ii en S respecto a la norma euclidiana ||(x, y)]| = y? +52. 
419 Hallar todas las aproximaciones óptimas de i en 5 respecto a la norma cúbica || (x, y)||., = máx {|x| , |у|}. 
420 Hallar todas las aproximaciones óptimas de ii en S respecto a la norma || (x, y) ||, = |x| + |y]. 

En los ejercicios 421 a 423, S = gn((—2,1)) y i = (3,1) en el espacio R?. 
421 Hallar la aproximación óptima p* de ii en S respecto a la norma euclidiana || (х,у) | = y? +y?. 


422 Hallar todas las aproximaciones óptimas de i en 5 respecto a la norma cúbica || (x, y)||., = máx {|x| , |у|}. 


423 


424 


SECCIÓN 4.3 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 413 
Hallar todas las aproximaciones óptimas de ii en S respecto a la norma ||(х,у)||, = |x| + |y]. 
En los ejercicios 424 a 426, S = gn((—1,1,2)) y ii = (1, 1, 1) en el espacio ЁЗ. 


Hallar la aproximación óptima p* de ii en $ respecto a la norma euclidiana ||(x, y, z)|| = 22 +у2 + 2. 


425 Hallar todas las aproximaciones óptimas de i/ en S respecto a la norma cúbica 


426 


427 


428 


429 


430 


43 


рач 


432 


433 


434 


435 


436 


1 1/ 
437 Hallar la aproximación óptima, р“, de f en S respecto a la norma ||gl| = ( / оа) : 
0 


1, у, z) ll. = máx £I], |у|. 121). 
Hallar todas las aproximaciones óptimas de ii en S respecto a la norma || (x, y.z)||, = lx] + |y| + |]. 
En los ejercicios 427 a 429, S = gn(1,—1,3) y i = (1,0,—1) en el espacio ЁЗ. 
Hallar la aproximación óptima p* de ii en S respecto a la norma euclidiana || (x, y, z)|| = V2 +y +Z. 
Hallar todas las aproximaciones óptimas de y en 5 respecto а la norma cúbica 


, 


IG» z)]l., = máx {[х]. yl. |z|}. 
Hallar todas las aproximaciones óptimas de i en S respecto a la norma ||(x, y, z)]]|, = |х| + |y] + 14. 
En los ejercicios 430 a 432, S = gn((0, —1, —2)) y = (1, 1,1) en el espacio R°. 
Hallar la aproximación óptima p* de ii en S respecto a la norma euclidiana ||, y, z)]| = /32 4- Y? +Z. 
Hallar todas las aproximaciones óptimas de i en 5 respecto a la norma cúbica 
1, у, 2)1.. = máx (lx, 1,121). 
Hallar todas las aproximaciones óptimas de i en S respecto a la norma ||(x, y.z)||, = |x| +|yl + |z|. 
En los ejercicios 433 a 434, S es el plano y — z = 0 y ii = (0, 1,0) en el espacio ЁЗ. 
Hallar la aproximación óptima p* de ii en $ respecto a la norma euclidiana ||(x, у, z)|| = vx cry +Z : 
Hallar todas las aproximaciones óptimas de й en S respecto a la norma ||(x,y,z)[|, = |x| + |y| + 14. 
En los ejercicios 435 a 436, S es el plano x-- y —z = 0 y = (0,1,0) en el espacio IR?. 
Hallar la aproximación óptima p* de ii en $ respecto a la norma euclidiana ||(x, у, z)|| = vx cy rz ; 


Hallar todas las aproximaciones óptimas de i en S respecto a la norma ||(x, y.z)||, = |x| + [|+ |z|. 


En los ejercicios 437 a 439, 5 = gn(1) y f(x) = x en el espacio С[0, 1]. 


9 
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438 Hallar todas las aproximaciones óptimas de f en 5 respecto a la norma cúbica ||g||., = máxo<,<1 |g(x)]. 


1 
439 Hallar todas las aproximaciones óptimas de f en S respecto a la norma ||g[|, = | lg (x)| dx. 
0 
En los ejercicios 440 a 442, 5 = gn(1) y f(x) = Inx en el espacio С[1,е]. 
" 1/2 
440 Hallar la aproximación óptima, р“, de f en S respecto a la norma ||g|| = ( I коа) i 
1 


44 


-— 


Encontrar todas las aproximaciones óptimas de f en S respecto a la norma uniforme ||g||... 
442 Encontrar todas las aproximaciones óptimas de f en < respecto a la norma ||g||, = / lg(x)| dx. 
1 
En los ejercicios 443 a 445, S = gn(1) y f(x) = cosx en el espacio C[0, 7/2]. 
т/2 1/2 
443 Hallar la aproximación óptima, р“, de f en S respecto a la norma ||| = ( Í (оа) : 
0 
444 Encontrar todas las aproximaciones óptimas de f en S respecto a la norma uniforme || ||... 
n/2 
445 Encontrar todas las aproximaciones óptimas de f еп S respecto a la norma ||g||, = | lg (x) | ах. 
0 
En los ejercicios 446 a 448, 5 = gn(1) y f(x) = senx en el espacio СО, 7/2]. 
т/2 1/2 
446 Hallar la aproximación óptima, р“, de f en $ respecto a la norma ||g|| = ( |. (e) as) В 
0 
447 Encontrar todas las aproximaciones óptimas de f en S respecto а la norma uniforme || ||... 


n/2 
448 Encontrar todas las aproximaciones óptimas de f en S respecto a la norma ||g||, = f [g(x)| dx. 
0 


9 | Transformaciones lineales, 
valores y vectores propios 


En las primeras secciones de este capítulo estudiaremos cierto tipo de funciones entre espacios vecto- 
riales: las transformaciones lineales. Estas funciones son relativamente muy simples de tratar ya que 
exhiben un comportamiento que preserva la estructura de las operaciones de espacio vectorial. A pesar 
de su sencillez, las transformaciones lineales son muy importantes tanto en matemáticas como en físi- 
ca, ingeniería y ciencias sociales. Podríamos afirmar, grosso modo, que independientemente de la gran 
variedad de sus aplicaciones, mucho del éxito que tienen las funciones lineales entre espacios vectoria- 
les radica en que con frecuencia pueden transformar un problema complejo en uno más simple. En las 
subsecuentes secciones trataremos el tema no menos importante, y estrechamente relacionado con las 
transformaciones lineales, de valores y vectores propios. Como antes, la última sección está dedicada a 
ejercicios resueltos y a ejercicios propuestos al lector. 


5.1 Transformaciones lineales 


Las funciones más sencillas (después de las constantes) de una 
variable con valores reales son las funciones de la forma 
T f(x) = kx; cuya gráfica, para un valor fijo k, es una línea rec- 
de ta con pendiente k que pasa por el origen. La forma simple que 
tienen estas funciones las hace sumamente importantes para es- 


tudiar el comportamiento de funciones más complicadas. Por 


ejemplo, una función que es derivable en un punto xo se puede 

Xo aproximar localmente por medio de la línea recta tangente a la 
gráfica de la función en el punto (xo, f (xo)); y esta línea recta no es más que una traslación afín de la 
recta y — f'(xo)x. Una gran variedad de fenómenos se pueden modelar a través de soluciones de cierto 
tipo de ecuaciones que exhiben un comportamiento lineal, en el sentido de que la suma de dos soluciones 
y el producto de un escalar por una solución también son soluciones; dichos fenómenos y sus respectivos 
modelos son llamados, por antonomasia, lineales también. Con base en la característica de linealidad 
de estos fenómenos es posible, en general, determinar el comportamiento de los mismos en una forma 
relativamente sencilla. Así, como las funciones lineales de una variable sirven para aproximar funciones 
más complicadas, los modelos lineales se pueden utilizar para aproximar fenómenos más complejos. Por 
sí solos los fenómenos lineales son sumamente interesantes y cubren una gran variedad de importantes 
aplicaciones. Las funciones lineales de una variable tienen una inmediata extensión a funciones de varias 
variables y, más aún, a funciones entre espacios vectoriales. En esta sección estudiaremos en un contexto 
general este tipo de funciones que llamaremos transformaciones lineales. 


415 
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5.1.1 Definición, ejemplos y propiedades 


Recordemos que si A y B son un par de conjuntos no vacíos, la 
notación f : A — B significa que f es una función con dominio A 
y valores en B o, en forma más compacta, f es una función de A 
en B (cfr. definición 3.7, pág. 133); que en la notación y — f(x) 
a y sele llama el valor de la función f en x o la imagen de x bajo 
la función f; a x se le dice variable independiente (o argumento 
de la función) y a y variable dependiente; y que al conjunto B se 
le dice contradominio de la función. Una manera muy útil de in- 
terpretar una función f es como un conjunto de procedimientos, 
una máquina, que transforma cada elemento x (materia prima) de 
A en un producto y = f(x) elemento de B. El resultado de esta 


transformación, el elemento y = f(x), depende de la materia prima x que se introduzca cada vez a la 


máquina, y esta transformación está perfectamente determinada por esta máquina o conjunto de pro- 


cedimientos f (la función o transformación). En este sentido interpretaremos, de aquí en adelante, el 


significado de una función entre espacios vectoriales: como una transformación de un espacio en otro. 


Definición 5.1 (Transformación lineal) Sean E y Е dos espacios vectoriales y T : E —> Е una función. 
Diremos que T es una transformación lineal de E en Y si: 


1. T(X-y) = Т(Х) - T(y), VX, y € E. 
2. T(oX) = aT(X), Vx c E, Vo E R. 


» Ejemplo 5.1 Sea T : К — R la función definida por T (x) = 3x, entonces para x¡,x2 € R y para todo 


escalar a, 


T (xi +x2) = 3(х\ +х) 


= 3x1 +3x2 
= T(x1) + Т (хә) 


T(ax) = 3(ox) 
= a(3x) 
— aT(x). 


Por tanto, T es una transformación lineal. < 


» Ejemplo 5.2 De manera análoga al ejemplo precedente, toda línea recta que pasa por el origen es 


una transformación lineal de IR en К. En efecto, una línea recta que pasa por el origen es la gráfica de 


una función de la forma у = T (x) = ax, donde a es una constante. Entonces, si x;,x? € IR y a es un 


escalar, se tiene 


1Se le dice también aplicación lineal u homomorfismo. 
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T (xy +0) = а(х +x2) 
= ax, + ax, 


=T(x1)+T (0) 


T(axi) =a(ax;) 
= 0(ax;) 


=0T (x,).4 


Vimos en el ejemplo anterior que toda línea recta que pasa por el origen es una transformación lineal 
de R en R; de hecho, estas líneas rectas son las únicas transformaciones lineales que existen de R en R, 
como hacemos patente en el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 5.3 (Transformaciones lineales de К en IR) Sea Т: IR — К una transformación lineal. Sea 
x ER, entonces T(x) = T (x-1) = xT (1). Sea а = T(1), entonces T (x) = ax Vx € R. Es decir, T es una 
línea recta que pasa por el origen.« 


> Ejemplo 5.4 (La transformación derivación) Si E = С![0, 1] (cfr. el ejemplo 3.24, pág. 142) y 
Е = C[0, 1], sea T : E — F, definida por T (f) = f". Así, por ejemplo, si f(x) =x? y g(x) = 2x, T(f) =. 
T es una transformación lineal. En efecto: 


1. T(f cg) = (£g =f cg = Т(Р) +Т(2) Vf.g EE. 


2. T(af) = (af) = ағ Va e RS, Vf € E.« 


> Ejemplo 5.5 Sea T : IR? — IR? definida como T (x1,x2,x3) = (x1 — 2x2,x2 + 3x3). Mostrar que T es 
lineal.«4 


E 


DEMOSTRACIÓN W 1. Si Z= (x,,x2,x3) y b = (y1,y2,y3), 


T (à-- b) = T (a + y1,%2 + yas - ya) 
= (x +y1 — 200 Ру), + уз + 3(xs + ya)). 
T (à) +T(b) = T(x1,x2,x3) + Т(у\,уз,уз) 
= (ху — 252,0 + 3x3) + (у — 2y2, ya + Зуз) 
= (xi yi — 200 + y2),x2 + ya +3 (13 + y3)) 
=T(d+b). 


2. 512 = (x,,x2,x3) y a ER, 


T(ad) = Tla(x,,x2,x3)) 
= T(ax;,, 0x2, 0x3) 


= а(х —2x7,x2 + 3x3) 


axı — 2ax2, 0x2 +3 0x3) 


aT (x],X2,X3) 
oT(d) Ш 
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> Ejemplo 5.6 Sea T : IR? — R?, definida por T (x, y) = xy, T no es lineal: 


T(3(1,2)) — T(3,6) 
= 18. 
3T(1,2) = 3-2 
=6. 


Por lo que 7 (3(1,2)) 4 3T(1,2).« 
» Ejemplo 5.7 (Transformación integración) Sea T : С[0, 1] — R definida por: 
ru = | да 
Así, por ejemplo, si f(x) = х2, T(f) = 1/3. T es lineal porque: 
1. Si f,g € C[0, 1], 
тов) = [Urna 
= [ д) aos 


=/ годах [| g(x)dx 
=T(f)+T(8). 


2. Sia ER y f € C(0,1], 


[ 
Q 
2 
= 
8 


» Ejemplo 5.8 (Operador identidad) Si E es un espacio vectorial, claramente / : E — E definido por 
й) =й 


рага todo и € E, es una transformación lineal del espacio E en sí mismo. A / se le Пата el operador 
identidad del espacio Е. 4 


Propiedades 


Sabemos que si A es cualquier conjunto no vacío y F es cualquier espacio vectorial, entonces el conjunto 
de funciones con dominio A y valores en F es un espacio vectorial (cfr. nota 3.7, pág. 138) con las ope- 
raciones usuales suma de funciones y multiplicación de un escalar con una función (cfr. definición 3.9, 
pág. 134). Por ende, el conjunto de todas las transformaciones de un espacio vectorial E en un espacio 
vectorial F con las operaciones usuales de suma de funciones y multiplicación de un escalar con una 
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función dadas en la definición 3.9 es un espacio vectorial. Ahora supongamos que Тү у 7 son un par 
de transformaciones del espacio E en el espacio F que además son lineales y sea k € IR; entonces, si 
X,ý EE y a E R, se tiene: 


1. (m +1›)(®+ў) = n (y) + Gy) 
=+ +R) +R) 
= T (X) - (X) -Е Т, (Ў) + (y) 

(ri +1›)(%) + (ni - 3)6). 


2, (Т +) (ох) = (ах) + (aX) 
от (X) +a (Y) 
= a(n +R) 
e(Ti - 3)G). 


3. (kr) y) = Kn(x-y) 

= k(n (9) + (y) 

= KT (X) +KkD (5) 

= (KT,)(3) + (kT) 0). 
4, (krj)(oX) = КТ, (ax) 


= k(aT,(x)) 
= a(kT, (¥)) 


= a(kfi)(3). 


5. Claramente la transformación constante cero, 0 : E — F, 0(¥) = бк V7 € E, es lineal. 


1 y 2 demuestran que la transformación T; + 7 es lineal y 3, 4 prueban que КТ, es lineal también. Por 
ende, al adjuntar 5, el subconjunto de transformaciones lineales del espacio E en el espacio F es un 
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DEMOSTRACIÓN Mi 1. T(0g) = T(0-Og) 
= 0- T (0x) 
= бк. 
2. Т(ох+ By) = T(ax) +T(8y) 
= aT (Xx) + BT(y). 
3. fC-3) - (Ca) 
= (-1)T(3) 
= —T(X) 
4. T(X-y) = T(X-- y) 


Il 
b 
E 

| 

N 
Pom 
sl 
x 
ш 


Transformaciones matriciales y representación matricial de una transformación T e .2(IR”, IR”) 


Vimos en los ejemplos 5.2 y 5.3 que las transformaciones lineales de IR en R son las funciones de la 
forma T (x) = ax, donde a es una constante. El símil para transformaciones de R” en R” está contenido 
en el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 5.9 (Transformaciones matriciales) Si A € Muxn, sea T4 : R” — IR" definida para cada 
X ER” por 74(X) = AX. Entonces T es lineal; pues Vx, y € R” y Va ER: 


TA(X - y) = AGE Y) 
= AX-- Ay 
=1(0+T70) y 
Тл(ох) =A(ax) 
— a(AX) 
= aTA(X).« 


» Ejemplo 5.10 Dar una transformación lineal de R? еп R*.< 


Solución Sea 


1 —-1 2 
0 —1 3 
Ser aod € Max 
2 1 2 
y Тл : R? — R^ definida por 
1 —-1 2 р 
0 —1 3 
ТА(»у)= |5 14 y | =(x=y+22, y +32,3x=y+42, 2x - y - 2z). 
®ъ оьз 


Por el ejemplo anterior 74 es lineal. Y 
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Sabemos, del ejemplo 5.9, que toda transformación matricial 74 es lineal. Recíprocamente, si T : 


R” — R” es una transformación lineal, ¿existe una matriz A € Mx tal que T = ТА? La respuesta es 


por lo menos afirmativa cuando m — n — 1 para el caso de transformacione 


s lineales de R en IR como 


probamos en el ejemplo 5.3 (pág. 417). Esto nos induce a intentar probar el caso general. Sean 


ё = (0,...,0,1,0,...,0), 1=1,2,...,и, 
_—— —— 


la base canónica de R” y 


=D P512. 
A 


m 


la base canónica de R”. Entonces, si i = (x1,X2,...,Xn) ER”, 
U = 4-396) d X48,; 


así que T (i) = T (x181 +x2é2+:*:+xXnén) 
T(x1é1) =P T (x282) в T (X58) 


= xiT (ei) +x2T (22) + ied -Fx4T (ën). 


Sea A la matriz m x n que tiene por columnas a los vectores T (é;), i = 1,2, 
con la base canónica { f;). Entonces 


T (i) =x,T (£i) +x2T (82) --- +x,T (€n) 


^1 
> > > » 
=| T(à) T(é) T (éz) ] 
Xn 
X1 
X2 
=A = Au 
Xn 


...,n, descritos de acuerdo 


(cfr. ejemplo 1.15, pág. 12); luego T — T4. Hemos probado así el siguiente teorema. 


E 

Teorema 5.3 Sean {ё;}, { f;+ las bases canónicas de К" y №", respectivamente, y T : R" — R” una 
2 y р у 

transformación lineal. Entonces existe una matriz A € Mix tal que T = T4. De hecho, una matriz А 

que sirve para este propósito es aquella cuyas columnas son los vectores T (ëi), i = 1,...,n, descritos 


en la base canónica de R”. 


O Nota 5.1 


1. El teorema 5.3 significa que las únicas transformaciones lineales que 


existen entre espacios R^ 


son las transformaciones matriciales 74. Este es un resultado muy sencillo, pero también muy 


importante, que el lector debe tener siempre presente. 


2. La matriz A del teorema 5.3 no es única en el sentido de que se pueden tener resultados análogos 


a este teorema utilizando otras bases (cfr. sección 5.2). 
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Definición 5.2 Sean T € .Z (R", R"), (ej! y (f;) las bases canónicas de R” y R”, respectivamente. 
А la matriz A є Mx» cuyas columnas son los vectores T(é;), i = 1,2,...,n, descritos en la base 
canónica {7}, se le dice la representación matricial de la transformación lineal? Т relativa a las 
bases canónicas de К" y К”. 


El teorema 5.3 también es muy útil para determinar si una transformación Т : R” — IR" es lineal 
o no.? Para ello basta tomar la matriz A como antes y comprobar si T (4) = Ай Ми € IR"; pues en caso 
afirmativo T = T4 y, por ende, Т será lineal; en caso contrario, рог el teorema precedente, Т no puede 
ser lineal. 
» Ejemplo 5.11 Sea T : R? — R? la transformación definida por T (x, y) = (—x--2y,x,2x — y). Mostrar 
que Т es lineal y encontrar la representación matricial de T relativa a las bases canónicas. « 


DEMOSTRACIÓN M T(1,0) = (-1,1,2), 
T(0,1) = (2,0,—1). 
Si 
e 2 
A= 1 0 
2 —1 


se tiene, para todo ii = (x, y) € R?, 


—1 2 

Añ=| 1 0 HM 
о | | 
—x-2y 

ES Ж em PG 
2x—y 

Esto es 

Tz 


Lo cual prueba que T es lineal y A es entonces la representación matricial de Т (relativa a las bases 


canónicas). Bi 


5.1.2 Núcleo e imagen de una transformación lineal 


Funciones inversas 


Sean A y B un par de conjuntos no vacíos y f : A — B. Una función g : B > A es función inversa de f 
si 

f(s0)) = y WEBy 

g(f(x)) = x Vx €A. 


?Más adelante, en la sección 5.2, extenderemos este concepto a transformaciones T € .Z(E,F) en espacios de dimensión finita. 


3Lo cual es generalmente laborioso y tedioso aunque no difícil de hacer. 
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JA Figura 5-1 ° Diagrama de flechas que define un par de funciones. La función f queda definida mediante la asig- 
nación que a cada elemento del conjunto A se hace con un elemento del conjunto B por medio de la flecha que se 
indica; f(O) = €, /(%) = Q, etc. De manera análoga queda definida la función g. 


En tal caso, se dice que la función f es invertible. Por ejemplo, si A = [0,2], В = [0,4] y f : A — B se 
define por f(x) = х2; sea g : B — A definida por g(y) = уу , entonces g es función inversa de f. En 
efecto: 


че 


para todo у € B = [0,4] y para todo x € A = [0,2]. De existir una inversa de una función ésta es única, 
la demostración de este hecho se deja como ejercicio al lector. Entonces, si f tiene inversa ésta se 
denota por f^! y se le Пата la función inversa de f (por ser única, la notación y el artículo están 
justificados). En la figura 5-1 se bosquejan dos diagramas de flechas que definen sendas funciones 
f:A— By е: В A. Claramente, se бепе g = f7!. De la misma figura se observa que, en este 
caso, para cada y € B existe un único x € A tal que f(x) = y, entonces la función f^! (y) = x está bien 
definida y coincide con la función g; luego f es una función invertible. Así, para que una función sea 
invertible, es necesario y suficiente que para cada elemento del contradominio exista un único elemento 
del dominio cuya imagen, bajo la función, sea dicho elemento. Estas características están especificadas 
en las siguientes definiciones. 


> Ejemplo 5.12 Sea f : R — R la función definida por f(x) = x°, para cada x € R. Si x1,x2 € R y 
ху Æ х2, entonces 


д +хҗ-++% #0. (5.1) 


424 CAPÍTULO 5 | Transformaciones lineales, valores y vectores propios 


| -— Й S hl. 
En efecto, si uno de x, x» es cero, el otro debe ser distinto de cero (pues xı Z x2); y por tanto, ху 4 x5; 
así que podemos suponer que x, y x2 son ambos distintos de cero; por tanto, ya que la ecuación cuadráti- 
ca (5.1) en x tiene discriminante —3х2 < 0, se tiene que ésta no tiene raíces reales; por lo que 


xj —xi = (x1 +02 xD) —x2) 40. 


Luego, 
4x93 x 


por tanto, la función f(x) — x? es inyectiva. De manera gráfica también se puede observar que la función 


f es inyectiva.«4 


Definición 5.4 Se dice que una función f : A > B es suprayectiva (sobre) si para todo y € B existe 
x € A tal que f(x) = y. Si f es una función suprayectiva, se acostumbra decir que f es una función. 
de A sobre B en lugar de f es una función de A en B. 


» Ejemplo 5.13 De la gráfica de la función f(x) — Inx, figura 
5-2, se puede ver que ésta es una función suprayectiva de R so- 
bre IR. De hecho, si y € R, entonces x — e" satisface In(x) = y, 
como el lector puede comprobar utilizando las propiedades del 


logaritmo natural y la exponencial. «4 


Definición 5.5 f : A — B es una función biyectiva si f es in- 


memi Figura 5-2 ° yectiva y suprayectiva. 


» Ejemplo 5.14 La función f : R — R, definida por f(x) = ln(x), es inyectiva y suprayectiva (cfr. fi- 
gura 5-2), luego f es biyectiva.«4 


Resumimos, en el siguiente teorema, los resultados precedentes. 
Teorema 5.4 Sea f : A — B. Entonces f es invertible si y sólo si f es biyectiva. 
O Nota 5.2 Observe que f : A — B es biyectiva si y sólo si f^! : B — A es biyectiva, y que en tal caso 


(fy! = у. 
» Ejemplo 5.15 La función f : R — R, definida por f(x) = In(x), es biyectiva y f~! (x) = е". 


Núcleo 


mación. Desarrollamos estos conceptos a continuación. 
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Definición 5.6 Si T € Z(E,F), se define el núcleo (kernel) de T como: 


Ker(T) = [xe E| r(3) - бе |. 


> Ejemplo 5.16 Si T € .Z (IR?,IR2) está definida por^ 
T(x1,x2,x3) = (x1 —2x2,x2 + 3x3). 


Entonces X = (x1,x2,x3) € Ker(T) si y sólo si T (x1,x2,x3) = (0,0). Luego se debe tener 


= 2x5 = 0 
х +3x3 = 0). 
Resolvamos el sistema homogéneo escalonado 
1—2 0 
0 1 3 
haciendo sustitución regresiva: X2 = —3x3 
x; = 2% = —Óx3. 
De donde 
X1 —6r —6 
a» |= Зур = 3 
X3 r 1 
Así, 


Ker(T) = (u € R |g = (—6r,—3r,r), re ЕЁ}. 


» Ejemplo 5.17 (Núcleo de una transformación matricial) Sean A € 991,,.,, y la transformación ma- 
tricial T, : R” > R”, Ta (X) = AX. Entonces X € Ker(T) = AX = Ор" <= X está en el espacio nulo de 
la matriz A; esto es, en el espacio solución del sistema homogéneo Ax — 0. Es decir, el núcleo de una 
transformación matricial T4 es el espacio nulo? de la matriz А. 


> Ejemplo 5.18 Sea E = С![0,1] y T : E > C[0, 1], la transformación lineal T(f) = f' (cfr. ejemplo 
5.4). Entonces 


Ker(T) = (f e CO I)IT(S)=0) 
= (fecip.r] f -0) 
= (f€C'[0,1]|f'(x) =0 Yx € [0.1]) 
= (f£ e C![0,1]| f es constante en [0,1]).« 


Sean ahora T € .Z (E,F), x;,X» € Ker(T), y o, 8 € R; entonces T(Xi) = Т(Х›) = бк. Luego 


T (oX, + 8%) = oT (Xi) + BT (Xo) = бк + Ör = бк, 


^Queda como ejercicio para el lector comprobar que efectivamente T es una transformación lineal (cfr. ejemplo 5.5 y la definición 
de transformación lineal o el ejemplo 5.11 y la discusión que lo precede). 


5Cfr. ejemplo 3.20, página 141. 
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рог lo que оў + 8x; € Ker(T); y puesto que? T (Og) = бк, se sigue que el núcleo de toda transforma- 
ción lineal es un subespacio vectorial y por ende un espacio vectorial. Resumimos este resultado en el 
siguiente teorema. 


Teorema 5.5 Si (Е, Е), entonces” Ker(T) < E. 


En el teorema 5.6 se ve la relación entre la inyectividad y el núcleo de una transformación lineal que 
acabamos de mencionar. 


Teorema 5.6 (Núcleo e inyectividad) Si E y F son espacios vectoriales y T € L(F,F), entonces T 
es inyectiva si y sólo si Ker(T) = {Ок}. 


DEMOSTRACIÓN M1. Supongamos que T es inyectiva. Si X € Ker(T), T(X) = Ок y puesto que T (Og) = Ов, X = бк; por 
tanto, Ker(T) = (Og]. 
2. Supongamos ahora que Ker(T) = (Og). Si X; y € E y T(X) = T(y), entonces T(X — y) = T(X) — 
T (y) = бк. Por tanto, X ў € Ker(T) = (Og). Así que X— y = Ок; es decir, X = y; lo cual prueba 
que Т es inyectiva. Ш 
» Ejemplo 5.19 Si A € 91, ,„, la transformación matricial T4 de IR" en IR" es inyectiva si y sólo si A es 
invertible. En efecto: 
T,es inyectiva «> Ker(TA) = {Õrn } 
< la única solución de АХ = Og» es X = Ор» 


< A es invertible. < 


Definición 5.7 Si T € .Z (E,E); es decir, T es una transformación lineal de un espacio E en sí mismo, 
se acostumbra decir que T es un operador lineal en el espacio E. 


Más adelante veremos que a todo operador lineal Т en un espacio E de dimensión finita le corres- 
ponde una transformación matricial 74; de tal suerte que el operador se puede evaluar por medio de 
esta transformación matricial. Por esta razón y el ejemplo precedente, es común decir que un operador 


lineal es no singular cuando es invertible. En este texto utilizaremos indistintamente los calificativos. 
invertible y no singular cuando un operador lineal sea invertible. 
y Ta : R? — R? la transformación matricial definida por Ta (x, y) = 


zl 
2 1 


01 i =i 
TE SIE Pe 


se deduce que A es invertible, luego el operador lineal ТА es inyectivo.«4 


» Ejemplo 5.20 SeaA — | l 


A | А | puesto que 


6Cfr. teorema 5.2, página 419. 
"Recuerde que la notación 5 < E significa que 5 es un subespacio vectorial de E (cfr. definición 3.10, pág. 139). 
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> Ejemplo 5.21 Sea T : R? — R? definida por T(x,y) = (2x, 3x +4,x+ y), se deja como ejercicio al 


lector comprobar que T es lineal. Determinar si T es inyectiva. « 


Solución T(x,y) = (0,0,0) > 
(2x,3x+y,x+y) = (0,0,0) = 
x=0, y=0. 


Por tanto, Ker(T) = ((0,0)), por lo que T es inyectiva. v^ 


> Ejemplo 5.22 Sea T : R? — IR? definida por T (x, y, х) = (z,0,x +y). Sean (x1,y2,23), (x1,y2,23) € R? 


y a ER, entonces 


T ((xi.y1,zi) + (0,12,22)) = T (0 + җә,у - yo. zi +2) 
= (zi +22,0,x1 +x2 +у +2) 
= (21,0,x1 +y1) + (22,0,x2 + y2) 
=T(x1,y1,21) + T (2,y2,22) 


T(a(x1,y1,21)) =T (0x1, 0y1,021) 
= (a21,0,0x1 + оуу) 
= Q(21,0,%1 +y1) 


= aT (x1,y1,21). 
Lo cual demuestra que T es un operador lineal. Por otra parte, si = (—1, 1,0), entonces 
T (à) = (0,0, —14- 1) = (0,0,0), 
por lo que ii € Ker(T) y por tanto Ker(T) 7 ((0,0,0)j. Luego el operador lineal 7 no es inyectivo. « 
Imagen de una transformación 


Definición 5.8 Sean E, F un par de espacios vectoriales, T € L(E,F) y S C E un subconjunto no 
vacío: 


1. Al conjunto 
T(S)-(T(X)XxeS) =([y € Flexiste x € S con T(X) 2 y] 
se le llama la imagen de S bajo T. También se dice que S se transforma en T (S) bajo la 
aplicación T. 


2. En particular, T(E) se llama la imagen de la transformación T. 


> Ejemplo 5.23 Sea T : R? — IR? definida por T (x, y) = (2x, y) para todo (x, y) € R?. Puesto que 
Jemp p 


) 
rena Ї][;] 
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(a) (b) 


(c) (d) 


EM Figura 5-3 ° 


es inmediato que Т es una transformación lineal. Sea 
S= {(х,у) e R x2 +y 21) 


i.e., S es la circunferencia con centro en el origen y radio 1. El objetivo es determinar geométricamente 
en qué se transforma el conjunto S bajo Т; es decir, T (S). Para ello podemos bosquejar el plano R? y 
una copia del mismo donde, para mejor comprensión, hemos elegido la letra u en el eje de las abscisas y 
la letra v para el eje de las ordenadas en lugar de x y y, respectivamente, del plano original, para graficar 
la imagen de S bajo la transformación T', como se ilustra en la figura 5-3(a) y (b). Entonces, si 


(u,v) = Т(у) = Qxy) 


se tiene 


u=2x, 


Luego, si (x,y) € S, 


E —€— MÀ 
2 

De esta manera todo punto (х,у) de la circunferencia S (cfr. figura 5.23(а)) se transforma еп un punto 
T (x, y) = (u, v) de la elipse (12/4) + v? = 1 bosquejada en la figura 5-3(b). Por tanto, la imagen de la cir- 
cunferencia S, bajo la transformación T, es la elipse T (S) con ecuación, en el plano u, v, (12/4) +1? = 1. 
Naturalmente, es posible utilizar el mismo plano para bosquejar $ y su imagen T (S) (figura 5-3(c)). En 
general, esta aplicación transforma un vector p en otro vector T (p) que sufre una dilatación, en un factor 
de 2, en la abscisa y que permanece invariante en la ordenada (figura 5-3(4)). < 
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Teorema 5.7 Sean E, F espacios vectoriales y T € L(E,F): 
1. Si S < Е, entonces T(S) < Е. 
2. T(E) <Е. 
ВОЗИ N tod entonces Sin ae e 


DEMOSTRACIÓN M1. (a) Como S < E, Óg € S y entonces, al ser T lineal, T (Og) = бу; luego Or € T(S): 
(b) Si У,у» € T(S), existen Xj, X5 € S tales que T(¥1) = y, y T(X2) = y»; entonces, dado que 


> 


X + X; € S (porque S < E), Y, +yz = T(X3) -T(X5) = Т( - X5) € T(S). 

(c) Seay € T(S) y a € К, entonces existe X € E tal que y = T (X); dado que ax € S (porque S < E), 
оў = aT(X) = T(ox) € T(S). 

De (a), (b) y (c) se tiene que T (S) < Е. 


2. Es consecuencia inmediata del inciso 1. 


3. Si v € gn(ii,ib,..., iis), existen 01,02,...,04 € R tales que 
у= aii + оой + DU +0 Un, 


entonces 
T (V) = T (aii + aziz +: Бай) 
Pt T (oiii) sr T (oiii) PR T (oils) 
= 04T (ii) F ooT (из) ете р OnT (Ua); 


de donde T(S) = gn(T (t1), T (2),...,T(T,)). WM 


» Ejemplo 5.24 Sea T; R? — R? la transformación definida como 


T (x,y,z) = (x+2y—z,y+z,x+y— 2z). 


1. Encontrar una matriz А € 973, з tal que T (ii) = Ай Vii € №. 
2. Demostrar que T es un operador lineal en R?. 
3. Hallar una base y dim(T (IR?)). 
4. Hallar una base de Ker(T) y dim(Ker(T)). 
5. ¿Cuál es el valor de dim(Ker(T)) + dim((T (E))?« 
Solución 1. Té) = T(1;0/0) &(1,0.1), 
Т(&) s T00 «iz Lo. 
T(é3) = T(0,0,1) = (-1,1,-2) 
12 -1 12 -1 E HZ 
ЅеаА = | 0 1 1 | entonces | O 1 1 ye m у+ | =Т(х,у,). 
Li s2 11-2 [|= x+y- 24 


Esto es, T (4) = Au Vii c №2. 
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2. Puesto que T = T4, se sigue que T es lineal. 


3. Sabemos que e; = (1,0,0), 2 = (0, 1,0), 2з = (0,0, 1) forman una base de R3; así T (21), T (2), T (83) 
generan a T (R?). 


Entonces, 
T (R5) = gn(T (ài), T (€), T (83)) 
gn((1,0,1), 2, 1, D), (CL, 1, —2)). 


Ahora extraigamos una base para T (IR?) a partir de estos generadores (cfr. teorema 3.18 y ejemplo 
3.61, pág. 166) llevando la matriz A a forma escalonada. 


k x il 1 2 =l ] 2 =I 
0 1 1 |” | 0 1 1 |+ |0 1 | 
p ps2 0 =i- sl 00 0 


Una base para Т (IR?) es entonces 2 = { (1,0,1), (2, 1,1)) y dim(T (R2)) = 2. 
4. Para hallar el nácleo de T tenemos 


T(x,y,z) = (0,0,0) > 
(x—2y— zy zx4y-2z) = (0,0,0); 


que equivale a resolver el sistema homogéneo 


xX 2y z = 0 
y+ z=0 
et у = 2 = 0 


Resolvamos este sistema llevando la matriz de coeficientes a forma escalonada: 


12 -1 12 -1 
0 1 1 | | 1 Els 
Ll. 2 0 0 
y después haciendo sustitución regresiva: 
x 3r 3 
ўр E 1 
2 1 


Por tanto, 
Ker(T) = gn((3,—1,1)). 
Entonces, una base para Кег(Т) es 4 = ((3, —1,1)) y dim(Ker(T)) = 1. 
s dim(Ker(T)) +dim((T(E)) =1+2=3=dim(R*). и 


El precedente ejemplo motiva los resultados contenidos en los teoremas 5.8 y 5.9. 
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Teorema 5.8 Si T € .Z(E,F) y dim(E) = n, entonces 


dim(T(E)) + dim(Ker(T)) = п (5.2) 


DEMOSTRACIÓN BI Sea {2;,22,..., 4} una base de Кег(Т). Completemos ésta a una base 


A A nd 


de E (cfr. el procedimiento para este fin dado en la pág. 167). Entonces, si # = аё +-+- Бакер +b T + 
TUM IS m И € E, 
T (u) = aiT (ë) Tee -FayT (éx) +bT(fñ) Tee des TU xl 
=0p+ +0 HDT (4) + Hb T (Jaz) 
biT (fi) genos A a): 


de donde T(E) — gn(T(fÀi)..... T (f i). Sean £,,..., 8, Є R tales que 


BiT CR) ++ Bs T (foi) = Or, 


entonces 
T(&ifi ез» Ent far) = BiT (J) OS E Bar T (far) 
= 0р. 
Por lo que Bih + 7 Ш € Ker(T); por tanto existen —о,..., –оҳ € R tales que 
Bi fi ++ Bak = (ал) ++ (Cox) 
(pues {21,...,ё} es una base de Кег(Т)). Entonces 
алё +: оё B fi e b Bain = бк 
y ya que los vectores ё|,... Bala SP ded son L.I., se tiene que los escalares о,...,ок, 81,..., Bn-k SON 


todos nulos; en particular 


fioe Дре. 


Luego los vectores T(f,),...,T (f,-x) son L.I y, ya que generan a T (E), forman una base de T (E). Así, 
dim(T (E)) = n — k; por ende, 


dim(Ker(T))--dim(T(E) = п =dim(E). BW 


Definición 5.9 Si E tiene dimensión finita y T € Z (E,F), a la dimensión del subespacio T (E) se le 
llama el rango de la transformación T y se denota por Rang(T ); es decir, 


Rang(T) — dim(T(E)). 
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Teorema 5.9 Sean T € Z (R”,R™) y A la representación matricial de T relativa a las bases canóni- 
cas de К" y R”. Entonces: 


1. T(R”) = E.(A),* esto es, V € T(R") si y sólo si el sistema Aŭ = V tiene solución. 
2. dim(T (R")) = Rang(A), el rango de la matriz A. 


3. ú € Ker(T) > ii pertenece al espacio nulo de A; esto es, й es solución del sistema homegéneo 


Au = (rcs 
4. dim(Ker(T)) — Nul(A), la nulidad de A, la dimensión del espacio solución del sistema 
AX = De 


5. Sim — n, el operador lineal T es inyectivo (por tanto biyectivo) si y sólo si A es invertible. 


La demostración de este teorema es sencilla y se deja como ejercicio al lector. 


> Ejemplo 5.25 ¿Es posible construir una transformación lineal T € .Z (Rt, R?) que sea inyectiva? 
Supongamos que sí. Por 5.2 del teorema 5.8 tenemos 


4 = dim(T(R*)) + dim(Ker(T)) =dim(T(R*)) +0 = dim(T(R*)) 


pues Т es inyectiva y por ende Кег(Т) = (Og), luego dim(Ker(T)) = 0. Pero T(R*) < R? y entonces 
dim(T (R^)) es a lo más 3. Así 


4 — dim(T (R^)) < 3. 
Lo cual es una contradicción; por tanto es imposible que T sea inyectiva. < 


El mismo razonamiento del ejemplo precedente es válido para cualquier T € .Z (E, Е) donde E tiene 
dimensión finita y dim(F) < dim(E) para mostrar que T no puede ser inyectiva. 

Como mencionamos más arriba, para el caso de espacios vectoriales y de una transformación lineal 
entre ellos, hay condiciones sencillas para probar la suprayectividad e inyectividad. 


DEMOSTRACIÓN W 1. Es evidente. 


Recuerde que E, (A) representa el espacio columna de A (cfr. definición 3.13, pág. 146). 
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2. (2)Si T es suprayectiva, T(E) = Е; y, por tanto, dim(T(E)) = dim(F). (<=) Si dim(T(E)) = 
dim(F), entonces T(E) — F. 


3. Sea {ё;}, i = 1,2,...,n una base de E, entonces 
F — T(E) = gn(T(é),...,T(&)); 
luego 
dim(F) < п. 


4. Es consecuencia inmediata de la igualdad (5.2). 


5. F = Т(Е) por ser T suprayectiva, dim(Ker(T)) = 0 por ser T inyectiva, y por (5.2) se tiene 


dim(F) = dim(T(E))--dim(Ker(T)) = n =dim(E). BW 


Si T : E —› F es una transformación lineal biyectiva, entonces existe la transformación inversa de Т, 
T :F— E; ¿es también lineal T^!? La respuesta es afirmativa. 


Teorema 5.11 Sea T : E > Е una transformación lineal biyectiva y sea T! : F — E la transforma- 
ción inversa de T, entonces T™! es lineal. 


DEMOSTRACIÓN BI Sean iij,» € F y a, 8 ER. Puesto que T es biyectiva, existen di, V € E tales que T (ii) = iii y T (V) = iio; 
por tanto T^! (iij) =ú y T! (i5) = V. Entonces 


T (oi + В) = T (oT (i) + BT(V)) 
= T-!(T(oü-F BY)) 
oi 4- Ву 
= oT-l(üü)-BT-(u). WI 


II 


5.2 Representaciones matriciales de transformaciones lineales 


En el teorema 5.3 (cfr. pág. 421) vimos que para toda transformación lineal T : IR" — R” existe una 
matriz А € Muxn tal que T = T4; esto es, Т(и) = Ап Vii € IR". En esta sección veremos que este 
resultado se puede extender a transformaciones T € .2(E,F) cuando los espacios vectoriales E y Е 


tienen dimensiones finitas. 


5.21 Vectores de coordenadas, cambio de bases 


Recordemos (cfr. pág. 335) que si Z = [é,,€2,...,é,) es una base fija de un espacio vectorial E, enton- 
ces, para садаи € E, existen escalares únicos о, оо,..., аһ tales que 


434 CAPÍTULO 5 | Transformaciones lineales, valores y vectores propios 


И = 01€ +0262 +: + алё, (5.3) 


Si convenimos que todo vector se va а escribir respetando el mismo orden de los términos en el lado 
derecho de (5.3); es decir, un escalar que multiplica a 2}, más un escalar que multiplica a 2, etc., más 
un escalar que multiplica a &,, diremos que 4 es una base ordenada del espacio E y escribiremos, con 
frecuencia, (é,,€,...,é,) en lugar de (é,,é2,..., €, para hacer énfasis en este hecho.? Es claro que si se 
conoce el vector (011,07, ..., 0) se conoce el vector й y viceversa. Esto motiva la siguiente definición. 


> Ejemplo 5.26 En Р; sea la base ordenada 2 = (1,x,1?,17). Entonces 


3x—4 2 —4(1) +3(х) +0-12+0-a0; 


luego, 
-4 
3 
[3x = 4] g= 0 4 
0 
» Ejemplo 5.27 En el subespacio 
S = gn(1,cos(2x)) 
de las funciones continuas de К en К, 
1 1 
cos^(x) = — -- = cos(2x). 
cos" (x) 2 2 cos(2x) 


Entonces, 
[cos?(x)] PL | 1s | 


para la base ordenada 4 = (1,cos(2x)) de S.4 


Эре una manera más rigurosa, pero más simple, una base ordenada de un espacio vectorial de dimensión finita es una sucesión 
finita de vectores L.I. que genera a este espacio. 
Recordemos que hemos convenido en representar un vector de IR" indistintamente por una n-ada ordenada o por una matriz 
columna. 
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» Ejemplo 5.28 Para la base ordenada 


Luego 


—1 
о 2] ој 

8B zs 0 

2 

» Ejemplo 5.29 Dado que 
1-1 3 1-1 3 
1 2 -1|~ 10 3 -4 
0-1 2 0-1 2 
1-1 3 
=|0 3 -4,|, 

0 0 2 


se sigue que ((1,1,0), (—1,2, — 1), (3, —1,2)) es una base de IR? (cfr. teorema 3.13, pág. 158). Sea el 
vector (2, 1,3) de IR? y resolvamos el sistema 


1 —1 3 «| 2 
1 2 —1 as ||. 
0 —1 2 Q3 3 
por el método de Gauss: 
1 -1 3.42 1 -1 3 2 
1 2 —1|1| |0 3 -4|-1 
0 =l 213 0 —1 2 
1 —1 3 2 
=|0 3 —4 | —1 
0 0 2 
[6 4] —5 
OQ» = 5 
Q3 4 
Por lo que 
5 
[02,1,3))а= | 5 
4 


рага la base ordenada ((1, 1,0), (—1,2, — 1), (3, — 1,2)). 
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Comprobación: 
—5(1, 1,0) 4-5(—1,2, — 1) 4-4(3, —1,2) = (2,1,3).« 


Las siguientes propiedades de los vectores de coordenadas son sencillas de probar y se dejan como 


ejercicio al lector. 


En la ulterior discusión necesitaremos del siguiente lema. 


DEMOSTRACIÓN W 1. Sean е; los vectores de la base canónica de IR" (la componente i de е; es 1 y las demás son 0). 
Entonces, si K; es la columna i de A, se tiene 


de donde A = 6. 


2. Es consecuencia inmediata del inciso anterior, pues 
Ах = х= (А – ,)х = Оһ". M 


> > > И 
Supongamos ahora que Z, = (é1,é2,...,€n) y 4» = (Л, fa... .. fn) son bases ordenadas de un mismo 
espacio vectorial E. Sea 


— . 7 DN А ич = _ re $ A . E 
el vector de coordenadas de relativo а la base 8). Escribamos cada vector f; como combinación lineal 
de los elementos de la base ordenada 21: 
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Л = апё cape cd аё, 
fa = aai +a2282 +: + алё, 
Ja = а1@ + Anta +: Баеп. 
Entonces 
ü = ai fı +09 f +: + Anfa 
= o (аё +9126 +: алё) 
+0 (а1ё + 422€, +: + anën) 
+ аһ (але dq üjEs- eee еа) 
= (01411 Ро +*+: Болат) ё 
(олар + 02422 +*+: + ола) € 
T (0:41, 0242 esa бй л) еп. 
Esto es, 
01411-05021 T *** + Opi 
4 01412 T 02022 +*** + Onda? 
[И] а, m 
Q1, + 0242n +*** + Qnan 
а 421 > ац О 
ај 22) `` ар б» 
din Mn t Am On 
Entonces, si 
а @ ct dg 
dj da ` Am 
P == 
din An ttt Am 


y conocemos el vector de coordenadas del vector ii relativo a la base 8), podemos conocer también el 
vector de coordenadas de п relativo a la base 4, mediante la matriz P: 


[4] y, =P [i] a, (5.4) 


Ahora escribamos los vectores de la base ordenada | como combinaciones lineales de los vectores de 
la base 22: 


ё = bufi +bifa +- +binfa 
& = ba fi +b fa +-+- + bonfa» 


es = bafi рођ 25 аја 
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Sea 
by baj Tue by 
bi b = bm 
Din Don UU Dan 
entonces, por analogía, se tiene 
[tí] y, = Q [1] y, - (5 


Es decir, podemos calcular el vector de coordenadas de z relativo a la base 22 si conocemos el vector 
de coordenadas del mismo vector relativo a la base 4, multiplicando éste por la matriz Q. Ahora bien, 
de (5.4) y (5.5) tenemos 


para todo vector [и] y, € R”. Esto implica, por el lema 5.1, que РО = 1,; es decir, P es invertible y 


P-! = О. Hemos probado así el siguiente teorema. 


Teorema 5.13 Sean Bı = (61,65,...,6,) y 4&5 = (Дь E s) dos bases ordenadas de un mismo 
espacio vectorial. Sean aj; € К escalares tales que 


fi = аё +арё cas 
fo = ае +02é2+::*+Go2nén 
я (5.6) 
Ji = ате + dg2€2 +: + аһһёп 
y seal! 
а 421 -** ац 
Р da an Ut бл? 
Ain An "t Am 


Entonces, la matriz P es invertible y para todo u € E se tiene: 


ЛА [i] a, =P [i] æ, - 


2. li], =P" Hg, 


Definición 5.11 Sean las condiciones del teorema anterior. 


1. A la matriz P se le dice matriz cambio de base de la base ££» a la base ££. 


2. A la matriz P`! se le dice matriz cambio de base de la base Z, a la base Bo. 


11 Observe que P es la transpuesta de la matriz de los coeficientes de los vectores 2; del sistema (5.6). 
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> Ejemplo 5.30 Sean Z; = (1,0), 2, = (0,1), Л = (1,1), Р = (—1,0) y Z, = {2,5}, 4» = (fs A). 
Ambas son bases de IR? y 


fi 21:8 1: 
f; = (-1)& +0 ез 
Entonces, 
B —1 E M 0 
ial ai i] 
luego, 


[н], = Plug. 


Así, por ejemplo, podemos escribir (—4,3) como combinación lineal de fi, f2, al hallar [((—4.3)]2,; 
pues 


y por tanto 

(74,3) 2 3f, +7, 
como el lector puede comprobar fácilmente.«4 
» Ejemplo 5.31 En el ejemplo 5.29 vimos que 


æ, = 10, 1,0, (1,2, 0), (5, 1,2)] 


este caso; claramente) 
1-1 3 
P=|1 2 -1 
0-1 2 


Calculemos P^! por el método de Gauss-Jordan: 


Der 3110 її Sl rog 
t $ o 110 3 est 10 
0—1: Xe oi Dl 001 
i =t $] 10% 
~ |0 A |= 10 
Ü 9 ler 1 3 

i -=i 3 1 0 0 

alo X L| 1 1 0 

0 0 1[|-12 1/2 3/2 
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Pol 3 1 0 0 
elg Жу 3.3 8 
o 0 1/12 1/2 3/2 


1 ol. 52-38 9/0 
Eq т =) 1 2 
0 1|-12 1/2 32 
ї o ol 3 50 
10.1 01 =i 1 2 
Lem d 3/2 


e 
e 


y por tanto 
3/2 -1/2 -5/2 
Pots -1 1 2 
-1/2 1/2 3/2 


Así, si ЕЯ es el vector de coordenadas de П relativo а la base canónica 2, entonces el vector de 
coordenadas de éste relativo a la base 22 es 


Por ejemplo, si i = (2,1,3), por tanto, [4], = | 1 | y 
3 
i1 E sre E 
Ma =| -1 І 2||1|=| 5 
—1/2 1/2 3/2 3 4 


Que es el mismo resultado que obtuvimos en el ejemplo 5.29. «4 


O Nota 5.3 Aunque en el ejemplo anterior no hicimos énfasis por medio de notación, hemos conside- 
rado las dos bases como bases ordenadas. Esto lo haremos frecuentemente en aras de brevedad; es decir, 
toda base, a lo largo de lo que resta de este capítulo, se considera una base ordenada aun si esto no se 
hace notar explícitamente. 


» Ejemplo 5.32 Sean las bases Z, = (1,x] y 2 = (4,2 — x] del espacio de polinomios de grado а 
lo más 1 (note que en ambos casos claramente los respectivos elementos de cada conjunto son L.I. y 


recuerde que la dimensión de P, es 2; razón por la que ambas son, efectivamente, bases de este espacio). 
1. Encontrar la matriz cambio de base de la base 4, a la base 2. 


2. Hallar el vector de coordenadas del polinomio р(х) = 4 — 5x relativo a la base 2. 


3. Escribir el polinomio р(х) como combinación lineal de los elementos de la base 2.4 


Solución 1. Tenemos que 


por lo que 
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y, por el método de la adjunta, 


La cual es la matriz cambio de base de 4, a 2. 


2. Ya que р(х) =4-1+(-5)x, 


Entonces 


3. Finalmente 


como el lector puede fácilmente verificar. Y 


5.2.2 Representaciones matriciales de un operador lineal 


Ahora generalizaremos el concepto de representación matricial que se dio para transformaciones lineales 
de IR" en R” a operadores lineales en un espacio vectorial; esto es, para transformaciones lineales de un 
espacio en sí mismo cuando éste tiene dimensión finita. Para ello, sean T € .Z (E, E) un operador lineal 
y 4 =(é1,é2,...,é, y una base del espacio E. Sean a;; Є R escalares tales que 


T(é) = аё +арё d: aué 
T(é2) =  améi- 2262 +: + аё, 
. (5.7) 
T (ën) = апе! + аё E +annên. 
Sea ii = опе +0282 +-** Ноле, € E; entonces [i] = (о1,0о0,...,аһ) y 
T (u) = T (o46; + 0265 siena + Qnén) 


aiT (81) +T (é2) +: +anT (ën). 
Por tanto 


T (i) =01 (апе! + а +: + аёл) 


+оо (а21@ + a2262 +*+ anën) 


TOn (аһ\ё\ an2€2 dis Annén) 
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= (оза + 02821 + Балаш )é1 


(ола + 02497 +: +*+ Oman2)é2 


| (ола F @2аэп + ++ + Onana) En; 


luego 


аап + 02021 + + алап 
04412 + 02422 H Andy 


_ Q141n + 0202 +*** һат | 


ап 91 '' ац | oui 
ay 022 `` ар | o» 
din An © Am | On 


Lo cual motiva la definición 5.12 y prueba el teorema 5.14. 


» Ejemplo 5.33 En Р; sean T : Р; > Р; el operador lineal definido por T (p) = р, 2 = (1,x,32,3?], 
y р(х) = —3 + 8x — 5x? — 7х € P}. Entonces: 


T(1) = 0= 0:1+0:х+0:х2+0-х? 
T(x) = 1= 1:1+0:х+0:х2+0- х 
Т(22) = 2x = 0:1+2-х+0-2+0-0 
TŻ) = 32 = 0:1+0:х+3:х2 0-55. 


120Ьвегуе que [T] es la matriz transpuesta de coeficientes de los 2; del sistema de igualdades (5.7). 
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Así, 
0. 1 0 0 
0020 
а= | оооз 
0 0.0 O0 
y 
T(p(x)) = 8— 10x— 2152 — 8-1-- (C10) -x- (-21)- x? - 0-35. 
Por tanto, 
8 
—10 
[T (p(x))] в = —21 
0 
Por otro lado, 
O L0 20 —3 8 
0.0 2 0 8 —10 
0000 —7 0 


O Nota 5.4 Supongamos que T es un operador lineal en un espacio de dimensión finita E; con [T] y, 
la representación de este operador relativa a una base 4. Supongamos que A es una matriz cuadrada de 
orden n tal que 


Ta — A li] y (5.9) 


para todo и € E. Entonces 


y por tanto 


([T] а -А)х = Ор ViER”. 
Por el lema 5.1 se tiene entonces [T] ; — A = ©; esto es, 
[T] g = A. 


Es decir, la única matriz cuadrada de orden n que satisface (5.9) para todo ў € E es la representación 
matricial, [T] г, del operador T relativa a la base 2. 


Como acabamos de ver, en la nota 5.4, la representación matricial de un operador lineal, relativa a 
una base 4, es la única matriz que satisface (5.9); sin embargo, si se toma otra base ZZ, del espacio 
E, también se cumple (5.8) del teorema 5.14 соп 4 = 4. ¿Cómo están relacionadas entonces las 
representaciones matriciales de un mismo operador lineal relativas a distintas bases? Para responder 
esta pregunta supongamos que 4, y ££; son distintas bases del mismo espacio vectorial E y [T] By 
[Т |а, son sendas representaciones matriciales del operador T relativas a estas bases. Sea P la matriz 
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cambio de base de la base ZZ» a la base ZZ; entonces [ii] ш, = P a, Y а, =P [ii] y, para todo 
ii € E. Luego 


[T (8), =P [T (i) я, 


para todo zi € E. Por la unicidad de la representación matricial de un operador mostrada en la nota 5.4, 


se tiene que 


[T] g, — P^" [T] a P. 


“92 20 1 
Hemos probado así el siguiente teorema. 
Teorema 5.15 Sean E un espacio vectorial; Bı y Bı bases del mismo; T un operador lineal en E; 


y [T] 7, [T] z, las respectivas representaciones matriciales de T relativas a estas bases. Si P es la 
matriz cambio de base de B, a ££, entonces 


> Ejemplo 5.34 Sea el operador lineal T : R? — R?, definido por T (x, y) = (4x — 2y,2x + y) y 2 = 
1(1,0)(0, 1)}, 2 = ((1, 1), (1,0)}. Entonces 


T(1,0) = (4,2) 
T(0,1) = (—2,1) = -2(1,0)+1(0,1), 


| 
+ 
~ 
I 
© 
мт 
— 
N 
— 
= 
he 
~ 


y 
,1) = 1(1, ,0), 
(1,0) = 1(1,0) +0(0, 
Así que 
[T]g, = | : "E | 
y 


Luego, Tla = Р-ҶТ]а 
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Las siguientes propiedades, contenidas en el teorema 5.16, son sencillas de probar y la demostración 
de cada una de ellas se deja como ejercicio al lector. 


O Nota 5.5 
1. Por el inciso 2 del teorema precedente, A ~ B => B ~ А, diremos que dos matrices son similares si 
cumplen con la definición 5.13. 
2. El teorema 5.15 implica que dos representaciones cualesquiera de un operador lineal T € .Z' (E, E) 
son similares. 


Por el teorema 5.16, inciso 4, cualquier par de representaciones matriciales relativas a diferentes 
bases de un operador lineal en un espacio tienen el mismo determinante, pues son matrices similares. 
Hacemos patente este hecho en la siguiente definición. 


» Ejemplo 5.35 Sea T el operador lineal definido en el ejemplo 5.34. Vimos en este ejemplo que si 
4 =((1,0)(0, 1)) y 2 = {(1,1),(1,0)}, 


Ma = з ТЕЧЕ E 3 


entonces 


вт) = |2 z j=l с | 


O Nota 5.6 Dado que dos representaciones matriciales cualesquiera de un operador son similares, por 
el teorema 5.16, si una de ellas es una matriz invertible todas las demás también lo son. 
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Vimos en el teorema 5.9, inciso 5 (cfr. pág. 432), que para que un operador lineal definido en IR" sea 
inyectivo (y por tanto biyectivo) es necesario y suficiente que su representación matricial (relativa a la 
base canónica) sea una matriz invertible. Tenemos el caso general de operadores lineales en espacios 
vectoriales contemplado en el siguiente teorema. 


Teorema 5.17 Sea E un espacio vectorial de dimensión n y T : E — E un operador lineal. Entonces 
T es inyectivo (y por tanto biyectivo) si y sólo si cualquier representación matricial de T es una 
matriz invertible (si y sólo si det(T) 4 0); en tal caso, si [T] ж es la representación matricial de T 
relativa a una base Z, al es la representación matricial del operador lineal inverso? Т! relativa 
a la misma base. 


DEMOSTRACIÓN BI Sea [T] в una representación matricial del operador Т. 


1. Supongamos que la matriz [T] z es no singular y sea ii € Кег(Т). Entonces 


Luego 
(T1) (Tla lila) = (Т1) в" = Oe 
y por tanto, 
[læ = On; 
lo cual implica 
ii = бк. 


2. Supongamos ahora que T es inyectivo, entonces T es suprayectivo pues 


dim(Ker(T)) +dim(T(E)) = и. 
0 


Por tanto, Т es biyectivo. Sea T- : E — Е la transformación inversa de Т; sabemos, del teorema 
5.11, que Т^! es también lineal. Sea T=] а la representación matricial de Т^} relativa а la base 
2. Sea Y € E, como T es suprayectiva existe й € E tal que T (ii) = V; i.e., ii = T~! (V). Entonces 


I 
чам, реа) acea. 
ч 
a 
Ma a iste 


13Recuerde que la transformación inversa de un operador lineal también es un operador lineal (cfr. teorema 5.11). 
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Por tanto ([T7!] „[Т] ж) X = X para todo Y € R”. Del lema 5.1 (cfr. pág. 436) se sigue que 


[T7] 4 [T]g = h. Luego [T] es invertible y [T] =[T7'] z Wi 


5.2.3 Representaciones matriciales de transformaciones lineales 


Así como es posible encontrar representaciones matriciales de operadores lineales, también se pueden 
hallar representaciones matriciales para transformaciones lineales en general. El procedimiento es com- 
pletamente análogo al que realizamos en la subsección anterior; por lo que dejamos al lector que llene 
los detalles, en cuanto a deducciones y demostraciones, en forma similar a como lo hicimos antes, de 
las definiciones y teoremas que damos a continuación. 


Definición 5.15 Sean E, Е espacios de dimensiones finitas; Bı = (61,65,...,6,), Ba — ( fuf. e 73. 
bases de sendos espacios; T € L(E,F) y а; escalares tales que 


Na) = au +anf nf 
T(é) = anfi +аођ +: Бањ 

(5.10) 
T (е,) = v xl: CE See D 


Se define la representación matricial de T relativa a las bases B| y 4; como? 


ап — 02]. ... An 
a a а 
IT] 7 A 12 22 n2 
1 E 
dim Um --- Anm 


Teorema 5.18 Sean Е, 4j, ££» y T como en la definición precedente, entonces 


[Т(й)] ә, = [ТШ i]s, Vi EE. 


» Ejemplo 5.36 Sea а transformación lineal T : E? => R? definida рог T(x,y,2) = x+ 2y— 4zx— 


Solución T(1,1,1) = (L, —1), 
T(1,1,0) = (5,4), 
T(1,0,01= (8,1) 


14Ẹs fácil demostrar, lo cual se deja como ejercicio al lector, que si X= (x1,..., Xn) € R”, existe V € E tal que [V] æ = x. 


15Note que [rz es la matriz transpuesta de los coeficientes de los vectores f del sistema de igualdades (5.10). 
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Se requiere encontrar escalares a;; tales que 


(1,—1) = 411 (1:3) + a4» (2,5), 
(5,—4) = 0251 (1,3) + a3 (2,5), 
(3, 1) = 031 (1,3) -F a35(2,5). 


Esto es, las soluciones de los sistemas (con la misma matriz de coeficientes): 


EHIFIBEISEHIFILEHE 
Л 


Resolvamos estos sistemas con la misma matriz de coeficientes (cfr. el método expuesto en la pág. 27). 


tj x $$) pr 21 1 % 3 
zaleei 1 De eb = < 
[1 0|-7 -33 -13 ], 
0 =i | + 19 ML 


НЕННЕ 


Entonces, 


жь aj ce 
riz - | 4 uu sr” 


O Nota 5.7 Sean 4, 4, bases de los espacios E y Е, respectivamente. Si T € .Z(E,F) y A es una 
matriz de tamaño m x n tal que 


> 


Аа, = [Т(И)]ж, Vi € E (5.11) 
se tiene entonces 
(А [7]22) = бән уе В"; 
por el lema 5.1 se sigue que? 
A- [1% =0. 


Es decir, la única matriz que cumple (5.11) es la representación matricial de Т relativa a estas bases del 
teorema 5.18. 


16Cfr. nota 5.4, página 443. 
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Veamos ahora qué sucede con una representación matricial cuando se cambian bases en los espacios 
vectoriales. 


Teorema 5.19 Sean E, Е espacios de dimensiones finitas; B,, Z'ı bases de E; 25, B'a bases de F; 
y T € L(E,F). Sean P la matriz cambio de base de Z', a Bı (i.e. [i] ш, = РШ) y О la matriz 
cambio de base de 8") a P, (es decir, [V| 2, = QV] zx, ), entonces 


BE com 


DEMOSTRACIÓN M Sea z € E, entonces 


(Q^ [TI P), = (Q^ [T122)P li]; 
= (Q"'[T]22) а, 
=) 
=0"[T(Dla, 
= [T (&)] ж 


y de la nota 5.7 se desprende que 


є 
— 
=й 
e 

© 
=> 

Il 
“~ 
2 

— 
«2 

Il 


3(1,0) 4- 1(0, 1) 
T(0,1,0) = (2,-5) = 2(1,0)—5(0,1) 
T(0,0,1) = (-4,3) = —4(1,0) +3(0,1) 


se tiene 


Por otra parte, ya que 


(1,1,1) = 1(1,0,0) +1(0,1,0) + 1(0,0, 1) 
(1,1,0) = 1(1,0,0) + 1(0, 1,0) +0(0,0,1) 
(1,0,0) = 1(1,0,0) +0(0,1,0) + (0,0,1) 
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DEMOSTRACIÓN 


se concluye que 


Entonces 


a| =7 =33 =i 
J] 4 19 8 ` 
Que es el mismo resultado que obtuvimos en el ejemplo 5.36. 


Representaciones diagonales de transformaciones lineales 


Toda transformación lineal de un espacio en otro tiene diversas representaciones matriciales segün las 
bases con las que se trabaje. De entre todas estas representaciones sería conveniente buscar aquellas 
que sean suficientemente "sencillas". De la experiencia adquirida a lo largo de este libro, sabemos que 
las matrices con mayor nümero de entradas nulas y, más aün, aquellas que son muy parecidas a una 
matriz diagonal, son matrices que se prestan mucho para minimizar cálculos y conjeturar propiedades 
de las mismas y, por tanto, de las transformaciones que representan. En el siguiente teorema, dada una 
transformación lineal, veremos cómo es posible construir bases de tal manera que la correspondiente 
representación sea una matriz con entradas nulas fuera de la diagonal principal y unos en ella. 


Teorema 5.20 Sean E y F espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente, y T € 
.Z (E,F). Entonces existen bases B, = (e1,...,64) y Ba = Í fis.. Jm} de sendos espacios, tales 
que la representación matricial de la transformación lineal relativa a estas bases, pes = [aij], tiene 
unos en la diagonal principal y ceros fuera de ella; esto es, 


_[1 sii=j 
= | O en otro caso (51) 


E Sea г el rango de Т; es decir, dim(T (E)) = r. Sea { /,..., f.) una base de T (E) y completemos ésta 
a una base de F;'” digamos 


Ba = Ls + tro fra z sdm 
Puesto que Л, а J- € T(E), existen é,,...,é, € E tales que 


Т(2) = Ё  parai=1,...,r (5.13) 


17Cfr. el procedimiento que se dio еп la página 167 para completar un subconjunto L.I. a una base de un espacio. 
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Sea k = dim (Ker(T)), entonces, por (5.2) del teorema 5.8 (cfr. pág. 431), n = r +k. Sea (6411... 6,44) 
una base de Ker(T). Por construcción, 22 es una base de Е. Afirmamos que 


> > > > 
21 = ЕИ а) 


es una base de E. En efecto, puesto que 4, tiene n elementos, basta probar que éstos son L.I., lo cual es 
cierto pues si Q7,...,Q,Qy+1,+--> O44 SON n-escalares tales que 


E а Ала О Лл (5.14) 
Entonces, dado que T es lineal, 
оТ (ё) + os T (8) нат (8,41) osa T (8,44) = бк 
y puesto que €,+1,...,€r+x € Ker(T), de (5.13) y la precedente igualdad se concluye que 


m A (5.15) 


Como los vectores Л, без E son L.I. (pues forman una base de T (E)), (5.15) implica 


01=-»*"=0,=0 (5.16) 
De (5.16) y (5.14) se tiene 
ыйы dh Orga o = бє (5.17) 
y ya que €,+1,...,€r+ son L.I. (pues forman una base de Кег(Т)), (5.17) implica 
«кы mo = ак =0 (5.18) 
De (5.16) y (5.18) se desprende que los vectores é;,...,8,,€y+1,..-,€y+. son L.I. Finalmente, puesto que 


T(&) — fi -0- hh +0 fatl +O fiae fa 


para i = l,...,ry 


T€) = 0g — 0- fi 4- --- -0- f, 


para ¡=r+1,...,r+k, se sigue que 


con los a;; dados рог (5.12). Wi 


» Ejemplo 5.38 Sea T : Р; — P; la transformación derivación; esto es, T(p) = p'. Construyamos, 
siguiendo el proceso dado en la demostración del teorema 5.20, bases de Рз y Р» tales que la represen- 
tación matricial de T relativa a éstas tenga unos en la diagonal principal y ceros fuera de ella. Para ello 
notemos antes los dos siguientes hechos: 


1. Т(Рз) =P» (T es suprayectiva). Efectivamente, si q(x) = ax? + bx +c € P», entonces p(x) = 
Тах} + ibX + сх satisface 


Т(р(х)) = р(х) = ax! - bx-- c = q(»). 
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2. Ker(T) = gn(1). En efecto, 


p € Ker(T) © р(х) = 0 & р(х) =c> pe gn(1). 


Por el inciso 1 podemos tomar como base de Т (Рз) la base canónica de P», 2 = (1,x,32) (fi = 1, 
hex fa-x)Sea e =x, б = ix у ез = ix. entonces Т (e1) = 1, T(e3) = ху T(e3) = x? (los 
valores de los e; se encuentran por simple inspección o integrando). Siguiendo el proceso del teorema 
5.20, la base B| se construye adjuntando a ei, e» y ез los elementos de la base de Ker(T ), en este caso 
el polinomio constante 1; esto es, 


By = 1% ix, 6.1] : 


Puesto que 
T(x) = 1 =1-1+0-x+0-x, 
(10) = х = 0:1+1:х+0:22, 
T (10) =? = 0:1+0:х+1-22, 
T(1) = 0 =0-14+0:x+0-x?, 
ѕе бепе 


5.2.4 Isomorfismos 


Entre dos idiomas diferentes no existe un diccionario perfecto con el cual se pueda traducir literalmente 
del uno al otro. La estructura lingüística es demasiado compleja, convencional, evolutiva y varía de un 
país a otro incluso entre dos regiones de un mismo país. Sin embargo, en las matemáticas es usual que 
existan “traductores” perfectos entre entes distintos cuando éstos tienen una estructura algebraica con 
un origen común. En álgebra lineal, cierto tipo de transformaciones lineales son los “traductores” que 
se emplean de manera natural entre distintos espacios vectoriales porque son funciones que preservan 
la estructura de las operaciones. En este breve apartado veremos cómo es posible construir estos traduc- 
tores y probaremos que cualquier espacio vectorial de dimensión finita, salvo los sustantivos empleados 
para designar a sus elementos, es en esencia el espacio de vectores R”. 


Definición 5.16 Sean E y F un par de espacios vectoriales y T : E — F una transformación lineal. 
1. T es un isomorfismo”? si T es una transformación biyectiva. 


2. Si existe un isomorfismo del espacio E sobre el espacio Е, se dice que E es isomorfo a Е y se 
escribe E S Е. 


18Del griego iso-morfo (igual forma o estructura). 
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» Ejemplo 5.39 Sean E = R? y F = P», el espacio de polinomios de grado a lo más 2, y T: E— F 
definida por 


T (a,b,c) =a+bx+ckX. 
Mostrar que T es un isomorfismo. «4 
DEMOSTRACIÓN Ш Sean (a,b, с), (a1, b1,c1) € IR? y a, 8 ER, entonces 


T(a(a,b,c) + B(a1,b1,c1)) = T (aa + Bai, ab 4- Bbi ac 4- Вс) 
= (aa + Bai) + (ab + Bbi)x-- (ac + Bei)? 
= a(a-- bx-- cx?) + blai ++ bx J- cix?) 
= aT (a,b,c) + BT (a1,b1,c1); 


así que T es lineal. Si (а,Ь,с) € Ker(T), entonces T (a,b,c) = 0; y por tanto, 
ac bx cx? —0 


de donde a = b = c = 0, y por ende Кег(Т) = (055); luego T es inyectiva. Si р(х) = а+ bx -- cx? € ЕЁ, 
claramente Т (a,b,c) = p(x); por lo que T es suprayectiva. Hemos mostrado que T es lineal y biyectiva, 
así que T es un isomorfismo. Ё 


A continuación probamos que = es una relación de equivalencia entre los espacios vectoriales reales. 


Teorema 5.21 Sean E,F y G espacios vectoriales. Entonces 
MESE 
DERE BE 
SUB SE ЕЕ СЕЕ С. 


DEMOSTRACIÓN Ш 1. Sea T : E — E la transformación identidad; es decir, T (i) = ii Vii € E. Claramente T es lineal y 
biyectiva. 


2. Sea T : E 5 F un isomorfismo. Como Т es biyectiva, entonces es invertible, y por el teorema 5.11, 
T : F —> E es lineal y biyectiva; luego Е = E. 


3. Se deja de ejercicio al lector. Bi 


O Nota 5.8 Por el inciso 2 del teorema precedente, E Е > F 2 E, diremos simplemente que E y Е 
son isomorfos si se cumple la propiedad 2 de la definición 5.16. 


» Ejemplo 5.40 Sean los espacios vectoriales С[0, 1] y C[2,3]. Mostrar que son isomorfos. « 


DEMOSTRACIÓN BI Sea Т: C[O, 1] > C[2,3] la transformación definida por T (f) = g, donde g(x) = f(x— 2) Vx € [2.3]. 
Geométricamente la transformación T asigna a cada función f € C[0, 1] su traslación al intervalo [2, 3] 
como se ilustra en la figura 5-4. 
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Sean fi, f € C[0,1] y a, 8 € К. Entonces Vx € [2,3] se 


f ^ / tiene 
| | | T(ofi - Bfz)(X) = (afi + Bo) (x2) 


1 2 3 =0f1(x- 2) + Bfa(x-2) 


— E = (aT) G) + (9T 9) 2: 


luego T (afi + Bf.) = aT(fi) + BT(f2) lo cual prueba que T es lineal. Sea f € Ker(T), entonces 
T(f) = 0 , el neutro aditivo de С[2,3], por lo que 


f(x-2)20 Vxe [2,3]. 
Sea и € [0,1], entonces x = u 4-2 € [2,3], así que 


f(u) = f(x 2) =0, 


y por tanto, f(u) = О para todo u € [0, 1]; i.e., f = 0, el neutro aditivo de C[O, 1]; luego Ker(T) = (0) y 
entonces T es inyectiva. Sean g € CD,3] y f : [0,1] — К la función definida por f(x) = g(x+ 2) (puesto 
que 0 € x € 1, se tiene 2 < x 4- 2 € 3). Entonces, ya que g y la función x — x + 2 son continuas, f es 
continua en [0, 1]; y para todo u € [2,3] 


T(f)(u) = f(u—2) = g(u) 


es decir, 


Т(/) = 8; 


lo cual prueba que Т es suprayectiva. Con esto hemos demostrado дие Т es un isomorfismo y por tanto 
C[0,1] = С[2,3]. m 

Del inciso 5 del teorema 5.10 (cfr. pág. 432) se tiene como consecuencia inmediata el siguiente 
resultado. 


Teorema 5.22 Si E y F son espacios vectoriales isomorfos y uno de ellos tiene dimensión finita n, 
entonces el otro tiene también dimensión n. 


> Ejemplo 5.41 Sean E y Е un par de espacios vectoriales reales de dimensiones n y т, respectiva- 
mente. Entonces .2(E,F) Mi xn. En efecto, sean Zi = {2,...,2,} y = In TT EA bases de E 
y Е, respectivamente. Para cada T € (Е, Е) sea E la representación matricial de T relativa a estas 


bases. Definimos Y : .Z(E,F) — Mix como (Т) = КС. Entonces: 


1. Sean o, B ER, Tj, T € Z(E,F). Para todo ii € E se tiene, por 5.12 y 5.12 del teorema 5.12, pág. 
436, 


an +A) Me, = a 7 da, +01 (da, 


EI 
= 3, 
e t3 
| 
Xo" 
ОРЧ 
DES 
= y 

S 
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De la unicidad de la representación matricial relativa a bases dadas de una transformación lineal 
(cfr. nota 5.7, pág. 448), se tiene 


[or 4- 815]: = o [n] + 8[Ь]@; 
es decir, 
Y(oT, + 815) = Y (T) + PY (77). 


. Sea T € Ker(P), entonces V(T) = €, la matriz cero de tamaño m x n. Es decir, 


por tanto, para todo и € E, 


luego 
[T (à)] а, = бат. 
De 4 del teorema 5.12, la igualdad precedente implica 
T(i)—Óg VücE. 


Es decir, T es la transformación cero, el neutro aditivo de .Z'(E,F); lo cual prueba que Y es 
inyectiva. 


. Sea A € Mx „. Definimos T : E > Е, para cada ў € E, por 
T (i) = afi pes Famm 


donde (@1,...,&m) = Alii] жү. Dado que # = Y => [i] z, = [V| ү, se desprende que T está bien 
definida. Sean a, 8 ER y ii, v € E, entonces 


[ой - BV] gs, = alila, + Ва, 


y por tanto 


А[ой + BV] z, = oA[i]z, c BAD] z; 


de donde 


T (oii + BV) = oT (i) + BT (V). 


Luego T € .Z (E, Е). Puesto que 


se tiene A — ps esto es 


456 CAPÍTULO 5 


DEMOSTRACIÓN 


| Transformaciones lineales, valores y vectores propios 


MD) eA. 
Lo cual prueba que T es suprayectiva. 


Hemos mostrado así que Y es un isomorfismo y por tanto .2(E,F) 2 Mx y 4 


Como consecuencia del ejemplo anterior y del teorema 5.22, 
dim(.Z(E,F)) = mn 


si dim(E) =n y dim(F) = m. 


Ahora mostraremos que cualquier espacio vectorial real de dimensión finita es isomorfo a IR". 


Teorema 5.23 Sea E un espacio vectorial real de dimensión n, entonces Е Y IR". 


Ш Sea Z= [é,,...,6,] una base de E. Sea T : E А" definida como 


Entonces, por las propiedades 1 y 2 del teorema 5.12 se tiene 


T (oii + BV) = [odi + PV zz 
=0(ú 2 +82 
-oT(i) + 8T(9) 


por lo que T es lineal. Si (оџ,...,о,) E€ R”, sea # = ае +:**+Qnén € E, entonces 
T (o46i +... + Qnén) — (оц, Da , Ot); 


así que T es suprayectiva. Si T (ii) = Ор", entonces [ii] = Ов» y por la propiedad 5.12 del teorema 5.12 
se desprende й = Ов; lo cual demuestra que T es inyectiva. Hemos probado así que T es un isomorfismo, 
у portantoE=R". E 


Si E y F son espacios vectoriales reales con dimensiones iguales a n, entonces, por el teorema 
precedente, Е 2 R” y Е 2 R”; por tanto, del tercer inciso del teorema 5.21, E 2 Е. Con lo que queda 
demostrado el siguiente teorema. 


Teorema 5.24 Cualquier par de espacios vectoriales que tienen la misma dimensión (finita) son 
isomorfos. 


» Ejemplo 5.42 
1. P, S R7, 
2. 97, „хп RA 


3. Z (Py 4, P4 1) 2 M, (las matrices cuadradas de orden n).4 
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5.3 Valores y vectores propios, diagonalización 


Las propiedades de un operador lineal Т, definido en un espacio de dimensión finita, que son inde- 
pendientes del sistema de coordenadas (la base) con el que se trabaje en el espacio (es decir, que son 
independientes de la representación matricial), se denominan propiedades intrínsecas del operador; por 
ejemplo, el determinante de cualquier representación matricial de un operador lineal es independiente 
de la representación y, por tanto, es una propiedad intrínseca de éste. Entonces, como mencionamos an- 
tes, es sumamente importante encontrar alguna representación matricial lo suficientemente sencilla para 
identificar, a partir de esta representación, propiedades que sean intrínsecas del operador. En la sección 
anterior probamos, en el teorema 5.20, que dada una transformación lineal T : E — Е, se pueden cons- 
truir bases (£j) y {7} de tal suerte que la representación matricial de Т relativa а estas bases tiene unos 


I? en ese sentido. 


en la diagonal principal y ceros fuera de ella; es decir, una representación diagona 
Para operadores lineales las representaciones matriciales se definen a partir de una sola base {ё;} para 
el espacio vectorial; en este caso no siempre es posible construir una representación matricial diagonal 
sin emplear otra base más. El objetivo ahora, en esta sección, es determinar qué tipo de operadores tie- 
nen representaciones matriciales (relativas a una sola base para el espacio) que sean diagonales y cómo 


encontrar dichas representaciones. 


5.3.1 Valores y vectores propios 


Supongamos que E es un espacio con dimensión finita n y T : E — E es un operador lineal que tiene 
una representación matricial [T] y, relativa a la base ZZ = (€,,...,é,), que es una matriz diagonal. Sean 
аң = Aj, i= 1,...,n, los elementos de la diagonal de la matriz [T] æ- Entonces, dado que 


elt 


Por tanto, 


Т(ё) = №; paracadai- l,...,n. (5.19) 


I?Recordemos que una matriz cuadrada es diagonal si todas las componentes fuera de la diagonal son nulas. Abusando un poco 
del lenguaje, entenderemos que una matriz no cuadrada es diagonal si todas las componentes fuera de la diagonal principal son 
nulas; donde la diagonal principal está formada por las entradas de la forma а. 


20Cfr. definición 1.4, página 8. 
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Ahora supongamos que existe una base 4 = ([€,,...,é,) del espacio E y escalares Ay,..., Ay tales que 
se cumple la igualdad (5.19). Entonces 


T(é) = №: = 0-6 4- 0-8 1 Ai 6-0: Ga +: +0-é, 
рага cada i = 1,...,n; luego 
[Т] а = diag(A;,..., A4). 


Esto es, para que un operador lineal Т tenga una representación matricial diagonal es necesario y su- 
ficiente que existan n-vectores L.I., é,,...,é,, y n-escalares A,,..., A, que cumplan la igualdad (5.19). 
Resumimos lo hasta aquí demostrado en el siguiente teorema. 


Teorema 5.25 Sean E un espacio vectorial de dimensión n y T : E — E un operador lineal. Entonces 
T tiene una representación matricial diagonal si y sólo si existen €j,...,€, € E, vectores L.I., y un 
correspondiente conjunto de escalares A;,..., An, tales que 


T(é)- Аё; paracadai=1,...,n. 
En ese caso la representación diagonal es 
[T]2 == diag(A;, m AN 


donde Еее: 


De esta manera, el problema de hallar representaciones matriciales diagonales de operadores lineales 
se reduce a encontrar los vectores L.I. y los correspondientes escalares que satisfacen (5.19). El primer 
paso para resolver este tipo de problemas es encontrar escalares A y vectores correspondientes и tales 
que T (i) = Ай. Motivados con este primer objetivo damos la siguiente definición. 


Definición 5.17 (Valores propios de operadores lineales) Sean E un espacio vectorial (no necesa- 
riamente de dimensión finita) y T : E — E un operador lineal. 


1. Se dice que А € Кез un valor propio (valor característico, eigenvalor, autovalor) de Т si existe 
un vector ú € E, con ú 5 Og, tal que 


т(й) = Ай (5.20) 


2. Si А es un valor propio de T y ú € E es un vector по nulo que satisface (5.20), entonces se 
dice que ii es un vector propio (vector característico, eigenvector, autovector) del operador Т 
correspondiente al valor propio A. 


O Nota 5.9 


1. Si A es valor propio del operador lineal Т, entonces existe y € E — {Ór} que satisface (5.20); luego, 
sic € R— {0} es un escalar, T (cii) = cT (ii) = c(Ait) = A(cii) y, por tanto, cii € E — (Og) es vector 
propio de T correspondiente a A. Así que un valor propio tiene una infinidad de vectores propios 
correspondientes. 
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2. Supongamos que A, и son valores propios соп un mismo vector propio correspondiente и, entonces 
Aii = T (il) = ий, lo cual implica (А — и) = бк, y por ende А = и (pues 7 4 Og, cfr. la propiedad 
9 del teorema 3.4, pág. 138). Es decir, existe un único valor propio correspondiente a un vector 
propio dado. 

3. Si en la definición 5.17 se permitiera que ii = бк. entonces todo escalar A sería valor propio de Т; 
pues бк = Т (Ок) = Ag. El restringir los vectores propios а vectores по nulos es porque se quieren 
encontrar vectores L.I. que satisfagan (5.20), y si бк se incluye en esta lista entonces este conjunto 
se convierte en linealmente dependiente. Otra razón es que se rompe la unicidad de valores propios 
correspondientes a un vector propio dado que se mostró en el segundo inciso. 

4. Aunque los vectores propios no pueden ser nulos, los valores propios sí. Por ejemplo, si T es un 
operador lineal no inyectivo, entonces T (ii) = Ок = 0- para todo ii € Кег(Т); puesto que T no es 
inyectivo, el núcleo contiene elementos no nulos y así А = 0 es valor propio de Т. 

5. Es evidente que A es valor propio del operador T si y sólo si Ker(T — АГ) Z {Ок}; es decir, si el 
operador lineal T — АГ es no inyectivo, donde / es el operador identidad del espacio E (cfr. ejemplo 
5.8, pág. 418). 


» Ejemplo 5.43 Sea el espacio vectorial 
С° (оо, оо) = { f : R — R| f tiene derivada de todo orden para cada x € R} 


y sea el operador lineal T : С° (—о, оо) + C*(—0o,00), T(f) = f', el operador derivación. Encontrar los 
valores propios y vectores propios correspondientes de Т. 


Solución 1. SiA=0 


АГ = JP =g 
T sy a 
Tix) em 0 e 
por tanto, f es una constante. Las funciones constantes distintas de cero son los vectores propios corres- 
pondientes al valor propio А = 0. 


2. SiA ZO 
T(f)2Af > 
Г = ау 
df _ 
"mo il 


Е ЕСЕ 


In|f| =Ax+c = 
Pale? — de 


Vectores propios para A: 
fü) e be 0. 
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En síntesis: todo número real A es valor propio de Т. Si А = 0 los vectores propios correspondientes 
son todas las funciones constantes no nulas. Si А Z О, los vectores propios correspondientes a A son las 
funciones f(x) = ke", k #0. wv 


No todo operador lineal tiene valores propios, como hacemos patente en el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 5.44 (Un operador sin valores propios) Sea Т : С[0, 1] — C[0,1] el operador definido por 
T(f) = g, donde 


в0)= f 704. xelat]. 
0 
x x 
Por ejemplo, si f(x) = х2, entonces g(x) = ] tdt = 3 Encontrar, si es que existen, los valores propios 
0 
de Т. 


Solución Supongamos que A es un valor propio de Т. Si f 4 0 es una función propia de А se debe 


tener 
T(f)- Af 
Luego, 
MIS 1 "аг Vxe [0.1]. (5.21) 
лое, 


ол) = (лда). 


y al aplicar el teorema fundamental del cálculo?! se obtiene 


f(x) = Ау (). 


De aquí que A debe ser distinto de cero, pues en caso contrario f — 0 (la función constante cero). La 
igualdad precedente se puede escribir como 


df 1 

de X 
que equivale a 

df 1 

DUM sdy 

[OX 
e integrando se tiene 

1 
In|f| = ух+С, 


21Si f € Cla,b] y F(x) ET f (t)dt, entonces F es derivable y F'(x) = f(x) Vx € [a,b]. 
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que al tomar exponencial en ambos lados produce 


f(x) = е", 


con k = +С 4 0. Sin embargo, la función f(x) = ke*/A no satisface el requerimiento (5.21): 


0 
хрр | f(t)at =0 
Jo 
pues Ak Æ 0. Luego Т no tiene valores propios. Y 


Espacio propio 


Sea T : E > E un operador lineal y sea А un valor propio de Т; si ij, V € E son vectores propios corres- 
pondientes a A y a, 5 € R, entonces 


T (oii + BV) = aT (ii) + BT (V) 
= a (A) + (AV) 
= А(ой + BV). 
Por lo que si oui + 87 4 Ов, éste es también un vector propio correspondiente al valor propio A. Así, 


el conjunto de todos los vectores zi tales que T (27) = Aii es un subespacio vectorial de E (este conjunto 
también contiene a Og, ya que T (Öje = бк = Абк) que contiene a todos los vectores propios correspon- 


dientes a A. Hacemos patente este concepto en la siguiente definición. 


Es decir, el espacio propio de un valor propio A es el conjunto de todos los vectores propios correspon- 
dientes a A uniendo al mismo el vector neutro aditivo del espacio. 


Sea A una matriz cuadrada de orden n y consideremos el operador matricial T4 : R” > R” , Ta (4) = 
Au. Entonces A es valor propio de 74 si y sólo si existe ii € IR" — бр» tal que Aii — Aii. De esta manera, 
la definición 5.17 tiene como caso particular la siguiente definición. 
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» Ejemplo 5.45 Si A = | - | | 


Así, 4 es valor propio de А. 


» Ejemplo 5.46 Sea A la matriz del ejemplo precedente. Encontrar los vectores propios correspondien- 
tes al valor propio 4 y E4 (el espacio propio del valor propio 4).4 


Solución Los vectores propios de A, correspondientes a este valor propio, son las soluciones no 


triviales del sistema 


que equivalen a las soluciones no triviales del sistema homogéneo 
(A —4b)ú = др. 


Resolvamos entonces este sistema: 


Luego 


Es decir, el conjunto de vectores propios correspondientes al valor propio 4 son todos los vectores de la 
forma r(1,1) con r Æ 0 y el espacio propio es E4 = gn((1,1)). Y 


Teorema 5.26 Sean A,B matrices cuadradas de orden n que son similares. Entonces A y B tienen los 
mismos valores propios. 


DEMOSTRACIÓN BI Sean A un valor propio de la matriz A, ii € R” — (On) un vector propio correspondiente, y P una 
matriz cuadrada de orden л tal que А = P^ !BP. Entonces 


B(Pú) = Р(Ай) = Р(Ай) = А(Рӣ). 


Puesto que ii 5 Ов" у P es una matriz invertible, se tiene que Pú 4 Ор"; por tanto, А es valor propio de 
B. Sea и un valor propio de B y v c IR" — {Ов} un vector propio correspondiente. Entonces 


A(Pv) = P^ (Bv) = P^! (и?) = (Р 'Ӯ) 


y nuevamente, dado que P^! es invertible y ў 4 Ор", PY A Ор" у, por tanto и es valor propio de В. Bl 


SECCIÓN 5.3 | Valores y vectores propios, diagonalización 463 


Ya que en un espacio vectorial de dimensión finita cualquier par de representaciones matriciales de 
un operador lineal son similares, el teorema precedente tiene como consecuencia inmediata el siguiente 
corolario. 


Corolario 5.1 Si E es un espacio de dimensión finita y T : E — E es un operador lineal, entonces 
todas las representaciones matriciales de T tienen los mismos valores propios. 


¿Cuál es entonces la relación entre los valores propios de un operador lineal y los valores propios de 
cualquiera de sus representaciones matriciales? Seguramente el lector ya sabe cuál es la respuesta; pero 
para hacerla patente la probamos en la siguiente proposición. 


Teorema 5.27 Sean Е un espacio vectorial de dimensión finita n y T : E — E un operador lineal. Si 
[T], es cualquier representación matricial de T relativa a una base B = [€,,...,én), entonces el 
operador Т y la matriz [T | в tienen los mismos valores propios. 


DEMOSTRACIÓN BI Supongamos que А es un valor propio de T con i € E— (Og) un vector propio correspondiente, 
entonces T (ii) = Ait. Por tanto, 


Luego 


[T] ШР = л [i] в 


y dado que” ii + Ок > [ii] @ Ор", se tiene que А es valor propio de la matriz [Г] д. Ahora supongamos 
que и es un valor propio de la matriz [T] „, con un vector propio correspondiente У = (vi,...,v,) € 
В" — {0р }. Sea ii = vé +--+ у, 2,, entonces? й € E— {0g} у 


lo cual implica 


y por ende и es valor propio de Т. Mi 


22Cfr. teorema 5.12, página 436. 
23Cfr. teorema 5.12, página 436. 
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En resumen, si T : E — E es un operador lineal y E tiene dimensión finita, los valores propios de 
T son los valores propios de cualquier representación matricial del mismo. Por tanto, el problema de 
hallar los valores propios de un operador lineal definido en un espacio de dimensión finita se reduce a 
encontrar los valores propios de una matriz (de una representación matricial cualquiera del mismo). Esta 
es una enorme ventaja, pues podemos aprovechar toda la herramienta matricial que hemos desarrollado 
a lo largo de este libro para este fin. Por esta razón es que será suficiente restringir nuestro estudio de 


encontrar valores propios al caso de matrices cuadradas de orden n. 


Cálculo de valores y vectores propios de matrices 


En el ejemplo 5.46 vimos cómo calcular los valores propios de una matriz cuadrada resolviendo un siste- 
ma homogéneo. Ésta es la idea general para calcular valores y vectores propios de una matriz cuadrada. 
Sea A una matriz cuadrada de orden n; dado que un sistema cuadrado homogéneo tiene soluciones no 
triviales si y sólo si la matriz de coeficientes del mismo tiene determinante cero, tenemos: 


A es valor propio de A <> existe ii € R” — {Ор tal que Aii = Aii 
< el sistema homogéneo (A — А,)х = Den 
tiene soluciones no triviales 
€» det(A — АҺ) =0 


donde /, es la matriz identidad de orden n. Ahora, si A € К es un valor propio de la matriz A, entonces 


debe existir una solución no trivial del sistema homogéneo 
(A — M) X = бр. 


Así, los vectores propios correspondientes a A son las soluciones no triviales de este sistema homogéneo. 
Hemos probado así el siguiente resultado. 


Teorema 5.28 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces 


1. Las soluciones reales de la ecuación 
det (A — АҺ) =0 


son los valores propios de A. 


2. Y si AER es un valor propio de A, las soluciones no triviales del sistema homogéneo 
(A — AI;)X = р (5.22) 


son los vectores propios correspondientes a A. 


» Ejemplo 5.47 Sea 


Encontrar sus valores propios y los vectores propios correspondientes. « 
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р | 2 
Solución det(A — A5) — | 3 1—À | 
—-(2—-A)1—23)-6 
= M-3A-4 
= (A—4)(A-- 1) 
y las soluciones de 
det(A — Ар) = 0 
son los valores propios de A: 
A=4yA=-—1l. 


Si A = 4, el sistema homogéneo (5.22) en este caso es 


224305300 


que podemos resolver por el método de Gauss llevando а forma escalonada 


E= 


y haciendo sustitución regresiva 


Así, los vectores propios correspondientes a А = 4 son todos los vectores de la forma r(1,1) con r Æ 0. 
Análogamente si А = — 1, el sistema homogéneo (5.22) para este caso es 


Ls ailll] 


y 
3 2 3.2 
3 2 0 0 
por tanto, 
x | | -Q/3)s 
y] 5 
| =0/3)3, 
ы 3t 
= al 
Luego los vectores propios correspondientes а А = —1 son todos los vectores de la forma 1(—2,3) con 


120. v 
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En el ejemplo precedente obtuvimos det(A — AL) = А2 — ЗА — 4 para la matriz A = | : 7 | . En 


el caso general, si se desarrolla det(A — АҺ) para una matriz cuadrada A de orden n, se obtiene un 


polinomio en A de grado n. Veamos algunos casos particulares: 


1. Sin=2 
а ТУ im 
a21  Q22—A 


= (ai — A) (az — №) — ара 


= M — (ai +422)A+a1142 — anan. 


2. Sin — 3, empleando el inciso 1 tenemos 


а = А 412 413 
det(A — АВ) = da аэ = А 23 
431 a32 азз—А 
a = А 423 a2 аз a2 аз 
=(йш==л) Am a ta 1 
a32 d33— a32 d33— d; —À d» 


= (ay — A) (А? — (az +33) + 42233 — 2332) 


di2 413 


+431 
a2=A da 


—021 


y ya que los dos últimos términos son claramente polinomios de grado a lo más uno, se deduce 
que 

det(A — А) = АЗ + (а + азз а) № +a1À + a0 
donde о, оо ER. 


3. Sin = 4, empleando los incisos anteriores, 


а = А ау? а\з 414 
dia da а2 А a23 az 
431 a32 азз—А азд 
ал\ asz ааз d44— À 
а = А 423 024 
= (ai —A) dy) d33—AÀ a34 
ар ааз ад А 
a 413 414 ај 413 414 
—а21| a32 азз = А азд |+аз\| d22—À аз 024 
ay ааз ащ А аз аз а-л 
a12 d13 414 
ад | d22—AÀ az (24 


аз; аз3—А азд 
= (а — А)(—^? + (an + азз + ал)^? +01A+00) 


412 а13 di4 412 di4 013 
an | a32 a3=A азд | —431| а2 = А азд da 
442 ааз ад А аз d44—À ааз 

412 d13 414 

—ад | an = А 423 24 


a32 азз – А азд 


SECCIÓN 5.3 | Valores y vectores propios, diagonalización 467 


Por los dos incisos anteriores,” es claro que al desarrollar los determinantes de los últimos tres 
términos se obtienen polinomios de grado 2. Así que 


det(A — А) = ea (a11 +433 + ала +422) i cA? +HCA+CO 
con c5,C,,co ER. 


Hemos hecho plausible la demostración, que puede hacerse por inducción, del teorema 5.29; la cual 


se deja como ejercicio al lector. 


Con esta terminología los valores propios de A son las raíces reales del polinomio característi- 
co de A; es decir, las soluciones reales de la ecuación característica. Vimos, en el teorema 5.26, que 
dos matrices similares tienen los mismos valores propios; ahora veamos que también tienen el mismo 
polinomio característico. 


DEMOSTRACIÓN Ш Sea P una matriz cuadrada invertible de orden n tal que А = P^! BP. Entonces, 


А— АҺ =Р-ЇВР— ЛМ, 
= РЇВР— АР-!Р 
= Р!(В— М№,)Р 


?^Note que intercambiamos dos columnas del determinante que multiplica аз. 
?5Cfr. definición 4.2, página 242. 
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y por tanto 
det(A — Al,) = det(P^ ! (B— М№,)Р) 
= det(P ^!) det(B — А) det(P) 
= (det(P))”* det(B — Al) det(P) 
= det(B — M); 
esto es, 


ра(А) = рв(А). Ш 


Como consecuencia inmediata del teorema anterior tenemos que cualquier par de representaciones 
matriciales de un mismo operador lineal en un espacio de dimensión finita, por ser matrices similares, 
tiene el mismo polinomio característico. 


Definición 5.21 Si E es un espacio vectorial de dimensión finita y T : E — E es un operador lineal, 
se define el polinomio característico de T, pr(A), como el polinomio característico de cualquier 
representación matricial de T. 


De lo precedente se concluye que una matriz cuadrada tiene a lo más n valores propios, pues un 
polinomio de grado n tiene a lo más n raíces reales. Lo mismo ocurre obviamente para un operador 
lineal en un espacio de dimensión finita n. 


Teorema 5.31 
1. Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces A tiene a lo más n valores propios. 


2. SiT : E— E es un operador lineal y dim(E) = n, entonces T tiene a lo más n valores propios. 


Método sintetizado para encontrar los valores y vectores propios correspondientes de una matriz 


Resumimos a continuación la información precedente para calcular los valores y vectores propios co- 
rrespondientes de una matriz cuadrada A de orden n: 


1. Se calculan las soluciones reales, A;, de la ecuación característica 
det(A — AL); 


es decir, las raíces reales del polinomio característico pa(A). 


2. Para cada A; se encuentran las soluciones no triviales del sistema no homogéneo 


y dichas soluciones serán los vectores propios correspondientes a A;. 
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O Nota 5.10 


1. Dado que un polinomio de grado n puede tener raíces múltiples”? (o repetidas), es obvio que el 
paso 2 únicamente se lleva a cabo para los valores propios A; distintos entre sí; es decir, para las 
raíces simples del polinomio característico. 


2. Si E es un espacio de dimensión finita y T : E — E es un operador lineal, para calcular los valores 
propios y vectores propios correspondientes de T' se aplica el procedimiento precedente a cualquier 
representación matricial de Т. 


2-1 0 
» Ejemplo 5.48 SeaA— | —1 0 1 
L3 


1. Encontrar los valores propios de A. 
2. Hallar los vectores y espacios propios correspondientes. 


3. Calcular las dimensiones de los espacios propios. 


Solución Primero encontremos las raíces del polinomio característico. Para ello desarrollamos por 
cofactores |A — АВ | por la tercera columna: 


palA) = |А— AB] 
$e» d 0 
e E А 1 
L 4$ 1-3 
Жый. 1 SER Í 
ал cg y HUA) 1 Al 
=-(B0-)-D+(1-MEAQ=A)+1) 


Sin embargo, este resultado no produce una factorización adecuada para calcular las raíces. Pero si 
desarrollamos el determinante por la primera fila obtenemos 


IP 
= (2—Л)[—(1—Л)—3]—(А—1—1) 
ДИ 3-9) 
= (2 А)[А2-А-–3]+(2- A) 
= (2 А)(А2 А341) 
z(2-21)03—4A-2) 
z(2-2)(-2)04 1) 


sie 3041 
scia Oud 


?6por ejemplo, el polinomio de grado tres р(А) = (1 — A) (A +2) tiene las raíces distintas А = 1 (raíz de multiplicidad 2) y la 
raíz simple A= —2. 
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Así que las raíces de pa(A) son A = 2 (raíz doble) y А = —1 (raíz simple). 


1. Valores propios distintos: Àj = 2 y A2 =—1. 


2. Los valores propios de A;, i = 1,2, son las soluciones del sistema homogéneo (А — АВ)? = Úrs. 


0 1 0 1 3 —1 
Para A; = 2: —1 -2 1|^l|-1-2 1 
1 3 — 0 1 0 
13 -1 
se X | 0 
O 1 0 
13 -1 
=|O 1 0 |; 
0 0 0 
X1 T 
X2 = 0 
X3 r 
1 
ex 
1 


Luego el conjunto de vectores propios рага À; = 2 es 


1(5,0,r) [73 0. 


s db uw 3- TO 
Рага А; = —1: -111|=|0 4 3 
1 32 O 3 6 
3 X 0 
^|04 3 |; 
0.0 0 
X1 M 
х |= | -3r 
Хз 4r 
1 
=r| -3 
4 
y el conjunto de vectores propios de А = —1 es 


[(r,—3r,4r)|r 4 0]. 
3. Por lo precedente 
E, =gn((1,0,1)) y Ё =gn((1,-3,4)). 


Por tanto dim(£>) = 1, 
dim(Eı) =1. v 
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En el ejemplo precedente рд = —(A— 1)? — (5 — ЗА) no tiene una forma adecuada para factorizar y 
calcular las raíces. Pero si desarrollamos, obtenemos 


pal) esa? +3? —4 
y la ecuación característica se puede escribir entonces como 
3-3» «4-0. 


Las raíces se pueden hallar mediante división sintética. Recuerde que en un polinomio que tiene coefi- 
cientes enteros y es mónico (el coeficiente de la mayor potencia es 1) si una raíz es entera, entonces debe 
dividir exactamente al término independiente, en este caso 4; y que si r es raíz del polinomio, entonces 


el residuo de dividir el polinomio entre A — r es cero. Para este caso, los divisores de 4 son +1,+2,+4. 


Al hacer división sintética se obtiene 


p] = 0 4 


1 =] —2 0 


Los coeficientes del cociente son los primeros tres números de la última fila y el residuo está dado en la 
última columna de esta fila (0); por tanto, А? — 312 +4 = (A—2)(42— А — 2); esto es, А — 31244 = 
(A—2)(A—2)(A+ 1) = (A — 2? (A + 1). Las raíces son entonces A = 2 (doble o de multiplicidad 2) y 
À — 1 (simple o de multiplicidad 1), que son las mismas que encontramos antes. 


5.3.2 Diagonalización 


Al inicio de esta sección planteamos la posibilidad de encontrar una representación diagonal de un 
operador lineal Т en un espacio de dimensión finita n; y en el teorema 5.25 (cfr. pág. 458) mostra- 
mos que las condiciones necesarias y suficientes para este fin son que existan п escalares reales А; y 
n vectores L.I. é;, j= 1,...,п, tales que T(é;) = Аё Vj. Esto es, que T tenga n valores propios А; 
con sendos vectores propios correspondientes ё; que sean linealmente independientes; es decir, que 
formen una base del espacio. En tal caso dicha representación diagonal es diag(A;,...,An). Si A es la 
representación matricial de Т relativa a una base 4, los valores propios de Т y de A son los mismos; 
por tanto, que Т tenga una representación matricial diagonal equivale a que exista una matriz C tal que 
D —C-!AC, donde D = diag(A1,..., An); pues las representaciones matriciales del operador T son matri- 
ces similares. Entonces el objetivo se limita nuevamente a trabajar con matrices cuadradas y determinar 
bajo qué condiciones se puede llevar a efecto esta “diagonalización”. 


Definición 5.22 Sea A € M, una matriz cuadrada real de orden n. A es diagonalizable si existe un 
par de matrices C, D € 9), con D una matriz diagonal y C una matriz invertible, tales que 


р = С-!АС. 


Se dice entonces que el par (C,D) es una diagonalización рага la matriz А. 
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Sea A una matriz diagonalizable de orden n, y (C,D) una diagonalización para A, con D = diag 
(A1,..., An). Puesto que A y D son similares tienen los mismos valores propios (cfr. teorema 5.26); de 
ahí que los valores propios de A son?” Ay,..., An. Sean K lada ‚К, las columnas de la matriz С; entonces, 
puesto que AC = CD, se tiene, de (1.2), página 11, 


[AK, AK; ses АК, = [Ki МЕ» әш МК]; 


por lo que AK; = №, y por ende K; es un vector propio de la matriz A correspondiente al valor propio 
А; para cada i = 1,...,п. De esto y del teorema 5.25, con Т = T4, se demuestra el siguiente teorema. 


Teorema 5.32 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces A es diagonalizable si y sólo si A 
tiene n valores propios A; € R con vectores propios correspondientes iij, de sendos valores propios, 
linealmente independientes; es decir, los vectores propios ii,...,ii, forman una base de №". En tal 
caso una diagonalización para A está dada por el par (C,D); donde C es la matriz cuyas columnas 
son los vectores iij, j = 1,2,...,n, y D = diag(A1,A2,..., An). 


Necesitaremos del siguiente lema para tener una consecuencia inmediata del teorema anterior y 
poder probar el principal resultado de esta sección (el teorema 5.33). 


Lema 5.2 


1. Sean Т un operador lineal definido en un espacio vectorial y A¡,..., A, valores propios de 
T distintos entre sí. Supongamos que {И\ү,...,Иүтү} es un conjunto de vectores propios L.I 
correspondientes a Ai, (ii,..., Йот, } es un conjunto de vectores propios L.I. correspondien- 
tes a А, etc., y (it,... aves es un conjunto de vectores propios L.I. correspondientes а A. 
Entonces los vectores 


U11,+++>U1m,>421,+ ++ > U2m,>- ++» Ukl>+ ++ Ит (5.23) 


son linealmente independientes. 


2. Sean A una matriz cuadrada de orden n y A;,..., A, valores propios de A distintos entre sí. Sean 
basses dl т) conjuntos L.I. de vectores propios correspondientes a ^; para cada j = 1,...,К. 
Entonces los vectores 


> > > > > > 
Uil,- - Uam 4215 +++ > U2m)> +++ >Ukl> Un 


son linealmente independientes. 


DEMOSTRACIÓN Ш 1. Procedamos por inducción sobre k. Si k = 1, por hipótesis {011,...,#1» } es L.I. Sea k un entero 
mayor a 1 y supongamos que el resultado es cierto para todo conjunto de k— 1 valores propios de 
T distintos entre sí. Si uno de los vectores en (5.23) es combinación lineal de los demás, digamos 
likm, (de ser necesario podemos renombrar estos vectores y los valores propios para que esto suceda 
así), entonces existen escalares 


O11, «Op gm 02105 O2 ms О»... Okm¿—1 


27Es evidente que los valores propios de una matriz diagonal D = diag(A,...,A,) son los elementos A; de su diagonal. 
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tales que 
m, m my—1 
lm, = Y oiii + У оой +: Y, oui (5.24) 
i-l i-l i=l 
Por tanto 
m] m тк—1 
T (üm) = Y oT (Ñu) + Y оТ (ib) +++ У ошТ(йш) 
¡=1 i=l i=1 
y entonces 
mı ma my—1 
Arton, = Y онй: + У azidi +: M, oily (5.25) 
¡=1 i=l i-l 
Pero, por (5.24), 
m| ma my—1 
Айк», = Y oiii + У ooi; +++ У ошй (5.26) 
i=l i=1 i-l 
De (5.25) y (5.26) se desprende 
m, D E 
Y al Apit + У Aro Aia- = Og (5.27) 
i=l i=1 


Por hipótesis de inducción, ya que los Ау, j = 1,...,k— 1, son distintos entre sí, se tiene que los 


vectores 
> > > E E E 
Uj1>+++>Ulm,> H2]. + > U2m)> + ++ >U(k-1)1> LL Um 4 


son L.I.; así que (5.27) implica 


ол (А! = А) = Олту Ay E A) =0 
O1 (А = Ar) m wee жЕ Qm (А = A) =0 
от (А X) = + = Окуш 1 (Ag-1 Ав) = 0 


y puesto que А; — Az 4 0 para todo j = 1,2,...,k— 1, se concluye que 


о = = Om =0 
Q21 == 02m», = 0 
Q(k-1) = ' = Aim = 0. 


Al sustituir estos о;у en (5.24) obtenemos 
my—l 
is, = Y, oui 
i=l 
que es imposible, pues por hipótesis los vectores l;1,..., i 1m, SON L.I. Luego, los vectores en (5.23) 
tienen que ser independientes. 


2. Es consecuencia inmediata del inciso anterior al tomar T = Т. Bl 
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Corolario 5.2 Si A es una matriz cuadrada de orden n que tiene n valores propios A;,..., An distintos 
entre sí, entonces A es diagonalizable y una diagonalización para A es el par (C,D); donde C es la 
matriz cuya columna j, j = l,...,n, es un vector propio ii; correspondiente al valor propio A; y 
DEAA N ооа а) 


DEMOSTRACIÓN Ш Por el lema 5.2 los vectores propios iij, j = 1,...,п, son L.I. y por ende {11,...,1,} es una base de 


R”; y la conclusión es entonces consecuencia inmediata del teorema 5.32. BW 


» Ejemplo 5.49 Sea A = | : Я » Entonces 
Т-А 2 
Е 2 1-A 
= (1-А) ~ 
=M-21-3 
= (А—3)(А+1); 
así que los valores propios de A son А, = 3 y А = —1, n = 2 valores propios distintos. Por el corolario 


5.2, A es diagonalizable. Para hallar una diagonalización necesitamos calcular vectores propios. 


| ba Л] fis 3 
P | 2 EM 2 x] 


EET 


y por tanto los vectores propios correspondientes tienen la forma 


[1 r 40. 
Para Ao: [3 rale ^ ca 
(22) 


y entonces los vectores propios correspondientes tienen la forma 


1 E | r0. 


Así, 


es una diagonalización para A. 
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Comprobación: mE 3 0 
c»-|1 allo i 
— 3 ИЕ 
13 1 
y 
ї 2 1 1 
4c- |; E EI 
[3 —1 
13 il 
Por tanto 
AC=CD 
que equivale a 
р = САС. 


El corolario 5.2 únicamente establece condiciones suficientes para que una matriz sea diagonali- 
zable; es decir, puede ser que una matriz sea diagonalizable aunque su polinomio característico tenga 
raíces múltiples (cfr. ejemplo 5.50). De hecho, vamos a establecer condiciones necesarias y suficientes 
para que una matriz sea diagonalizable (teorema 5.33) que cubrirán todos esos casos. Antes de ello 
necesitamos un poco más de terminología. 


Definición 5.23 
1. Sean Е un espacio vectorial de dimensión finita n, T un operador lineal en E y А un valor 
propio de T. 
(a) A la multiplicidad de A como raíz del polinomio característico de T se le Пата la multi- 
plicidad algebraica de este valor propio y la denotaremos, en este libro, por pal A). 
(b) A la dimensión del espacio propio Ex se le dice multiplicidad geométrica de A y la repre- 
sentaremos, en este texto, mediante el símbolo us (А). 
2. Sea A una matriz de orden n y A un valor propio de A. 


(a) Se llama multiplicidad algebraica de A а la multiplicidad de este valor propio como raíz 
del polinomio característico de la matriz A y se le representa por el símbolo pa(A). 

(b) Se define la multiplicidad geométrica de A como la dimensión del espacio propio E»; esto 
es, gl A) = dim(E)). 


O Nota 5.11 
1. Sabemos, del teorema 5.12, que si i/j,..., 1 son vectores de un espacio vectorial E de dimensión 
finita n, Z es una base de este espacio y [| д, i = 1,...,k, son los respectivos vectores de coor- 


denadas relativos a dicha base, entonces los vectores t; son L.I. en E si y sólo si los vectores [1;] д 
son L.I. en IR". De esto se desprende que la multiplicidad geométrica de un valor propio À de un 
operador lineal T : E — E es la misma que la multiplicidad geométrica de este valor propio para 
cualquier representación matricial de Т. 

2. 51А es una matriz cuadrada, es evidente que los conceptos de multiplicidad algebraica y geométri- 
ca son exactamente los mismos que los correspondientes conceptos para el operador 74. 


476 CAPÍTULO 5 | Transformaciones lineales, valores y vectores propios 


Un resultado preliminar para lograr el objetivo final de dar condiciones necesarias y suficientes para 


la diagonalización de una matriz está contenido en el lema 5.3. 


Lema 5.3 


1. Sean T un operador lineal en un espacio vectorial de dimensión n y Ay un valor propio de este 
operador, entonces 


Ig (90) < Mta (o). (5.28) 


2. Sea A una matriz de orden n. Entonces, para cada valor propio Ay de A se tiene (5.26). 


DEMOSTRACIÓN W 1. Sean m = ui (Ao) y Z = {ё\,...,ёһ} una base del subespacio propio Ел. Completemos 4 a una 
base 1 €i... ., €, E41... 6,] de E mediante el procedimiento dado en la página 167. Entonces 


T(é;) ==%е. Vi= Liso. Mi 


De aquí se sigue que la representación matricial de T relativa a esta base tiene la forma 


donde D = diag(Ao,.... Ao). Bı y B» son matrices de tamaños m x (n — m) y (n — m) x (n — m), 
—— 


m 
respectivamente y С es la matriz cero de tamaño (n — m) x m. Entonces 


_| D-An Bi 
pro B | б B» m AS 
Es fácil mostrar que 
D= М» Bi __ : 
б B. edic [55 det(D — А) det(B? — M, 4); 


por tanto, 
pr(A) = (Ао — A)" det(B2 — Аһ). 
De aquí que Ay es raíz del polinomio característico de multiplicidad al menos т; esto es, 
Ig (o) € pa (9): 


2. Es inmediata al aplicar el primer inciso a T = 74. W 


Supongamos ahora que А es una matriz cuadrada de orden п con п valores propios tal que para cada 
uno de éstos la multiplicidad algebraica coincide con la multiplicidad geométrica. Esto es, si A tiene k 


valores propios distintos entre sí, A1,..., Az, entonces jt (Aj) = Mal Ai) = mi, para cada i = 1,...,k. Sean 
E 5j ; E : "B 
entonces iij, .. ., п; vectores propios L.I. correspondientes al valor propio Aj, para cada ¡=1,...,k. En 
virtud del lema 5.2 inciso 2, уа que los valores propios À,,..., Az son distintos entre sí, el conjunto 
>1 2] 2 2 >k >k 
T T 8. 
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es linealmente independiente. Finalmente, ya que 
m, +m + +m, = п 


(pues la suma de las multiplicidades de las raíces distintas de un polinomio es igual al grado del mismo), 
del teorema 5.32, se concluye que A es diagonalizable con diagonalización la matriz C que tiene por 
1 


zm E E E 2% 
columnas a los vectores ii], ... и 7 NR i£. Bum. iil y 


тү» "my ter 


D = ав (Ат, An dl ААДА), 


m, mo y 


Inversamente, supongamos que la matriz es diagonalizable. Sea (C, D) una diagonalización para esta 
matriz con D = diag(81, £,..., Bn). Entonces, si A1,A2,..., Ag, son los valores distintos entre sí de la 
diagonal de D, se tiene 


sati) ауу) 


donde m; = u4(A;) para cada i = 1,...,k. De aquí, ya que las columnas de C son vectores L.I. por ser 
ésta una matriz invertible, existen por lo menos т; vectores L.I. en E), para cada i = 1,...,k; pues, para 
cada columna K у de C, AK ==: В К j (сїт. la discusión que sigue de la definición 5.22); lo cual prueba que 


Ша(А№) < р. (А) para cadai=1,...,k. (5.29) 


De (5.28) del lema 5.3 y (5.29) se desprende 


Da (Ai) = pg (Ni) 


para cada valor propio de A. Hemos probado así el resultado que da condiciones necesarias y suficientes 
para que una matriz sea diagonalizable y que hacemos patente en el teorema 5.33. 


Condiciones necesarias y suficientes para que una matriz sea diagonalizable 


Teorema 5.33 Sea A una matriz cuadrada de orden n que tiene n valores propios. Entonces A es 
diagonalizable si y sólo si para cada valor propio de A la multiplicidad algebraica coincide con la 
multiplicidad geométrica; esto es, 


pala) = n) 


para cada valor propio A de A. En este caso, si À1,..., Àx son los valores propios de A distintos 
entre sí con sendas multiplicidades algebraicas Box) ВУ И, АТ: А j Son vectores 
L.I. correspondientes a cada valor propio Ау, entonces una diagonalización para A es el par (C,D), 
donde C es la matriz que tiene por columnas a los vectores 


E 1 2 32 >k >k 


Uis- -- Umo Uls- -Ums Hp Кн 


D= Шады л оссо e Ae a LAE 


т mo my 
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» Ejemplo 5.50 Determinar si la matriz 


ї 3 3 
A=|.0 <> 6 
0 —3 4 


es diagonalizable y encontrar, en su caso, una diagonalización para епа. 


Solución PalA) = 0 =5-л 6 


(1-A)(-6 Mh A) +18) 
= (1-А)(А+А-2) 
(1-0 2A - 1) 
= -(1- AY(A --2). 
Así que los vectores propios de A, distintos entre sí, son 
Al = y № = —2; 


соп multiplicidades algebraicas 


Ша(№) =2 y palA2) = 1 


Рага А; = 1: 
0 —-3 3 0 —3 3 0 — 
(A — АВ) 0-6 6|=|0 00]|^4|0 
0 —-3 3 0. 0 0 0 
luego 
Л 5 1 
Xxl=|r|=s|0|+r| 1 
X3 f 0 1 
Por tanto, 4, (A1) = (Е) = 2. 
Para № = —2: 
3 -3 3 1 -1 1 1 -1 
(A+2B)=| 0 -3 6 | ~ |0 1 —2 {~ [о 1 
0-3 6 0 —3 6 0 0 
luego 
X1 ГА 1 
xy. |el2r]|--]2 
X3 r 1 


Por tanto, 4, (A2) = dim(E 2) = 1. 
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Puesto que ua(A1) = ug (A1) y MalA2) = ig (A2), A es diagonalizable y una diagonalización para A es el 
par (C,D), donde 


1-41 10 0 
С=|0 1 2|yD=|0 1 0 
0.11 DO 2 


de acuerdo con el teorema 5.33. El lector puede comprobar, verificando la igualdad de los productos” 
AC y CD, que efectivamente D = СТАС. v 
210 
» Ejemplo 5.51 Sea A= | —1 0 1 |. En el ejemplo 5.48 (cfr. pág. 469) vimos que los valores 
3d 
propios de A son А = 2 y № = —1 con multiplicidades algebraicas (A) = 2 y palA2) = 1; y que 
dim(E,) = 1 y dim(E_¡) = 1. Luego ра (Ат) Æ ug (А); por tanto, A no es diagonalizable.4 


» Ejemplo 5.52 Sea 


1 30 0 
Ü- —2 чу 0 
ара 3 23 
38-3 5 „7 


Determinar si А es diagonalizable y, en caso afirmativo, encontrar una diagonalización para esta matriz. 4 


DA 3 0 0 
T u 0 EA 0 0 
Solución PALA) = 3 3 I-A 3 
3 3 0 ES 
—2—A 0 0 
=(1-A) 3 1—A A 
3 0 =2=À 
1=A =3 
-ü-XC2-3) 0 23.3 | 
= (1—2A)(-2— A)(1— A)(-2— А) 
= (1- А)2(2+А)?, 
рог lo que los valores propios distintos de A son À; = —2 y А = 1, con multiplicidades algebraicas 


(А) = 2 y ua (9) = 2. Resolvamos los sistemas (A — АД) = Ов" para i = 1,2. 


Para А; = —2: 

330 0 id 
000 0 |] 14 0 

ACRES s е езер 33 38 
330 0 000 0 
ti i pp d xj 
Goi i o =] 1 
00. 1 оо о o[ 
00 0 о оо о 0 


28 Observe que se comprueba la igualdad de los productos AC y CD para evitar el cálculo de C”*. 


480 CAPÍTULO 5 | Transformaciones lineales, valores y vectores propios 


por lo que x4 = x3, x1 = —X2 — xa + X4 = —x»; esto es, la solución del sistema homogéneo es 
Xj —5 —1 0 
% | _ 5 |. 1 0 
xl E 0 ш 1 
X4 r 0 1 
y entonces dim(E 5) = 2. 
Para А = 1: 
U 3 0 9 
0 —-3 0 0 
AA. 3 
3 3 0 -3 
1 10 -1 
1 10 -1 
0 1 0 0 
0 —1 0 0 
1 10 -1 
2 0 0 0 0 
0 1 0 0 
0 —1 0 0 
1 10 —1 
E 0 1 0 0 
0.0 0 o» ү 
ооо 0 


de donde x; = 0, ху = x4; por tanto, la solución del sistema homogéneo es 


Xi r 1 0 
X2 _ 0 _ 0 0 
Хз B 5 =. 0 +5 1 ? 
X4 r 1 0 


así que dim(£,) = 2. 


Puesto que u4,(41) =2 = ug (A1) y (A2) = 2 = tral ^2). A es diagonalizable y una diagonalización para 
esta matriz está dada por 


- 0 1 0 2 9 0 9 
1000 0-2 0 Ü 
Ee] 44 9 1] "91 & 4-5 
б 130 б wk Ug. 
Comprobación: 
|i * ч хаб RE 
walt 9 9 1000 
CA 3 4 3 0 10 1 
3.3.49 53 0 1 1 0 
2 0 10 
.]-2000 
A d x0 1 
05 -2 1 0 
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y 
AA A 000 
mel 1000 0 0: 0 
=] 0 10 1! 0 0 10 
0 1 1 0 0 00 1 
2 010 
=> 0.00 
-* d e A * 
9.2 1 9 


Propiedades de matrices diagonalizahles 


Sea A una matriz cuadrada de orden n que es diagonalizable, con diagonalización (C,D) y D — diag 
(A1,...,An). Entonces D = C^!AC, de donde 


det(A) = det(D) = A1 ++- Àn; 
esto es, el determinante de A es el producto de los valores propios de A. Por otro lado, 


D? = (С-!АС)(С-!АС) 
= С-!А?С, 


de donde se infiere, lo cual se puede probar por inducción, que 
Dn = С-!А"С 
para todo entero positivo m; y puesto que D" = diag(AT,..., Aj), se tiene 
A" = Cdiag( Af, АС. 


Resumimos la información precedente en el siguiente teorema. 


Teorema 5.34 Si A es una matriz cuadrada de orden n que es diagonalizable con diagonalización 
(C.D), D = diag(A,..., An), entonces À1,...,Às son los valores propios de A y 


T 
det(A) = А: As. (5.30) 
2. Para todo entero positivo m, 


AUC gane 


O Nota 5.12 En realidad mostraremos, en el siguiente apartado, que la igualdad (5.30) es válida para 
toda matriz A aunque ella nos sea diagonalizable (cfr. teorema 5.36, pág. 486); esto es, que el determi- 
nante de toda matriz cuadrada es el producto de los valores propios de la misma. 
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5.3.3 Valores propios complejos y diagonalización sobre C 


Valores propios complejos, propiedades 


Sabemos de educación elemental que las raíces de un polinomio no siempre son todas ellas números 
reales; de hecho, aun en casos muy simples, se obtienen raíces complejas. El campo C de números com- 
plejos contiene, algebraicamente, al campo IR de los números reales mediante la inclusión a — a 4- Oi. 
Es entonces evidente que las matrices con entradas reales, ЭЛ хп, pueden incluirse algebraicamente en 
el conjunto de matrices con entradas complejas, 9Jt,,..,, (C), mediante la identificación antes mencionada 
de los números reales a con los números complejos de la forma a 4- 0i. De esta manera podemos extender 
los conceptos de valores y vectores propios a este tipo de matrices para considerar los casos en los que el 
polinomio característico tenga raíces complejas. Lejos de ser una simple generalización esta idea resulta 
sumamente ütil tanto en aspectos teóricos como en aplicaciones y su uso, a estas alturas, es inevitable.?? 


Definición 5.24 (Valores propios complejos de una matriz) Sea A una matriz cuadrada de orden n 
con entradas complejas, i.e., A є M,(C). Se dice que А € C es un valor propio de A si existe un 
vector И € C", и + (0,0,...,0), tal que Aŭ = Ай. En este caso, a й se le llama vector propio de A 


n 
correspondiente a A. 


Todo lo que hemos desarrollado, relativo a valores y vectores propios de matrices cuadradas con 
componentes reales, sigue siendo válido para matrices cuadradas con entradas complejas simplemente 
considerando la definición 5.24 en lugar del caso particular de ésta contenido en la definición 5.19. 


» Ejemplo 5.53 Sea A = | Е : | . Encontrar los valores y vectores propios correspondientes de la 
matriz А. 
dili c ty | ame | 
= (1—^)(2—^)+1 
=2—3А+^?+1 
= А?—3А+3 


Las raíces del polinomio característico son entonces 


3=y9= 12 


МЮ шо NI® о 


29F] lector que hasta aquí ha omitido las subsecciones 1.1.5, 1.2.8, 2.1.5, 2.2.5, 3.5 y la sección В.І del apéndice B, éste es el 
momento para invertir un poco de tiempo en su estudio; el esfuerzo no será demasiado y bien valdrá la pena. 
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Así, los valores propios de A son А! = i ы y № = 3 = Yi, Resolvamos los sistemas homogéneos 
(A—A;jb)ü-Üc-[0 0]: 


e Рага А = Ear 
== г. Ri Ы" 
ї_ уз. 
1 379 
-~-i 2 
0 0 
y por tanto, 


Luego, los vectores propios correspondientes a A, son todos los vectores en C? de la forma 
1,4%; 
Je (- 2 + 5-1, 1) 


con r cualquier número complejo distinto de cero. 


e Para A, = зк 


184558 si _|—}+%% 1 
1 no 1 Leani 
Nm 
-+i -1 

1 3 

"ERU 

0 0 


por lo que 


Entonces los vectores propios correspondientes a A» tienen la forma s (i + УЗ, -1) con s € C — {0}. 


1 VETO E. КЕ 

^ = — e 5 d 
Comprobación: Para А), | ; : | Д ГЕ CENE. 
1 2431 
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1 -1][ 1+%i i-i 
Para А, | | 2 2 = y 
1 2 -1 34 ыз 
3. 3 МЗ; 
(3-380) |е v 
2 2 | z 3 ENS 
e lix 
[Ёё cb d 
» Ejemplo 5.54 SeaA= | 0 1 1 |.Encontrar: 
0 =l 1 
1. Los valores propios de A. 
2. Los vectores propios correspondientes a cada valor propio. 
3. Los espacios propios y sus respectivas dimensiones. «4 
Solución 1. Valores propios: 
IA  -—i i 
0 lA 1 = (1— А)((1— А)(1-А) +1) 
0 =1 1-A 
= (1 А)(А? 24-2). 
Рог tanto, A=i y 
21 y4-8 
A = 
2 
2+ 412 
2-3 
= 1:61 


Así que los valores propios son À; = i, № = 1+іу Аз = 1-і. 
2. Vectores propios. Para encontrar los vectores propios se tienen que encontrar las soluciones no 
triviales de los sistemas homogéneos (A — А,Ь) = бгз, para j= 1,2,3. 


A =i 
0 —i i 0 1 —=1+1i 
0 1-i 1 ~ |0 1-i 1 
0 =1 1—1 0 — i 
0 1 —1+1 
=|0 0 -2-2i 
0 0 -1-i 
0 1 -1-i 
~| 0 0O 1+ 3 
0 0 0 
y por tanto 
r 1 
y peux 
© 0 0 
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Así que los vectores propios correspondientes a A; tienen la forma (r,0,0) con r € C — {0}. 


№ = |+ 
—] -i i —] -i i 
0 -i 1 ~ 0 -i 1 
0 -1 -i 0 —1 i 
—] -i i 
~ 0 -i 1 |; 
0 0 0 
por ende 
x (-1- ir GE 
y | = —ir ey —i 
Ра r i 


Luego, los vectores propios correspondientes a A» tienen la forma r(—1 +i,—i,1), con r € C y 


#0. 


з =1—ї 
=1+2i — i =1+2 —i i 
0 i lle 0 i Ly 
0 —1 i 0 0 0 
por lo que 
X (14 35r (-1+31) 
Bor es 5ir == 3n 
га Sr 3 


Entonces los vectores propios correspondientes a Аз tienen la forma r(—1 +31,51,5) con r € C, 


r z- 0. 
3. Por lo precedente, 


E; — gn((1,0,0)), 
Ei; = gn((-1- i, —i,1)), 
Ba; = gn((—1 sp 31,51,5)); 


y por ende, 
dim(E;) = 1, 
dim(E¡+;) = 1, 
dim(£E;..;) =1 wv 
Dado que un polinomio de grado n con coeficientes reales y/o complejos tiene n raíces complejas (re- 
cuerde que un número real se puede considerar como un número complejo), contando multiplicidades, 


se tiene la validez del siguiente teorema. 
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Teorema 5.35 Sea A una matriz cuadrada de orden n (con componentes reales y/o complejas). En- 
tonces А tiene exactamente n valores propios reales y/o complejos (contando multiplicidades, es decir 
raíces múltiples o repetidas del polinomio característico). 


» Ejemplo 5.55 


1 0 
1. 5еаА = | | 1 


| . Entonces 


PA(X) = det(A == А) 


NEEDS 0 
= { 1-À 
—(1—-A)(1—2) 
=1-»M. 


Entonces los valores propios de A son A, = A2 = 1, raíces repetidas (А = 1 es raíz doble o de 
multiplicidad 2) del polinomio característico. 


2. Sea 
30 0.0 
A= s то 
0 7: d 
Entonces 


det(A — AL) =(3- A (i А). 


Luego, los valores propios de A son А) = 3, А = 3, Аз = iy № = i. A—3 con multiplicidad 2 y 


A = і соп multiplicidad 2.4 


Propiedades de los valores propios 


Los valores propios tienen propiedades algebraicas directamente relacionadas con la matriz de la cual 
provienen. 


Teorema 5.36 Sea A una matriz cuadrada de orden n (con entradas reales y/o complejas) y sean 
Лу, А, ...,А los valores propios de A (reales y/o complejos); es decir, las raíces del polinomio ca- 
racterístico consideradas con distintos subíndices aun si algunas coinciden; es decir, si son raíces 
múltiples del polinomio característico. Sea? pa(A) = (—1)" M 4- e, 4A"71 4---- 01A + co este poli- 
nomio. Entonces 

Ji co = det(A) ENIA А. 


2. tra(A) = A +2 4-4 As 


30Cfr. teorema 5.29, página 467. 
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DEMOSTRACIÓN Bi 1. Dado que А}, j = 1,...,n, son las raíces del polinomio característico, se tiene 


PAA) = (7-1 (A-A))(A =A) (A— An) 


(5.31) 
(А! S А)(А T3 A) UOS (Az = A), 


y ya que 
PalA) = det(A — AL), 


se sigue que 


со det(A) PA (0) ЛА: An. 


2. Del teorema 5.29 sabemos que с, = (—1)" !tra(A). Entonces 
pallà) = (-1)A* + (DO tra + e, 2A? +01 A со. 
Al desarrollar el lado derecho de (5.31) y comparar con la precedente igualdad se obtiene 
(—1)"!та(А) = (=D (Aj +A + An); 


de donde 
tra(A) = А +А+::: РА. MM 


» Ejemplo 5.56 Sea 


la matriz del ejemplo 5.53. Ahí vimos que los valores propios de A son A; = 3 + B у № = 5 = эз, 
Entonces, de acuerdo con el teorema 5.36, 


DM 

4 4 

=3 
» 

tra(A) = А +4 

=p 
Comprobación: 
аца) = | | 7) |-2+1=3, 


tra(A) = ау +42 = 1+2 = 3. 
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O Nota 5.13 


1. Observe que si una matriz tiene componentes reales, su determinante y su traza son también núme- 
ros reales no importando si los valores propios son o no números complejos; sin embargo, el de- 
terminante es el producto de los valores propios y la traza es la suma de éstos. Entonces, aunque 
los valores propios de una matriz con componentes reales sean números complejos, su producto y 
suma son números reales como se ilustró en el ejemplo 5.56. ¡Sorprendente!, ¿verdad? En realidad 
no tanto, es un hecho conocido y fácil de probar, que las raíces complejas de polinomios con coe- 
ficientes reales aparecen en pares conjugados; i.e., si z = a + bi es raíz, también Z = a — bi es raíz. 
Entonces, ya que el producto y la suma de números complejos son asociativos y conmutativos, 
podemos arreglar A142--+ An y A1 +42 +: ·· + Àn de tal suerte que pares conjugados estén uno tras 
otro; de esta forma, puesto que zz = à? +b? € Вух+7 = 2a € R, Ajo: An y Ar + A2 + ++ БА, 
serán números reales. 


2. Por otro lado, si las componentes de la matriz son números complejos, entonces el determinante 
y la traza pueden o no ser números reales, y el polinomio característico tendrá posiblemente coe- 
ficientes complejos. Sin embargo, sigue siendo válido que la suma y el producto de los valores 
propios son, respectivamente, la traza y el determinante de dicha matriz. Veamos esto con algunos 
casos particulares: con la información dada en el ejemplo 5.53, tra(A) = 2-Еї = А + № + Аз, 
det(A) = 2i = ААА y palA) = -А + (2+0) А2 + (—2 — 2i) А + 21, como el lector fácilmente 
puede comprobar. Mientras que con los datos del inciso 5.55 del ejemplo 5.55, tra(A) = 6 + 2i y 


det(A) — —9. Y, finalmente, si A — | Е i | ра(Х) = X —2A + 1, det(A) = 1, tra(A) = 2. 


Diagonalización sobre el campo C 


Ya vimos que una matriz con componentes reales puede tener valores propios complejos; entonces no 
puede ser diagonalizable de acuerdo con la definición 5.22. Sin embargo, si se permite que los escalares 
y las componentes de los vectores propios sean números complejos en el sentido de la definición 5.24, 
es posible que este tipo de matrices sean “diagonalizables” en el campo C; esto es, que existan un par 
de matrices С, D, con componentes complejas, tales que C^ ! AC sea una matriz diagonal. 


» Ejemplo 5.57 Si A = | К. т. | entonces 
1—A 2 
r) =) ER e | 
= —(1—^?)+2 
= А +1. 
Así que los valores propios de A en C son А = i y A2 = —i. Para А = i, 


1-і 2 1 14i 1 1+} |. 
-1 -1-i = 2 0 0 ? 
por lo que los vectores propios para A, tienen la forma 


al Ее |, «єС—{0}. 
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Para А = —1, 

1+ 2 1 1-i 1 1-і |. 

=1 —1+ї er 2 0 0 И 
luego los valores propios correspondientes a A» tienen la forma 


al. вес-(0). 


a eder edu А a 1 1 1-i 
Entonces, si € = | 1 1 | setieneC -4| 4 A 


Е 1 1 1—1 1 2 —1]-i —1+1i 
1 == 
“айз a [а-ы 4| 
ара i1-i][1-i 14i 
CR ed әры i E 
EN! 2 0 
| 2i|0 -2 
PE 4 
[i 0 
10 =i 


Es decir, 
С-!АС = diag(i, —i).« 


Es natural entonces extender el concepto de diagonalización sobre el campo C. 


Definición 5.25 Sea A € 9t, (C) una matriz cuadrada de orden n con entradas complejas. La matriz 
A es diagonalizable sobre el campo С si existe un par de matrices С,” є M,(C), con C una matriz 
invertible y D = diag(Ai,..., Àn) una matriz diagonal, tales que 


D = САС. 


Al par (C,D) se le Пата entonces una diagonalización para la matriz A. 


Toda la teoría relativa a la diagonalización que se desarrolló en el apartado 5.22 es válida para 
la diagonalización sobre el campo C y se transfiere directamente permitiendo que los escalares y las 
componentes de las matrices sean números complejos y que los vectores propios “habiten” en C". 


» Ejemplo 5.58 Sea 
i —144+14i 7+7і 
А= | 0 2—1 =1-i 
0 -2-2i —1+2ї 


Determinar si A es diagonalizable (en C). En caso afirmativo encontrar una diagonalización para A. 
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i—-A —144 14i TFT 


Solución ра(А)у= | 0 2—i—A 1—i 
0 22] 14-2i—A 
siia di 2—i—A -[-4 


2—21 —1+2-A 
(2—i—-A)(-142i—23) – (-1-i)(-2- 20) 
(Si- A—iA-- X — 4i) 

(2 — (1+А+0 
(АХ —)(Х D 
=(A-D2(1-A). 


Los valores propios distintos son entonces A, = i, А = 1 con multiplicidades algebraicas (A) =2 y 


HalA1) = 1. Resolvamos los sistemas (A — А) = бн. j=1,2 


Para А: 
0 —14+14i 7+7īi 0 -24+2 1+i 
0 2 — 2i 1—1 У. 0 | О 0 0 $ 
0 -2-2i -—l-i 0 0 0 


por lo que y = —(1+1)(-2+2i) !z = 3 iz, y entonces 


* q 1 0 
y|=| 18 |=a| O|+8]| ¿|;0,BEC. 
ё 28 0 2 
Рага А: 
ї—1 —14+14i 7+īi i-l —14+14i 7+7i 
0 1—1 —1-i io 2iR ER, 0 1—1 —1-i|, 
0 2— 2i 2-F2i 0 0 0 
por lo que 
y-(1-i)1-i)"!z- iz 
y 
х= ((14— 14))y - (—7 – 7i)z) (i - 1)! 
= ((14— 14i)iz+ (77 — 7i)z)(i- 1)! 
= — liz; 
es decir, 
x —Tiy =m 
2 y 1 
Entonces 
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Ya que i4 (41) = 2 = palAr) y (А) = 1 = pralA2), A es diagonalizable y una diagonalización para 
esta matriz es 


1 0 -T7i i 0 0 
E=| 0 i i y D=] 0. wd 
0 2 1 0.0 1 
Comprobación: 
i —14+141 7+7 i 0 —Ti 
АС = | 0 2—1 —]-i 0 -1 i 
0 -2-2i —1+2ї 0 2i 1 
-1 0 -T7i 
= 0 -i i 
0 -2 1 
y 
i 0 7 i 0 0 
Ср= |0 -1 і Q 4.0 
0 2i 1 0.0 1 
-1 0 -T7i 
= 0 -i i з 
0 -2 1 


lo cual implica que AC = CD; es decir, СТАС = D. v 


NES 


» Ejemplo 5.59 Sea A = | 0i 


| . Determinar si A es diagonalizable. < 


Solución PA (A) = 


Entonces los valores propios de A son А = Ау = № = i con multiplicidad algebraica р. (А) = 2. Puesto 


que 
0 1 
кле, 


los vectores propios de А están dados por 


HESHETS 


Por lo que dim(£;) = 1; y por tanto, (А) Z us (^), así que A no es diagonalizable. Y 


5.3.4 Üperadores autoadjuntos y matrices simétricas 


En la práctica difícilmente podremos evitar encontrar matrices reales que tengan valores propios com- 
plejos; sin embargo, existe un tipo especial de matrices para las cuales todos los valores propios son 
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números reales. Éstas son las matrices simétricas, que aparecen con mucha frecuencia en aplicaciones. 
El objetivo de este último apartado es probar que efectivamente los valores propios de cualquier matriz 
simétrica en Rson números reales y, más aún, que toda matriz simétrica con componentes reales es 
diagonalizable. Para alcanzar este fin, de la manera más breve y directa, necesitamos trabajar en espacios 
complejos y extender el concepto de producto interior a este tipo de espacios. Invitamos nuevamente al 
lector a consultar los apartados 1.1.5, 1.2.8, 2.1.5, 2.2.5, 3.5 y la sección B.1 del apéndice B para la 
mejor comprensión de este segmento. 


Definición 5.26 Sea E un espacio vectorial sobre el campo de los números complejos. Un producto 
interior (o producto escalar) en E es una función que a cada par de vectores ú,v € E les asigna un 
número complejo denotado por (ii, v), tal que: 


1. (6,7) = (97,0), Vú,VeE 

2. (VW) = (iV) + (8,6), үй, € E. 
3. (oV) =a(ú,v), Viy €E Va €C. 
4. (0,0) 20, Vic E 

5. (Li) =0ú= 0 


Observe que la definición 5.26 es exactamente la misma que la definición 4.1 (cfr. pág. 236) de 
producto interior en espacios reales salvo la propiedad 1 que difiere de la propiedad de simetría en 
espacios reales; pues en la propiedad 1 del producto interior en espacios complejos está involucrado el 
conjugado de un número complejo.** Por esta razón es que la definición precedente tiene como caso 
particular a la definición 4.1 al restringirse a espacios reales; pues z = z si z € R. 


O Nota 5.14 
1. Sii = (zj,...,z,) € C", utilizaremos la notación Ӯ para representar el vector de C" que tiene por 
componentes los conjugados de las componentes del vector и; i.e., й = (а) De manera 


análoga, si A Є Munxn(C) es una matriz, representamos a la matriz cuyas componentes son los 
conjugados de la matriz A por el símbolo A. 


2. Es fácil mostrar que si A € Muxn(C) y ii € C", entonces Aii = Ай. Lo cual se deja de ejercicio al 
lector. 


3. Si A es una matriz con componentes reales, es evidente que A — A. 


» Ejemplo 5.60 No es difícil probar que si se define para cada й = (z1,...,2,) € C” y V = (wi,..., wy) 
é С", 


entonces (1,7) es un producto interior en C". Se le Пата el producto interior canónico en C". Utili- 
zando la notación que convenimos en 5.14, este producto interior se puede escribir como el producto 
matricial 


я 


Ен 


(йз) =й 


31 Recuerde que si z = a + bi € C, el conjugado de z es z = a — bi. 
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» Ejemplo 5.61 
24i 
(1—4Li,(2-il-i42)-2[1-i 1 i] 1 
i 
2—i 
—-[1-i 1 i] 1 


= (1—)(2—) + (1)(1) + (~i) 


= 3 — 31,4 


» Ejemplo 5.62 Ер M,, xn (C) se define, para cada А,В € 99t,., (C), 
(А,В) = tra(B'A). 


Se puede probar, de manera análoga а como se hizo en el caso real (cfr. ejemplo 4.8 pág. 242), que éste 
es un producto interior en Mn (C). 4 


Hay una pequeña, pero notable característica del producto interior en espacios complejos que es 
importante que el lector tenga presente; la primera propiedad del siguiente teorema, cuya demostración 
es sencilla, se deja como ejercicio al lector. 


Teorema 5.37 Sea Е un espacio complejo y (-,-) un producto interior en este espacio. Entonces 


. (i, o) = a (i, V) para todo a € C y para todo par de vectores ii, V € E. 


> > 


1 
2. (ü-- V.) = (0 +10,9+1) Vi, V, € E. 


Definición 5.27 Si E es un espacio vectorial complejo con producto interior (>, :), se define, para 
cada ii € E, 


\й = 6a)" 


y se le llama la norma del vector ii inducida por el producto interior. 


Se puede probar, de manera análoga al caso real, que el producto interior en un espacio vectorial 
complejo satisface la desigualdad de Schwarz, | (i, v)| < ||| ||v|| Vi; v € E, y que la norma inducida es 
en efecto una norma en el sentido de la definición 4.11. Se define ortogonalidad de manera análoga al 
caso real; esto es, dos vectores son ortogonales si su producto interior es nulo. 

Para abreviar diremos que un espacio vectorial real o complejo con producto interior (-,-) definido 
en él es un espacio euclidiano. El teorema de ortogonalización de Gram-Schmidt es también válido en 
espacios euclidianos complejos. 

Si E es un espacio complejo, como en el caso real, un operador lineal en él es una transformación 


T : E > E que satisface: 


(й+у) = T (u) - T (V) Vii, V c E. 
(ой) = aT (и) Vi € E, Vo € C. 
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Los operadores lineales en espacios complejos tienen las mismas propiedades que los operadores 
lineales en espacios reales, pero trabajando con escalares complejos; así que haremos uso libre de éstas 
en todo lo que sigue. 

En el caso de espacios euclidianos, los valores propios y vectores propios correspondientes de un opera- 


dor lineal están relacionados con el producto interior, como hacemos patente en la siguiente proposición. 


ш (Т(й),й) = (iii) 


= A), 
de donde se tiene (5.32). B 


» Ejemplo 5.63 Sea A € M, una matriz simétrica con componentes reales, entonces T4, con Ta (t) = 


Aii Vii € C", es un operador autoadjunto en C" con el producto interior canónico en este espacio (cfr. 
ejemplo 5.60). En efecto, como A es simétrica, A' — A; y como A es real , A — A; luego 


(10.9) = (8) 
= (Au) V 


Mostremos a continuación que los valores propios de un operador autoadjunto y, en particular, de 


una matriz real simétrica, son todos números reales. 
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DEMOSTRACIÓN Bi 1. Sea А un valor propio de Т con vector propio correspondiente и € E, entonces, por (5.32) del 
teorema 5.38, 


Puesto que А = А se concluye”? que A Є В. 


2. Por el ejemplo 5.63, el operador 74 es autoadjunto y tiene los mismos valores propios que A; así 
que esta afirmación es consecuencia del inciso precedente. (Recuerde que una matriz cuadrada de 
orden n tiene n valores propios en C contando multiplicidades.) Bi 


1 -1 2 
> Ejemplo 5.64 SeaA— | —1 —1 1 |. Е lector puede verificar, efectuando el cálculo, que 
2 1 2 


аА) АБЭА = EN 


Haciendo división sintética о evaluando es fácil comprobar que +1 y +3 no son raíces enteras de este 


polinomio; así el polinomio característico no tiene raíces racionales. Sin embargo, puesto que A es 
simétrica, todos sus valores propios deben ser reales, como se hace patente en la figura 5-5. 


10 
| 
A IE E RO A WES NR 
1 | 1 
1 I 1 
| | | 
0 ads o a ia Бе по Pu: aa ¿E 
1 1 
I I 
| | 
-5 [---ў---1--------6------- ee sl uaa ETT ане 
| 1 
| | 
-10 r-J-----1i--------t------- E кешш ын 4 
l 1 
[ 1 
WC NN ЖИН ИЕ O ЛИВИИ 0 НОБ d 


= 
esset 
adesse 


3 2 1 4 


JA Figura 5-5 ° Gráfica del polinomio característico pa(A) que interseca al eje x en tres puntos: los valores carac- 
terísticos de la matriz A. Aunque no es simple calcular estos valores en forma exacta, existen y son números reales 
por ser la matriz simétrica. 


Una propiedad trascendente de los operadores autoadjuntos es que los vectores propios que corres- 
ponden a valores propios distintos de este tipo de operadores son ortogonales. Probamos a continuación 
este importante resultado. 


32, —-a-bi-z—-a-—bi-2bi 202 b—0-z-a-zcR. 
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Teorema 5.40 Sean E un espacio euclidiano y T : E — E un operador lineal autoadjunto. Si Ху y 
А son valores propios diferentes de T con vectores propios correspondientes И y V, respectivamente, 
entonces ii y V son ortogonales; esto es, (ii, V) = 0. 


DEMOSTRACIÓN M Como T es autoadjunto, por el inciso 5.39 del teorema 5.39, A1,A2 Є IR. Entonces 


de donde 


y por tanto, 


y ya que A; Æ Аз, se tiene 


Mostramos a continuación el resultado más importante de esta sección y que tiene como caso parti- 
cular el hecho de que toda matriz real simétrica es diagonalizable. 


Teorema 5.41 Sean E un espacio euclidiano de dimensión finita y T: E — E un operador lineal 
autoadjunto. Entonces existe una base ortonormal del espacio E formada por vectores propios de T. 
En particular, en virtud del teorema 5.25, T es diagonalizable. 


DEMOSTRACIÓN BI Procederemos por inducción sobre la dimensión del espacio E. Si n = 1, sea ú € E con ||2|| = 1; 
entonces 4 = {i} es una base ortonormal de E y T (ii) = Aii para algún escalar A € R; por lo que i 
es un vector propio de Т. Supongamos que el resultado es cierto para cualquier espacio vectorial de 
dimensión n — 1. Sea Ау un valor propio de T (A; existe porque E tiene dimensión finita y es real porque 
T es autoadjunto) y sea iij € E un vector propio correspondiente con (|| || = 1. Sean 5 = gn(ú,) y 


S: — (V € E| (,i) =0). 


Es decir, S+ es el complemento ortogonal de 5. Es fácil probar que $^ es un subespacio” de E. Com- 
pletemos?^ la base ZZ a una base ortonormal (iij, v5,...,V,] de E (si es necesario se debe aplicar el 


33Cfr. ejercicio propuesto 95 del capítulo 4. 


ЗАС. el procedimiento dado para este fin en la página 167. 
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proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt en esta construcción). Sean V € Se y 011,02,..., 0 ESCA- 


lares tales que 
V = olii + 02V» +: d3- OV, 


entonces 
0 — (1,141) = ол (41,11) +оо (Vo, 14) t Ба» (Un, 1) = ол, 
pues (ii, V», ..., Va} es ortonormal. Entonces 
V = а +: Ба; 
y puesto que los vectores V; € S+ ((ii, V»... ., Vn} son un conjunto ortonormal y por tanto, (V; L iij Vj), 


se concluye que 


5^ — mV) 
y ya que los vectores V; son L.I., se tiene 
dim(S*+) =п— 1. 
Si V € SŁ, entonces (Y, 71) = 0; y dado que T es autoadjunto, 
Gi, T (v)) = (T (1), V) = Qui, V) = X (h.v) = 0, 


así que T (V) € S+; por lo que T es un operador lineal autoadjunto en el espacio vectorial S+ de dimensión 
n — 1. Por hipótesis de inducción existe una base ortonormal de vectores propios de T para este espacio, 
digamos (d2,..., ii, }. Entonces 


[ii iio, E Ж} 
es una base ortonormal de vectores propios para E. W 


Como corolario a este teorema tenemos el resultado final de este capítulo. 


Teorema 5.42 Si A es una matriz simétrica real, entonces A es diagonalizable. 


DEMOSTRACIÓN Bi Puesto que А es una matriz simétrica con componentes reales, entonces, рог el ejemplo 5.63, el 
operador lineal 74 es autoadjunto y la afirmación es consecuencia inmediata del teorema 5.41. Mi 


5.4 Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 


5.4.1 Ejercicios resueltos 
Transformaciones lineales 
1 Sean E un espacio vectorial de dimensión finita n y F un espacio vectorial arbitrario. Probar que si 


{ё\,...,ё„} es una base de E y f;,..., f, son vectores cualesquiera en F, entonces existe una única 
transformación lineal T : E > F tal que T (2;) = f; para cada i = 1,...,n. 
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DEMOSTRACIÓN MI Sea z € E cualquier vector; dado que [€;,...,é,) es una base de E, existen escalares únicos o; tales 
que ii = Y; у ое. Se define T : E — Е como 


Por la unicidad de los escalares se tiene que la transformación T está bien definida. Entonces 


(a) Claramente T (2;) = para todo i = 1,...,n. (€, = 06i +- ·· + 02; 1 + 1é; +081 +--++08,,) 


(b) Sia,bER y ú= Y ое, V = X7 ., Ве; son un par de vectores en Е, 
п п 
T (aii + by) £z ad, Qué; b В; 
¡=1 i=l 


=r y aQué + y ња) 


=r (3 (ааг; Т) 
( 


(ао 4- bB;) a) 


=a% 01f+bY Bifi 
iz] 


i-l 
— aT (ii) + bT (V). 
Por tanto, T € .Z'(E,F). 


(c) Sea T, € .Z(E,F) tal que 7; (£j) = f; para todo i = 1,...,n. Si ï = У" оё; es cualquier vector 
de E, entonces 


[ 
Ms 
2 
5 
m 


Il 
= 


Il 
Ms 
2 
TA 


Il 
"jl 
х н 
= 
Na 


y por tanto, Т = Tj. E 


2 Encontrar la transformación lineal T : P > P; tal que T (1) = 0, T(x) = 1 y T(33) = 2x. 


Solución El conjunto {1,x,x?} es una base de P», por el ejercicio precedente T : P) — Ру definida, 
рага cada a + bx + cx? € Рз, por 
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T (a-- bx --cx^) — a-0--b-1--c-2x 
=ч зок 


es lineal. Note que T(p) =p'. Y 


3 (Transformación rotación). Encontrar la transformación lineal T : R? — R? que a cada vector ii lo 
transforme en el vector que se obtiene girando 45° a y en sentido contrario a las manecillas del reloj у 
que tiene la misma norma de й. 


Solución Роге] ejercicio 1, T : R? — R2, con T (1,0) = (у2/2,у2/2), T(0,1) =(-v2/2,v2/2) y 
si (x, y) € R?, 


T(x,y) =x(V2/2,V2/2) + y(=V2/2, V2/2) 
v2 


= yx + y) 


es una transformación lineal. Sea йб = T (х,у) = № (x — y. x + y), entonces 


up. ME 
\й = | e 9l 
2 
2 AT 
= / x? + y? 
= |4], 
Р" v2 
li: w = (x,y): (0 yoax-ty) 
v2 
= 7 ey) (1 yat) 
2 
Bite 
y por tanto 
jx _ F+ 
[al lvl. + 
LN 
zx 


Así que el ángulo entre i/ y su imagen w = T (i) es 


ф = arccos ($) =45. Y 


4 Sean E y F espacios vectoriales, con dim(E) = n, y Ju sen d vectores dados de F. Probar que existe 
una transformación lineal T : E — F cuya imagen está generada por los vectores Á т din 
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DEMOSTRACIÓN BI Sea {2;,...,2,} una base de E. 


(a) Sin < m, porel ejercicio 1 existe una transformación lineal T : E > Е tal que T (2;) = Ў рага сайа 


i = 1,...,п. Por el teorema 5.7 (cfr. pág. 429), dado que los vectores ё; generan a E, los vectores 
Т (2;) = I i — 1,...,n, generan la imagen de T; por tanto, también los vectores [3 pe. 
(b) Sin » m, sean f = Di para j = m 4 1,...,n; por el ejercicio 1 existe una transformación lineal 


T : E Е tal que Т(ё) = I para i = 1,...,n. Puesto que los vectores ё; generan a E, por el 
teorema 5.7, los vectores Ж, i = 1,...,п, generan а la imagen de Т y, por tanto, también los 
vectores 35 1= 1,...,т. E 


5 Encontrar una transformación lineal Т : R? — IR? tal que su imagen esté generada por los vectores 
(—1,2,1) y (1,1,3). 


Solución Sean T(1,0,0) = (—1,2,1), T(0,1,0) = (1,1,3) y 7(0,0, 1) = (0,0,0). Se define entonces 


T (x,y,z) = xT (1,0,0) - yT (0,1,0) 4- zT (0,0, 1) 
= x(—1,2,1) +y(1,1,3) 4 z(0,0,0) 
= (—x+y,2x+y,x+3y) 


Por el ejercicio T es lineal y su imagen está generada por los vectores (—1,2,1) y (1,1,3). Y 


6 Sean E y Е espacios vectoriales. Si la dimensión de E es infinita y T € .Z'(E,F), probar que por lo 
menos uno de los subespacios Ker(T) o T(E) tiene también dimensión infinita. 


DEMOSTRACIÓN Ш Suponga que ambos subespacios tienen dimensión finita. Sean {21,...,2,} y {Т(/),...,Т(/,)} ba- 
ses de Ker(T) y T(E), respectivamente. Sea й € E cualquier vector, entonces existen escalares 8; tales 
que T(ú) = У" BT. y por tanto, T (i У" | ГАД) = 0р; así que Z— Ут Bf € Ker(T); luego existen 
escalares о; tales que i — У" B = У ae, y por ende, 

r m 
ú= У оё; ч у Af. 
i-l i=l 
De donde se concluye que E está generado рог los vectores ё],...,ё,, p? iau dii lo cual es una contra- 
dicción a la hipótesis de que E tiene dimensión infinita. Por tanto, uno de los dos subespacios, al menos, 
debe tener dimensión infinita. Bi 


7 Sea f € Cla,b] y 


b 
gl) = / /@)сов(х—)й 
para cada x € [a, b]. 
(a) Mostrar que g € Cla, b]. 
(b) Sea T : Cla,b] — Cla, b] definido, para cada f € Cla, b], por la función T (f) donde 


rU) = л) сокса 


para cada x € [a,b]. Demostrar que T es lineal. 
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(c) Encontrar una base y la dimensión de la imagen de Т. 


(d) Determinar la dimensión del núcleo de Т. 


Solución (a) Para todo x € [a, b], 


de / "ара 
= Pro (cos x cost + senx sen t)dt es decir, 
^ b 
е(х)= d f(t) cos t dt) cos x+ (/ f(t)sen t dt)senx (5:39) 


y, por tanto, dado que las funciones y = cos x y y = senx son continuas en todo punto, se tiene que 
g € Cla, b]. 


(b) Sean fi, f2 € Cla,b] y a, 8 ER, entonces, para todo x € Cla, b], 
b 
T (afi - Bfa)(x) m (ол + Bfa)(t) cos(x — t)dt 
b 
= | (efi +80) cos(x- at 
m b 
=/ ofi(r)os(s — dt. f B fo (t) cos(x — t)dt 
E "ah 
=й f Ri(f)cos(x — t)dt + B |, йаш жй 
= aT(fi)(x) + 3Т(5)(х); 


por tanto, 


T(afi *- bf) = aT(fi) - BT(f2). 


Lo cual prueba la linealidad de T. 


(c) Sea f € Cla,b] y g = T(f), entonces por (5.33) 


g(x) = асоѕх+ Вѕепх Ух Є la, b] 


b b 
donde o — / f(t)costdt y B — f f(t)sen tdt. Por tanto, T(Cla,b]) = gn(cosx,senx); y ya 
que las funciones seno y coseno son L.I. en Cla, D], se desprende que 
dim(T(Cla,b])) = 2. 
(d) Puesto que Cla, b] es un espacio vectorial de dimensión infinita y dim(T (Cla,b])) = 2, del ejer- 


cicio 6 se concluye que la dimensión de T(E) es infinita. Y 


8 Sean E, F un par de espacios vectoriales. Probar que si T € (Е, Е) y V « F, entonces la imagen inversa 
de V bajo la transformación T, esto es 


T-U(V)= (i € E|T(ú) € V), 


es un subespacio de E. 
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DEMOSTRACIÓN M Dado que V < Е, Ок € V y puesto que T (Og) = бк, se tiene бк € Т-!(У). Sean a, B ER y úy, i € 
T! (V), entonces, ya que V < F, T (oii; + 8и») = oT (ii) + BT (иә) € V. Por tanto, ой + Bit; € T! (V). 
Luego Т! (У) <E. M 


9 Sean E un espacio vectorial de dimensión finita n y H « E. Se dice que H es un hiperplano de E si 
dim(H) — n — 1. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes a pares respecto a cualquier 
subespacio H de E: 

(a) H es un hiperplano de E. 
(b) Existe f € .Z (E, К), una forma lineal no nula, tal que Ker(f) = Н. 


(c) Para toda base ordenada (é,,...,é,) de E, existen escalares o,...,0/,, no todos cero, tales que 
«уху + QX +: ах, = 0 


es una ecuación implícita de H; es decir, (x1,x5,...,x,) € R” es solución de esta ecuación si у 
ке M 
sólosiu— 5212, ЄН. 


DEMOSTRACIÓN Ш (a) = (b) Sea [iii,..., 14, 1] una base de Н. Por el procedimiento dado en el apartado de la página 
167 se puede completar ésta a una base (14, .. . ii, 1, n} del espacio E. Por el ejercicio resuelto 1 existe 
una transformación lineal f : E — R tal que f(x) = О рага К = L,...,n— 1 y f(it,) = 1. Entonces f Æ 0, 
la transformación constante cero, y 


Luego Ker( f) — H. 


(b) = (c) Sea (€;,...,é,) una base ordenada de E. Sean a; = f(6;), i = 1,...,n; dado que f no es nula, 
alguno de los o; debe ser distinto de cero. Si И = У! у х;е;, entonces 


f (ii) = ouxi +оо +: + алх; 


luego 

ii € Ker(f) = Н & 01x1 Бою +: + ox, = 0. 
(c) = (a) Sean (é;,...,€én-1,€,) una base ordenada de E y oy, i = 1,...,n, escalares no todos nulos tales 
que 


и= у хе ЄН = орх Боож +: алх = 0. 
=] 
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Se puede suponer, sin perder generalidad, que о, 4 0. Sea ii = У хе; € Н, entonces 


Xn = —— y QiXi 
Cin qe 
y por tanto 
ú= x1é1 + хаёл + Xnén 
| п—1 
= ker +: Ха En m — b оре, 
п j=1 
E = Q1 An—1 E 
= мё 4x86 (+ + 2-10), 
Og n 
ЕР 03. РА Go i e" Og-1. 
=x (81 — 6.) --x3(£2 — Ey) 6: lt M E. 
n Qn On 
luego 
Н = gn(fi,... fai) 
donde 
z z Qk > 
fk = Ek — — Ek 
n 
para k = 1,...,n— 1. Si 6, € R son n — 1 escalares tales que 
ВА d Pas Ox, 
entonces 
> > ii, 4, 202, а Br-10%-1 > 
Ок = Ве — €, + b262 — пеле, 
п п On 
1 n—1 
= Ве кысас Bn-1én-1 T (-— y В:ог)ё, 
п i=1 
y ya que los vectores ё;, i = 1,...,n, son L.I., se debe tener 
Bio бл =0 
Por tanto los vectores fi,..., fn-1 forman una base para Н. Luego 
dim(H) =n—1 


por ende Н es un hiperplano de E. B 


10 Demostrar que si T : IR" — R” es un operador lineal invertible, A € 971, es su representación matricial re- 
lativa a la base canónica de R” y T ^! es su operador inverso, entonces A es invertible y la representación 
matricial de T^! relativa a la base canónica de IR" es A^!. 


DEMOSTRACIÓN M Por el teorema 5.9 A es invertible. Sea Y € IR", puesto que T es suprayectivo (ya que es invertible), 
existe ij € R” tal que T (i) = V. Entonces 
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11 Sea T : R? — R? la aplicación definida por 
T(x,y) = (х y, + y) 


(a) Probar que T es un operador lineal. 
(b) Mostrar que T es invertible. 
(c) Hallar T-!. 


DEMOSTRACIÓN M (a) T(1,0) = (1,1), T(0,1) = (CL, 1). Si A = | f E | entonces 


1 1 | _ жеу ү _ . 
Lr alb Is ]-re» 
es decir, TA (x, y) = T (x, y) para todo (x, y) € R?; por tanto, T es lineal y A es la representación 


matricial de T relativa a la base canónica de R2. 
1 1 1 1 
o жЕ 
Por lo que A es invertible y por tanto Т también (сїт. 5.9). 


(c) Por el ejercicio anterior, 


cer Л]; 


| POR, 


рага todo (х,у) € R°. M 


12 Sean T¡,T un par de operadores lineales en un espacio vectorial E. Se define la composición del opera- 
dor 7 con el operador Т, T» o Тү, como la función 7» o T; : E > E definida, para todo й € E, por 


(T5 o Tj) (ui) = T» (Ty (1). 


Probar que 75 o Tj es también un operador lineal. La composición 75 o Тү también se denota por ЪТ; 


Les BT = Тоц. 
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DEMOSTRACIÓN Bi Sean ii, € E vectores arbitrarios y o; 8 cualquier par de escalares. Entonces 


(T; o T,)(odi + 8v) = T. (Ty (ой + BV)) 
= R(aT, (ii) + BTi (V)) 
= oT; (Ti (4) + 8T (TV (%)) 
= а(ЉоТ)(#) +8(2 оТ,)(у). Ш 


13 Sean Т, D : E> E dos operadores lineales, demostrar lo siguiente. 
(a) Si Ti y Т» son inyectivos, entonces ЪТ y Тү T; también son inyectivos. 
(b) Si Tj T5 no es inyectivo, entonces al menos uno de los operadores Т, 7 no es inyectivo. 
(c) Si además Т, 7 son suprayectivos y uno de ellos (al menos) no es inyectivo, entonces Т7 y 


TT, no son inyectivos. 


DEMOSTRACIÓN W (a) Sea ii € Ker(T,T, ), entonces 


> 


Og = (BT)(U) 
= T(T,(ú) 
y puesto que T, es inyectivo, se debe tener Tj (i) = бк; y ya que este último operador también 


es inyectivo, se concluye ii = Ок y, por tanto, Кег(7»Т,) = {бк}. Análogamente se demuestra la 
igualdad Ker(T, T2) = {Óg}, lo cual prueba que ЪТ y T,T son inyectivos. 


(b) Si Ту y T» son inyectivos, por el inciso anterior, Т 75 es inyectivo; lo cual es una contradicción. 
Por lo que uno de los dos operadores, por lo menos, no es inyectivo. 


(c) Se prueba que Т7 no es inyectivo, la demostración de que 757; no es inyectivo es entonces 
inmediata por simetría. 


(i) Si Т» no es inyectivo, existe i c E— (08) tal que TD (ii) = Ов; entonces 


(лт) (ú) = Т\(1›(и)) 


y por tanto Т 7 no es inyectivo. 


(ii) Si T, no es inyectivo, existe W € E — {06} tal que Т (W) = Ок. Ya que T, es suprayectivo, 
existe ií € E con T» (i) = W; y como T» es lineal y W 4 бк, se desprende que ii Z бк. Entonces 


(Ty) (u) = Ty (Ti) 


De donde se concluye que Т Т no es inyectivo. Bl 


14 Sean E un espacio vectorial e / : E — E el operador lineal identidad; i.e., (4) = її para todo lí € E (cfr. 
ejemplo 5.8). Probar que un operador lineal T en E es invertible si y sólo si existe un operador lineal Tj 
en E tal que T; oT —1— ТоТ). En tal caso Т = T !. 
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DEMOSTRACIÓN Ш Si se supone que Т es no singular (invertible), entonces claramente Тү = T ^! satisface la condición 
ТоТ = 1= Тот. Suponga que existe Т € (Е, Е) con ТоТ = = ТоТ. Si ii € Ker(T), en- 
tonces 


por ende T es suprayectiva. Así, T es biyectiva y por tanto invertible. Debido a la unicidad de Т! se 
бепе T! = Т. M 


15 Sean Е un espacio vectorial у Т un operador lineal en él. Se representan рог Т? el operador composición 
de T consigo mismo; i.e., T? = T oT (cfr. el ejercicio resuelto 12 de esta sección) y por Г el operador 
identidad, (2) = ú para todo ii € E. Si T? = I y T 4 +I probar lo siguiente: 


(a) Existe Y € E— (Og) tal que T(V) = y. 
(b) Existe ў € E— {Ок} tal que T (4) = —%. 


DEMOSTRACIÓN M Dado que Т? = I, se tiene T (T (ii)) = ii para todo i € E. 


(a) Puesto que T Z —I, existe ii € E tal que T (ii) Ей 5 Ок. Si V = T (ii) Ей, entonces Y + Ок y 


T (58) = T(T () — ii) 
= T(T )) — T (à) 
=ú—T(ú) 
= ў. m 


16 Sean T el operador lineal del ejercicio anterior; esto es, T? = I y T Z +I en el espacio E; 
Si = (v c E|T(V) 2 VE 
$ = (9 € E|T(v) = —v]. 
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Probar que: 


(a) Sı y S5 son subespacios de E. 
(b) Sı 4 {бк} 7 5. 


(c) E = 5; © 5), la suma directa de S; con 52 (cfr. ejercicio resuelto 27 del capítulo 3). 


DEMOSTRACIÓN M (a) Ya que T es lineal T (Og) = бк, урогеПо бв € S1 NS». Sean a, BER y i, Vi € Sy, i, Va € S5; 
entonces 


T (odi, + BY1) = oT (ú1) + BT (V1) = ай + BY 


T (ай + 82) = —aT (из) — BT (v,) = — (ай + 8%). 


Lo cual prueba Sı < E y © < E. 
(b) Es consecuencia inmediata del ejercicio precedente. 


(c) Siu € S1 1S5, entonces 


ï= T(i) = —ii 


ч 


de donde ii = Ок. Sea € Еу = 3 ( - T(v)), ii = 1(V— T(5)). Entonces 


T(ú1) = 3 (TG) +y) =i, 
тй) = (Т0) -9) = 
por tanto | € $1 y 0 € 52. Y ya que 
Ӯ = й +i 


se desprende que Е = Sı © 52. W 
17 Sean Е un espacio vectorial у 5; < E. Una proyección sobre S, es una función T : E — E tal que: 


(i) Existe 55 < E que satisface E = 51 © 52. 

(ii) Para todo ii = Х| 4- X», con X; € Sj, i = 1,2, se tiene T (ui) = xi. 
Mostrar que si T es una proyección sobre S,, entonces: 

(a) T es lineal. 

(b) Sı 2 (u € E|T (ú) =i}. 

(c) $1 =T(E). 

(d) S; = Ker(T). 
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DEMOSTRACIÓN M (a) Sia,B ER y ü =X, +% €E, V = у + y, € E, con Xx; € S1 y y; € S2, = 1,2; entonces 


T (oii + Bv) =T((ax, + By) + (ax, + Bya)) 
= axi + Ву 
= oT (ii) + BT (v). 


(b) X €$, = Xi = Х| Og => T (X4) = T (Xp +08) 2X1. = X -Е%,й = T (l) X1 4-X; =Х => йЄ S1. 


(c) Si Xj € 51, entonces x, = T (x1) € T(E) y por tanto Sı C T(S1). Si T(X| + x?) € T(E), entonces 
T (Xy + X5) =X € Sı y por ende T (E) C Sı. Luego T(E) = 51. 


(d) U=X, +% € Ker(T) XD T (X + X2) = De => и =X2 € 8; .*. Ker(T) С 59. Xa E S2 => ж = 
Or +% = Т(%) = бв = 5 C Кег(Т). Luego Кег(т) = S2. MI 


18 Sean Е un espacio vectorial, Т un operador lineal en él y 5 = (ii € Е | T (ii) = ii); por el ejercicio anterior 
$ es un subespacio de E. 


(a) Si T? = Т, demostrar que E = S 9 Ker(T). 


(b) Inversamente, si E = 5 Ф Ker(T ), probar que Т? = T. 


DEMOSTRACIÓN M (a) Si ú € E, entonces 


Por tanto, T (ii) € S, ii — T(ú) € Ker(T) y E = S + Ker(T). Si i € SN Ker(T), 
luego SN Ker(T) = {0g}. 


T 
ll 
М 
E 
zi 
A 
[| 
© 
a 


(b) Sea ii € E, entonces existen iij € S y 0 € Ker(T) tales que ii = tı + i5; por lo que Т (0) = 
T (ii) + T (ii) = ii, y entonces T? (t) =T(T(ú)) = T (i) = T (i). Ш 


Representaciones matriciales de transformaciones lineales 


19 Sean las bases Z, = ((1,—1),(2, —1)) y 4 = ((—1,1), (0, 1)) del espacio R?. 


(a) Encontrar la matriz cambio de base de la base 2» a la base 2]. 


(b) Encontrar la matriz cambio de base de la base 4, a la base 4. 


Solución (а) Se tienen que resolver los sistemas con la misma matriz de coeficientes 


la lA 
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y 
2 a21 _ 0 
m —1 a32 m 1 
Dado que 
—1 0 - 1 2 —1 0 
— —1 T d 0 1 0 1 
1 0 —1 -2 
0 1 0 1 
se tiene 
| [1 an | |-2 
a12 Е 0 y d2 o 1 ? 
esto es, 


es la matriz cambio de base de la base 48, a la base 4. 


(b) La matriz cambio de base de | a ££» está dada por 


1 2 
-l _ 
X EN 
-1 -2 
= | Ж | Y 
20 Sean Tj, 7 operadores lineales en un espacio vectorial E que tiene dimensión finita y 4 una base de Е. 


Si T = ТоТ, es el operador composición definido en el ejercicio resuelto 12 de este apartado y [Ti] z. 
[2] г son las representaciones matriciales de estos operadores relativas a la base ZZ, mostrar que 


[(5oTi]z = [Б] @|Т\|@ 


o, con la notación DTi = RoT, 


De donde se desprende, debido a la unicidad de la representación matricial de un operador, que 


[175 © Т\] а —-|D]a|n]e. m 


510 CAPÍTULO 5 | Transformaciones lineales, valores y vectores propios 


21 Sean E un espacio de dimensión finita dotado de un producto interior (-,-), Z = [é,,...,é,) una base 
ortonormal de este espacio y Т : E — E un operador lineal. Encontrar la representación matricial de T 
relativa a la base 4. 


DEMOSTRACIÓN M Si a;; € R son tales que 
T(é) = aj él Tee +а;;е; pots + din 
entonces, para cada ¡=1,...,n, 


(T (éi),ej) = (аё +: аё: +: H+ inln 6j) 


y por tanto 
(T(é1).é1) (T(.6) (T(én).é1) 
(T(€1),82) (Tlé2),é2) = (T(én),22) 
[Т] = ; : ^ | . n 


22 Sean E un espacio vectorial y A, una sucesión de subespacios tales que Н, С H,,, para todo n. Probar 
que existe una sucesión infinita (И„) de vectores L.I. en E y que por tanto E tiene dimensión infinita. 


DEMOSTRACIÓN Ш Se puede suponer, sin perder generalidad, que Н. Z {Ок}. Entonces existe ii € Hı — (Og); sea iij = ii. 
Puesto que Н„—1 = Hn, existe, para cada n = 2,3,..., ii, € Н, — H, 1. La sucesión de vectores (tn) 
así formada es L.I. Para probar esto basta mostrar que para todo n el conjunto finito 1 ij, d, ..., Un y es 
L.I. Se procede por inducción sobre n: si п = 1, {и} es L.I. porque iij # бк. Sea k > 1 y suponga que 
la afirmación es cierta para n = k — 1. Sean aj, i = 1,...,k, escalares tales que 


оли 3. + окуй + ой = Ок. 


Si од Æ 0, entonces 


> Q1., Qk—-1 > 
Hy = =— i= i-i € Hii 
Ok Әк 


pues Н, C H5 C -++ C Ну; por tanto, o debe ser cero. Luego 
оци T + akil- = Og 


y por la hipótesis de inducción se concluye que 


Qj =- = оф = 0g =0; 


por ende, [1;,...,1dx-1,Ux) es L.I. Ш 


En los ejercicios 23 a 27 E es un espacio vectorial y T : E — E un operador lineal en el espacio E. Se 
define T? = Тот y, por recurrencia, Т" = T o Т"! п = 2,3,..., esto es (cfr. ejercicio resuelto 12 de 
esta sección), 
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ТТГ Sw. Т 
ке ra 


n 


y si I es el operador lineal identidad, /(7) = ú para todo ii € E, se define 7? = I. Suponga que E tiene 
dimensión finita. 


23 Probar que Кег(Т") C Ker(T"*!) para todo n=0,1,2,... 


DEMOSTRACIÓN Mi й € Ker(T") >T"(ú) = бк 
> T(T"(u)) = Og 
=> Т"+!(й) = бк 
=» € Ker(T"*!) 
> Кег(Т") с Ker(T"*)). M 


24 Mostrar que T"*! (E) C T"(E) para todo n = 0,1,2,... 


DEMOSTRACIÓN W Si w € Т"! (E), existe 7 € E tal que T"*! (ij) = y? y por tanto T"(T (ii)) = w; luego ў € T"(E). Lo 
cual prueba T"! (E) C T"(E). M 


25 Mostrar que existe ny tal que: 
(a) Sin2 no: 
(i) Ker(T") = Ker(T^*!). 
(ii) T^* (E) = T"(E). 
(b) Sin « no: 
(i) Ker(T") 4 Ker(T"*!). 


(0) T" (E) TAE). 


DEMOSTRACIÓN M Si Кег(Т") C Ker(T”*!) para todo n, entonces, por ejercicio resuelto 22, E tendría dimensión infinita; 
por tanto, deben existir enteros no negativos n tales que Ker(T”) = Ker(T"*!); sea ny el menor de éstos. 


(a) Sean un entero con n > ng. 
(i) Si i € Ker(T"*!), entonces 


De =y! 03) 


= Тп "0+п0+1 (я) 
= T”o+! (p= (ii) 
y por tanto 
Т" (И) € Ker(T"o*!) = Ker(T"o) 
luego 


T^ (4 =P (25 = 0 
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por lo que 
и € Ker(T"). 
Así que 
Ker(T") = Ker(T"*). 
(ii) Puesto que Ker(T"*!) = Ker(T"), 


dim(Ker(T"*!)) - dim(T"*! (E)) = dim(E) 
= dim(Ker(T")) + dim(T"(E)); 


implica 
dim(T"(E)) = dim(T"* (E)) 
y ya que T"*! (E) < T"(E), se concluye que 


Тп"! (Е) = Т" (Е). 


(b) Sea no un entero no negativo con n < по. 
(i) Por definición de no 
Ker(T") Z Ker(T"*!). 
(ii) Por el inciso precedente, se concluye que dim(T"*! (E)) Z dim(T"(E)), y por ende, 
T""(E)ZT"(E. WM 
26 Probar que si n > по, entonces (cfr. el ejercicio resuelto 27 del capítulo 3, pág. 187). 
E = Ker(T") 9 T"(E). 


DEMOSTRACIÓN BI Si i € Ker(T")'YT"(E), existe W € E tal que T"(w) = y por ello 


бв =7"(ú 
EL w); 
por tanto, 
w € Ker(T?') = Ker(T"), 
entonces 
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Puesto que 


dim(Ker(T") + T"(E)) = dim(Ker(T")) + dim(T"(E)) —dim(Ker(T")N T"(E)) 
— dim(Ker(T")) 4- dim(T"(E)), 


se tiene 


dim(E) = dim(Ker(7T")) + dim(T"(E)) 
= dim(Ker(T") + dim(T"(E)) 


y por tanto, 
E = Ker(T") + T" (E). 
Lo cual prueba que 
E=Ker(T”)0T"(E). M 
27 Encontrar ny del ejercicio precedente para el operador lineal T : R^ — R^ definido por 
T (x1,X2,X3,X4) = (7x1 —X2,X1 +X2, —x1 — 2x2 — X3 + X4, —x1 — 2x5 — 3x3 + 3x4). 
Solución Puesto que 


TU D) (1. 1, 1,1; 
ТО = (—1,1,—2,—33. 
T (0,0,1,0) = (0,0, —1,—3) y 
T (0,0,0,1) = (0,0,1,3) 


la representación matricial relativa a la base canónica de IR^ para T es 


=1 -1 0 0 

1 1 0 0 

CEFE 

=] X2 =3 Y 

Ya que, al hacer operaciones entre columnas, 

=1 -1 0 0 

jl 1 0 0 

ETC ITE 

NE IE m 


se deduce que Rang(A) — 3; por tanto, dim(Ker(T)) — 4 — 3 — 1. En el ejercicio resuelto 20 de este 
apartado se probó que la representación matricial de T?es A?; y por ello la representación matricial de 
T" es A". Entonces, ya que 
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N 


=ї- =ї $00 
sl aa Е 
Ala ed oap 1 
si A 8, 09 
0.0 0 0 
_|0 0 0 0 
"led el oem. 
Al Ll =б б 
E 
0. $ 4d 
ü o9 w 20" 
о о 0 0 


> 
uy 
ll 


со QOO ошооо 
© Ооо оосо» оббо 
| 
— 
N 
— 


ы 
ь 
[ 


© о осоо coocoo 
S == Ж == = OSOS 


se tiene 


Рог lo que nn =3. Y 


28 Sean E un espacio vectorial, 4 = (é,,...,é,) una base de él y T un operador lineal en E. Para cada 
k=1,...,n sea Sk = gn(é;,,...,€x). Mostrar que las siguientes condiciones son equivalentes. 
(а) [T]z es triangular superior. 
(b) Para cada k = 1,...,n, T (€i) € S, para todo i = 1,...,k. 
(c) T(S;) C Sk para todo k = l,...,n. 
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DEMOSTRACIÓN W (a) = (b): Si [T] z = [aij] es triangular superior, entonces Т (2) = YF аё; € S, para todo k = 


lorum 
(b) = (c): Si ii € Sy, existen о; Є R tales que ü-yt 1 Qué; y por tanto T (ut) = у ¡QT (či) € Sp. 


(с) = (a): Puesto que T (2) € Sk, existen ац,...,ащ € R tales que Т (20) = УХ анё; de donde 
[Г] а = [aij] es triangular superior. Ш 


29 Sean E un espacio vectorial y T un operador lineal en él tal que Т? = —1. 


(a) Demostrar que T es invertible. 


(b) Sean ii,...,i, € E tales que tr... Um, T(ú1),..., T (Um-1) son L.I., probar que ú;,..., 4, 
T (),..., T (s 1), T (Um) son LI. 


(c) Si E tiene dimensión finita distinta de cero, mostrar que E tiene una base de la forma 2 = 
[d1,... Um, T (41), ..., T (0 1), T (55,)) y por tanto su dimensión par. 


(d) Encontrar la representación matricial de T relativa a la base 4 del inciso anterior. 


DEMOSTRACIÓN Bi (a) T(—T) 1" (2) = 1; (=Т)Т = –Т? (—I) = 1. Así T es invertible y T! = —T. 


(b) Sii... ias T (1ú1),..., T (Un) son L.D., entonces existen escalares оу, £j;, i= 1,...,т, con alguno 


de ellos distinto de cero, tales que 
РА т т 
бк = Y odi; + У 5T (ui). 
i=l ¡=1 
Bm debe ser distinto de cero; pues en caso contrario los vectores iii, 142,..., Um, T (01)... T (1o 1) 


serían L.D. Entonces existen escalares y; y бу, i — 1,...,т, ¡=1,...,m— 1, tales que 


m т—1 


T (üm) = Li+ 2 ó;T (ii 


por lo que —üm = T? (üm) 
= TT (iis) 


m т—1 


= Eu 79) = à. 


т т—1 
de donde Ок = Y Т (и) "2 бш + Ит 
i=1 
т—1 т—1 
= рУ Т (и) +YmT (Un) - y б + Ит 
ї=1 i=l 


т—1 т т—1 т—1 
zo! y Т (и) T Ут У уй + У OT (ii;) ud T бий + Ил 
і i=l i=l i=l 


т—1 т—1 


D+ У Om 6): + (2, -+Е1)й„. 


il i=l 


II 
2 
+ 
E 
ES 
bc 

El 
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Lo cual implica, puesto que y? +1 4 0, que los vectores iij, . .. ii, T (1), ..-, T (Ūm-1) son L.D., 
que es una contradicción de la hipótesis inicial. Luego los vectores 41,..., üm, T (06), ..., T (Un) 
deben ser L.I. 
(c) Sea ii, € E— {Ùp}. Si existe k € R tal que T (iij) = ki, entonces 
—H = Т? (11) 

=T(T (11)) 

=T(kú1) 

— KT (ii) 

= ki 


luego 
(42 +1) = дв; 


Іо cual es imposible pues iij 4 бк. Por tanto, iij y T (i) son L.I. Si no existe un vector ij € E 
tal que (14, T (11), 2) es L.I., entonces (ii, T (ú1)) es una base para E y dim(E) = 2. Si existe 
lí, € E tal que ii, T (ú,), 05 son L.I., entonces, por el inciso anterior, t, l2, T (41), T (1i) son L.I. 
Si no existe 03 € E tal que ii, t2, T (ti), T (1i), 3 son L.I., entonces (41,142, T (14), T (42) ) es una 
base de E y dim(E) — 4. Continuando este proceso se debe llegar a un primer námero entero m 
tal que 


Usos (а) d (Mas) 
son L.I. y para cualquier vector 7 € E el conjunto 
рь T (41 oi T (Hon Jo UY 
es L.D.; pues E tiene dimensión finita. Luego 
(sss T (61), ..., T (Um) Y 


es una base de E y dim(E) — 2m. 


(d) Si @ = Utasa Um, T (1), ..., T (Um) t entonces 
T (T (u;)) = —uj para i = 1,...,m 


]uego 
O —In 
ПРЕ UM 


donde la submatriz /,, es la identidad de orden m y la submatriz @ es la matriz cero de orden 
mxm. E 


30 (Espacio dual y base dual). Sea E un espacio vectorial; se denota por Е“ el espacio vectorial (Е, К) 
y a toda transformación lineal f € E* se le dice funcional lineal (o forma lineal) en E y a E* se le 
llama el espacio dual de E. Si E tiene dimensión finita y Z = [é,,...,é,) es una base de E, encontrar 
una base 2* = (6j) del dual del espacio E; esto es, una base de Е“ a partir de esta base y probar que 
dim(E*) = n y por tanto E = Е“. La base 4* = [(;) se llama base dual de la base {2;}. 
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Solución Sea ¿į € {1,...,п}, por el ejercicio resuelto 1 existe un único funcional lineal à; : E — R tal 


que 
LESTIE] 
éi(éj) = у = | py 
(al símbolo ó;; se le dice delta de Kronecker). Entonces (41.42,..., Фп} es una base de Е“: 
(a) Sean a; n-escalares tales que 
0141 +: J- oid; - +H Ann = 0, 
la forma lineal constante cero en E*; entonces, para cada i = 1,...,n, 


Qi = 0101 (é;) ++ оф: (2;) + o + On Bn (ё;) 
= 0(@) 
=0 


así que {¢ġ1, %2,- .., @n} es L.I. 


(b) Sea f € E* уи= аё +: +а;ё; +: · Раё, entonces 


Фй) =a; (i) + аф (е) H Ралф, (ё) = а; 


у por tanto 
ii = $i (t)i +++ oi()éi + Ф (0). 
Entonces 
fi) =p0) f (E1) + +00) (6) +: Ф (8) En); 
es decir, 


S= f Epit (е) фан (ёл). 
Luego dim(E*) = п. Y 


31 Construir una base para el espacio dual de R?, (IR2)*, a partir de la base ((1,2),(1,1)) de R? por 
medio del procedimiento dado en el ejercicio precedente; es decir, encontrar la base dual de la base 


11,2), (1, 1)). 


Solución Рог el procedimiento del ejercicio precedente ф1(1,2) = 1, 41(1,1) = 0, d2(1,2) =0 y 
d2(1,1) = 1. Puesto que los ф; son lineales se debe tener 

ф(х) = ax- by, 

dalx,y) = сх+ау 


para ciertas constantes a,b,c,d. Entonces 
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1= ф1(1,2) =a+2b, 
0= ф.(1,1) =a+b, 
0= ф(1,2) =a+2d, 
1=Ф(1,1) = с+а 
y dado que 
1 2 1 0 1 2 
1 1 o 1 —1 — 11° 
se obtiene 
& p.p & | _ 2 
к түе шр зәт 
y por tanto 
$i y) = —x4 y, 
фо(х,у) =2x— y 


son los elementos de la base del espacio dual (R2)*. и 


32 Si E es un espacio vectorial y E* su espacio dual, se denota por E** el espacio dual de E*; esto es, 
E* = (E*)* = Z(E*,R). Al espacio Е“ se le llama espacio bidual (o doble dual) del espacio E. Sea 
u € E un elemento fijo (que se ha escrito sin la flecha encima por simplicidad en la notación); se define 
i: E* Э R por (f) = f(u). 
(a) Probar quei € Е“. 
(b) Sea 6 : E > Е“ definida por Ф(и) = 1. Probar que Ф es lineal. 


(c) Si dim(E) — n es finita, probar que es un isomorfismo (el llamado isomorfismo natural o 
canónico) y por tanto E 2 E**. 


DEMOSTRACIÓN W (a) Si fj, f; € E* y o, 8 ER, entonces 


ü(ofi + Bf2) = (ofi + Bfa)(u) 
= ofi(u) + Bfa(u) 
= айл) + Bu(f) 


y por ende € Е“. 


(b) Sean u,ve E, o, 8 ER y f cualquier elemento de E*, entonces 


аи + Bv(f) = f(ou-- Bv) 
= (аи) + f (Bv) 
= af(u)+8f(v) 
= ой(/) + 8%(/) 
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y por tanto, 


AS ~ hi . 
аи+ Зу = о Ву; ie. 


Ф(аи+ Bv) = аФ(и) + 86(v). 


(c) Sean fe1,...,é,) una base de E y {Ф1,.... Ф„} la base dual correspondiente. Sea y € Е** y f € Е“ 
un funcional cualquiera. Entonces, por el ejercicio resuelto 30, 


f —f(éà)h T f(é)ón: 


luego 


(ё1)Ф1 PONES t f(é)ós) 
(@1)0(Ф1) +++ (ё) (Фа) 
v(o1)éi e v (6,)6;). 


Entonces, si u = 0(ф1)2 +: +4(9n)é, € E, se tiene 


vf) = Flu) 
= р) 
= Ф(и)(/) 
y por tanto 
Ф(и) = V 


Luego Ф es suprayectiva. Si и € Кег(Ф), entonces (f) = f(u) = 0 para todo funcional f; luego 
(cfr. el ejercicio resuelto 30 de esta sección) 


и= Фі (u)éi + o + Qn(u)é 


= бе. 


Lo cual prueba que Кег(Ф) = {0g }. Entonces Ф es un isomorfismo; por tanto, Е =E**. и 


33 Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n y E* su espacio dual. Probar que si @* = { ф1,...,ф,} 
es una base de Е“, entonces existe una base @ = [é;,...,é, y de E tal que @* es la base dual de Z. 


DEMOSTRACIÓN BI Dado que E** S E, dim(E**) = n. Sea [(P,,...,'Y,,) la base dual de la base {¢1,..., n} del espacio 
E**. Entonces, 


5$ _ J Isii=j 
*(6)-5- | 05115] 
Por el ejercicio 32 existen únicos ё|,...,ё„ € E tales que 


E, (4) =Y, 
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рага cada i = 1,...,n; y por tanto 
pi&i) = (фу) = Filh) = б); 


y ya que Ф es un isomorfismo y (V ;,..., V, ) es una base, {21,...,2,} es base de E. Luego {01,...,ф,} 
es la base dual де Іа base {21,...,2,}. Wi 


34 Sean fi, f» : R? — R los funcionales lineales definidos por fi (x, y) = 2x — y y fo(x, y) = x y. 


(a) Probar que { fi, f2} es una base de (R2)*. 
(b) Encontrar una base (ii, ii) de IR? cuya base dual sea 1 fi, fo}. 


Solución (а) Ya que dim(R?)* = dim(IR?) = 2, basta probar que fiy f? son L.I. Sean 41,42 € R tales 


que 
Afi +tàzf = 0 
es decir, 
Мл (%у) +A f(y)=0 Vaxy) ER”. 
Entonces, en particular, 
0=11f0,0)+2/4(1,0)=211+2% y 
0=A1f1(0,1)+22f (0,1) = i +2; 
es decir, 


241+42=0 
=A FA =0 


de donde ^, = А = 0 y, por tanto, fı y f» son L.I. 
(b) Por el ejercicio precedente existe una base {21,22}, ё = (a,b) y €, = (c,d) cuya base dual es 


{ fi, f2}; entonces 


1 = fi(a,b) = 2a — b, 
0— fi(c,d) = 2c — d, 
0 — fila,b) — a4 b, 
1= fo(c,d) =c+d. 
Y ya que 
2 — li Y 2 —1 1 0 
1 9-1] l9 sa < 
se tiene 
(a,b) = (1/3,—1/3) y 
(c,d) = (1/3,2/3); 
es decir, 


(6,65 = {(1/3,—1/3),(1/3,2/3)}. ш 
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35 (Hiperespacio). Sean E un espacio vectorial no trivial y H < E. Se dice que H es un hiperespacio de E 


DEMOSTRACIÓN 


36 


DEMOSTRACIÓN 


si se cumplen las siguientes condiciones: 
(i) Н Е. 
(ii) Si S < E y H C S, entonces 5 = Но S = Е. 


Es decir, H es un subespacio propio maximal. Mostrar que un subespacio H es un hiperespacio de E si 
y sólo si existe по € E — Н tal que 


E = H + gn(iig). 


Ш (>) Como Н Z E, existe dy € E — H. Entonces 
H Ç H - gn(ii) C E 


y ya que Н es un hiperespacio, se deduce que Н + gn(iip) = E. (<=) Sea iij € E— Н tal que E = 
Н + gn(iig), entonces Н 5 E. Sea S < E tal que H С S. Dado que E = Н + gn(iio), todos los elementos 
de S tienen la forma ii = iij + йе para algún uj, Є Н y para cierto B Є К. Si para alguno de éstos 8 Z 0, 
se tiene io = (1/8) (i — ij) € S y entonces E = Н + оп(йо) = S. En caso contrario ij € Н para todo 
i € S; es decir, S— Н. B 


Sean E un espacio vectorial no trivial y f € E*. Demostrar lo siguiente (cfr. ejercicio resuelto 9 de esta 
sección): 


(a) Si f es un funcional lineal en E no nulo (f Æ 0, el funcional lineal constante cero), entonces 
H = Ker( f) es un hiperespacio. 


(b) Si H es un hiperespacio existe un funcional lineal f en E* no nulo tal que Ker( f) = H. 


Ш (a) Sea io € E tal que f (70) 4 0. Sid € E, entonces 


й HON o € H — Ker(f) 
pues 
z Ju e. s UM uos - 
Por tanto, existe iij € Н tal que 
г qf ce 
luego 
ü= ü+ 2: dy € H + gn(io). 


Por el ejercicio precedente se concluye que H = Ker( f) es un hiperespacio. 
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(b) Sea H un hiperespacio y dy € E — Н. Entonces, por el ejercicio precedente, 
E = H + gn(i). 
y más aún, puesto que H gn(iio) = {06}, se tiene 
E = Н 9 gn(í). 


Entonces para todo i/ € E existen únicos iij € H y B Є R tales que 


Sea f : E — R definida por 


Si iii + B1uo, й + Boii € E = Н © gn(ito), y AER, entonces 


Р + Biuo + Из + Baño) = f (и + 00 + (B1 + B2) 40) 
= +, 
= f (i + Biuo) + f (uo + Paño) 


y 
FA( + Byuo)) = fO + ABiuo) 
= AB 
= Af (i + ио). 
Finalmente, 
il = i + био € Ker(f) 
Ss=0U 
“ъ= ii cH 
Es decir, 
Ker(f) =H. Ш 


37 (Teorema de representación de Riesz). Sean E un espacio con producto interior (-,-) y f € Е“ un 
funcional lineal. Si E tiene dimensión finita n, probar que existe un único й; € E tal que f(X) = (X,iiy) 
para todo X € E. 


DEMOSTRACIÓN BI Sea (é;,...,é, ) una base ortonormal de E y x € E, entonces 


> 


x= (X, é1) £i Ted (X, En) ё, 
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y por tanto, 


f(X) = Fe) à + (5, €) ё) 
= Ae) +. t (R En) f (£x) 
= GG epe GT Enen) 
(x. 


para todo x € E. Sea Y € E tal que 
Quy) = f(X) = 05v) 
para todo x € E, entonces 
(X,ug—V)—0 VXcE 


y por ende 


й,=ў. m 


38 (Operador adjunto). Sea E un espacio vectorial con producto interior (-,-). Si E tiene dimensión finita 
y T:E>E es un operador lineal, demostrar que existe un único operador lineal T* : E — E tal que 
(T (4), V) = (i, T" (v)) 
para todo ii, v € E. Al operador Т“ se le llama el operador adjunto de Т. 
DEMOSTRACIÓN BI Es fácil probar que para cada Y € E la aplicación f(u) = (T (ii), v) es lineal y por tanto un elemento 


de E*. Por el ejercicio resuelto 37 (teorema de representación de Riesz), existe, para cada v € E, un 
único у“ € E tal que 


РИ) =(u4,v) VuücE. 
Sea T* : E > E definida por T (VY) = v*. Entonces 
(T (u), V) = /(и) = v") = (и, T*(v)) 


para todo i4, V € E. Si V1, V2 € E, o, 8 € R y ies cualquier vector en E, se tiene 


ETA) CF es E) 
+ BT (4), v2) 
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de donde 
(И, T* (o, + ВУ») — (aT* (Vj) -BT*(V5)) =0 Vu c E; 
]uego 
T* (o4 + 8%) — (aT* (V) + BT* (92)) = бк 
y por tanto 


T* (avi + 82) = aT* (vı) + BT* (V3). 
Lo cual prueba que Т“ es lineal. Si T, es un operador lineal tal que para todo 7,7 € E 
(T (4), v) = (0, Tı (v)) 


entonces 


por lo que 


de donde se desprende 
T¡=T*. в 
39 Sean E, T y T* como en el ejercicio anterior. Probar que si 4 = [é;,...,é, ) es una base ortonormal 


de E, A es la representación matricial de T relativa a esta base y B es la representación matricial de Т* 
relativa a la misma base, entonces B — A'. 


DEMOSTRACIÓN BI Por el ejercicio resuelto 21 de este capítulo, la representación matricial de Т está dada por la matriz 
А = [a;¡]' donde a;; = (T (é;), 6j); por el mismo ejercicio B = [T*] а = [bij]! donde 


y por tanto 


40 (Anuladores). Si E es un espacio vectorial y $ es un subconjunto no vacío de E, se define 
S-[óeE"|d() -0 vies). 


(a) Probar que 5 ? es un subespacio de E*. А 5 0 se le Пата el anulador de 5. 


(b) Si E tiene dimensión finita y 5 es un subespacio de E, demostrar que 


dim(S) + dim(S?) = dim(E). 
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DEMOSTRACIÓN Ш (a) Claramente el operador constante cero, 0, pertenece a S°. Si f,g € S? y a,b ER, entonces, para 


todo ii € S, 
(af + 6g) (i) = af (ü) + Bg(u) 
=0+0 
e. 
(b) Sea (1i,..., Ii} una base de S; se completa ésta a una base 
i, Pad » Umso ds ... ¿Va 


de E, y sea ($1,..., Øn} su base dual. Entonces si k > m4- 1 
Фй) = 0Vj 
y por tanto Qm-+1,..., On € S9.SiücE yóc S?. entonces 
(ü) = Ф(01)Ф1(0) аи (1s) Om (4) + 
Pnt) mti (и) се Ф(Уһ)Фт(И) 
= 0+ TN sp Os Qo c1) 6m (0 pest +0 (01) 0m(1) 
= Ф(Ул-+1)Фт+1 ii) MEME HO (и). 


Luego 0m+1,-.., фп generan а 50 y ya que las funciones фт, ...,фь son LL, (Hm.+1,..., On) es 
una base de $?. De donde 


dim(E) — dim(S) =dim(S%). Wl 


41 (Primer teorema de isomorfismo). Sean E y Е un par de espacios vectoriales y T : E > F una trans- 
formación lineal suprayectiva. Si H = Ker(T), probar que 


E/H=F 


donde E/H es el espacio cociente (cfr. el ejercicio resuelto 29 del capítulo 3). 


DEMOSTRACIÓN Bl Sea b : E/H > Е la transformación definida, para cada [ú] € E/H, por 


entonces, 


(a) Ф está bien definida: si [i] € E/H y Y € [i], entonces ii — Y € Н = Ker(T) y por tanto T (iui У) = 
бе; i.e., T (4i) = T (v). 


(b) Ф es lineal: si [1], [V] € E/H y a, 8 ER, se tiene 


e(a[i] + B[v]) = Pai  Bv]) 
= Т(ай+ Bv) 
= aT (ii) + BT (V) 
= ad([i]) + 8e([v|). 
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(c) Ф es inyectiva: si [1] € Кег(Ф), entonces 


T(u) = D((1)) 


= Op 
y por tanto ú € Ker(T) = Н; así que [u] = Н = [бє] = бкун. 


(d) Ф es suprayectiva: si № € F, dado que T es suprayectiva, existe i/ € E tal que T (i) = w, luego 


42 Sean P el espacio de polinomios y p(x) un polinomio dado de grado grad(p) — n. 


(a) Probar que Н = (pf | f € Р} es un subespacio de P. 


(b) Mostrar que P/H S R”. 


DEMOSTRACIÓN M (a) Si 0 es el polinomio constante cero, entonces рб = 0 y por tanto 0 € H. Sean pfi,pfa € H y 
a, B € IR, entonces 


alpfi) + B(pfz) = рол - Bf2) ЄН. 


(b) Por el algoritmo de división para cada g(x) € P existen únicos polinomios q(x) y r(x), r(x) =0 


— 


o 0 € grad(r) < n— 1 (grad(g) representa el grado del polinomio g), tales que g(x) = p(x)q(x) + 
r(x). Sea T : P > P, ; dada por 


Si g1 (x) = р(х)41 (х) *- (x) y 82(х) = р(х)4(х) +12(x) y a € R, con 0 < grad(r;), grad(r;) € 
п— 1 о гү(х) = 0 y/o r2(x) = 0, entonces 


81(х) + в2(х) = p) (q (x) + a2(x)) + т (X) +12(x), 
ogi(x) = p(x)(aq(x)) + (ar; (x). 
0 € grad(ri - r2) X n-1(ori r2; = 0) y 
0 € grad(ar¡) <n—1 


por lo que 


T(g1(x) + 2209) = ri (x) + r2(x) 
= Т(81()) +7(82(х)) y 
T(agr(x)) = arı (x) 
= aT(gi(x)). 


Lo cual prueba que T es lineal. Si r(x) € Р,_1, entonces r(x) = p(x)0(x) + r(x) y por tanto 
T (r(x)) = r(x); así que T es suprayectiva. Por otra parte 
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g(x) € Ker(T) & T(g(x)) = r(x) 20 
€ g(x) = p(x)q(x) 


«€» g(x) ЄН. 
Por el ejercicio anterior 
P/H = Р, 
y dado que dim(P, ,) = n = dim(IR"), del teorema 5.24 (cfr. pág. 456) se tiene P, S R” y 
entonces 
Р/Н= К". MM 


Valores y vectores propios, diagonalización 


43 Sean E un espacio vectorial y S un subespacio de él. Si T : S — E es una transformación lineal también 
se acostumbra decir que Т es un operador lineal en E (aunque 5 sea distinto de E). Un escalar A es 
valor propio de T si existe ii € $— (Og) tal que T (ii) = Ай. Sean E = C(—o,co) el espacio vectorial 
de funciones continuas en todo punto x € R y S el conjunto de funciones f € E tales que f^. f(r)dt 
converge para todo x € IR. 


(a) Mostrar que S es un subespacio de E. 


(b) Se define T : S > E, para cada f € S, T(f) = g donde 


во) = f far. 
Mostrar T es un operador lineal de S en E. 


(c) Encontrar los valores propios y vectores propios correspondientes. 


Solución (а) Claramente la función constante cero, 0, pertenece a S. Sean fi, f; € S; o, B ER un par 
de escalares y x € IR, entonces 


Pos c Bfa)(t)dt = на f (ол (£) + B fo (t))dt 
Е elim f Лава f fo (r)dt 
= af parra f foa 


—oo 


y por tanto Y (af, + B f;)tdt converge para todo x € R; luego аў + 8р € S; lo cual prueba que S es 
subespacio de E. 


(b) Si f € S, entonces f es continua en todo punto y / | f (t)dt converge para todo x € Е. Dado que 
f es continua en todo punto de R, la función G(x) = {| | f(t)dt es continua en todo x € R. Si 
0 


0 
«= | f(t)dt, entonces 
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(c) 


s= f. tu f fods [ra 
= a-- G(x) 


y por tanto g € E = С(—о°,оо). Lo cual prueba que efectivamente T(f) € E = С(—о°,оо) para 
toda f € S. Sean a,b € R y fi, f2 € S, entonces, para todo x € R, 


Tafto) = | (afi bfz) nat 


—oo 


= af л@йа+ь/ ба 


= aT(fi)(x) * bT(f2)(x); 
esto es, 
T (afi bf2) — aT (fi) +bT (f2). 
Si / f(t)dt = 0 para todo x € R y a,b € R son cualquier par de números reales, con a < b, 


entonces 
b b a 
n ға = / лй f ла - 0. 


b 
Así que f f(t)dt = 0 en todo intervalo [a, b]. Si existe xy € R tal que f (xo) 4 0, digamos f (xo) > 
0, entonces, por continuidad de f, existe un intervalo [xo — ô, xo +0] tal que f(x) > 0 en todo este 


xp +0 
intervalo, luego f f(t)dt > 0. Lo cual es una contradicción al hecho descubierto de que la 
xo—ô 


integral de f es nula en todo intervalo cerrado. Por tanto, / | f (t)dt = 0 para todo x € R implica 
f(x) = 0 para todo punto x. Esto significa que А = 0 no puede ser valor propio de Т; pues la 
única función en $ tal que T (f) = О, es la función f(x) = О para todo x € IR. Si G(x) = / f(t)dt 


por el teorema fundamental del cálculo, ya que f es continua en todo punto, G es derivable y 
además G'(x) = f(x) para todo x € R. Por el inciso anterior, si g = T (f), 


g(x) = a4- G(x) 
donde o = I f (t)dt; luego g es derivable en todo punto y 
g (1) =C (x) = f(x) 
para todo x Є В. Si А Æ 0 satisface T (f) = Af se debe tener 
[лда = r9) 
рага todo punto х. Al derivar respecto а х en ambos lados de Іа precedente igualdad se obtiene 
f(x) = Af'(x) 


esto es, 
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que, al separar variables (suponiendo f 5 0), produce 


L-4 fis 
es decir, 
In|f| = Ld 
À 
y por tanto 
f Aen 


para alguna constante А Æ 0. Si А > 0, 
а(х) = / Ae dt 


=Alím | e” dt 


г J r 


adi Es gal i 
r>00 


= Але*/^ 
= М(х) 


y / Ae qr diverge si А < 0. Así, todo A > 0 es valor propio de Т con vectores propios co- 


rrespondientes f(x) — Ae*/A para cualquier constante A distinta de cero (cfr. ejemplo 5.44, pág. 
460). Y 


44 Sean T,R : E — E dos operadores lineales suprayectivos еп el espacio E. Demostrar que TR y RT 
tienen los mismos valores propios, donde TR — T oR y RT — RoT (cfr. el ejercicio resuelto 12 de este 
capítulo). 


DEMOSTRACIÓN Bi Sea A un valor propio de TR, se prueba entonces que А también es valor propio de RT. La demos- 
tración de que todo valor propio de RT es también valor propio de TR es completamente simétrica. 


(а) Si А = 0, entonces el operador TR no es inyectivo (Ker(TR — 01) Æ {бк}, cfr. nota 5, pág. 459); 
y por tanto, del ejercicio resuelto 13(b) de este apartado, al menos uno de los dos operadores Т, 
R no es inyectivo; entonces, del ejercicio resuelto 13(c), RT no es inyectivo, luego А = 0 es valor 


propio de RT pues al no ser inyectivo Ker(TR — 01) 5 (Og). 


(b) Suponga A £ 0 y sea ii € E — (Og) tal que (ТА) (ï) = Ай, entonces 
T (R(u)) = Au. 


Sea й = R(t); si W = Og se tiene 


бк = T(W) 
= T(R(u)) 
= (ТК)(и) 
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lo cual es imposible pues А #0 y ii 4 бк; por tanto i? + Ок. Y puesto que 


se concluye que А es también valor propio de RT. Bi 


45 Sea T : P, — P, el operador definido, para cada p € Р», por T (p) = q donde 
а(х) = р(х) + (x+ 1)p'(x). 
(a) Probar que T es un operador lineal. 
(b) Encontrar los valores propios de T. 


(c) Determinar si T es diagonalizable y en caso positivo hallar una diagonalización para Т. 


(d) ¿Existe una base 4 de P, tal que la representación matricial relativa a ésta del operador T es 
diagonal? Si la respuesta es positiva exhibir dicha base 4. 


Solución (а) Sean pı, p2 € P, y o, f € К. Entonces, para todo x € R, 


T (api + Bpa)(x) = (opi + Bpa)(x) + (x+ 1)(apı + Bp?) (x) 
= (apı (x)  Bpa(x)) + (+1) (api (x) + 8p» (x)) 
= opi(x) +a(x+1)p) (x) + Bpa(x) + Bx 1)ро(х) 
= aT(pi)(x) + BT (p2)(x) 


кы” Qm, 


y por tanto, 


T (api Bpz) = oT(pi) + PT (pz). 


(b) Si p Ө, donde 0 es el polinomio constante cero, es un polinomio propio de T (un vector propio) 
у А ез ип valor propio correspondiente, entonces 


р+(х+10)р = Ap 
de donde 
d 
Gh sd c). 
dx 


Al separar variables se obtiene 


y por ende, 


In|p| 2 In|x- 1| ! -C 
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para alguna constante C. Luego 
p=Ci(x+1)" 


con C; una constante distinta a cero. Dado que p debe pertenecer a P,,, se deduce que los valores 
propios de T son А; = k con k = 1,2,...,n4- 1 y los vectores propios correspondientes а cada 
valor propio A, son los polinomios 


рих) & C(x--1)*, C 0. 


(c) Ya que los valores propios de T, A; = К, k = 1,...,n + 1, son distintos entre sí y dim(P,) — n4- 1, 
T es diagonalizable. Una diagonalización para Т consiste en el par D, P donde 


D = diag(1,2,...,n4- 1) 


Pep as был] 


donde la columna Су es el vector de coordenadas del polinomio propio p, (x) = (1-х)! corres- 
pondiente al valor propio A, = k; i.e., C; es el vector que tiene como componentes los coeficientes 
de (14-x)*-!: 


C, = (1,0,...,0) 
—— 


ntl 


(d) Sí, por el inciso anterior la base es 


B= {1,1+х,(1+5х)2,...,(1+х)). v 


Del ejercicio 46 al último ejercicio de este apartado de problemas resueltos, los espacios vectoriales, 
operadores lineales y matrices tratados en ellos se consideran sobre el campo de los números complejos 
C en forma implícita (cfr. 5.3.3). Sin embargo, se puede restringir a los números reales suponiendo que 
todos los valores propios de cualquier operador o matriz, así como todas las raíces de los polinomios 
involucrados son nümeros reales. 


46 Sea la matriz de tamaño k x k 


ее de) 
А=|0 1 t^ o 
0 


Demostrar que el polinomio característico de A es 


рА(А) = (1) (ag --a1À -- a2 ---- ag 4A 1 4- M). (5.34) 
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DEMOSTRACIÓN BI Se procede por inducción sobre k: si k = 1, entonces 


PALA) = det (—ao — А) 


= –ар – А 


= (Лу (aat A?) 


y el resultado es cierto para este caso. Sea n un entero mayor a 1 y suponga que la fórmula 5.34 es válida 


para el caso k = n — 1. Entonces 


palA) = 


0 


0 


0 


1 


—@2 


—@п-1— ^ 


Al desarrollar por cofactores en la primera fila y hacer uso de la hipótesis de inducción se obtiene 


0—4 


= —ДА(—1) аа-а Ача А ое 1A"? A") 


0 
0—A 
1 
0 0 
1 0-A 
1 
0 0 


= (—1)" (a+ aà +a)? ++ anA") HA"). 


Luego 5.34 vale para todo ke N. B 


(—1)"ao 


47 Sean E un espacio vectorial de dimensión finita, T un operador en E y S un subespacio T -invariante; 
esto es, T(S) C S. Sea Ty : S — S el operador lineal 75(1) = T (ui) para todo ii € S; es decir, Ts es la 
restricción de T al subespacio T-invariante $. Demostrar que si рт, (А) es el polinomio característico de 


Ts y pr(A) es el polinomio característico de Т, entonces рт, (А) divide a pr (A). 


DEMOSTRACIÓN BI Sea (%;,..., ių} una base de S, entonces se puede completar ésta a una base Z = [11,..., Ur, ў, 


..., V4) de E. Por tanto, por ser S un subespacio Т -іпуагіапќе se tiene 


para j = 1,...,К. Así, A = [aij]' es la representación matricial de T; relativa a la base (ii,..., tik} у 


а= | 


A | 


oO С 
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donde B es una matriz de tamaño k x (n — К), C es una matriz de tamaño (n — k) x (n—k) y € es la 
matriz cero de tamaño (n — К) x К. Entonces 


pr (^) = де[а — Аһ) 


_| A=A% B 

a O C= А, 

= det(A — Aly) det(C А, 4) 
= рт, (А)рс(А) 


donde pc(A) es el polinomio característico de la matriz C. Lo cual prueba que рт, (А) divide a pr (A). 
E 


48 Sean T un operador lineal en un espacio vectorial E no trivial de dimensión finita y ii c E— 104). 
Al subespacio 5 generado por los vectores 4,7 (ii), Т2(1),...; esto es S = Z (i, T (ui), T^ (i),...)) (cfr. 
el ejercicio resuelto 31 del capítulo 3, pág. 190) se le Пата el subespacio 7-cíclico generado por el 
vector ii. 


(a) Demostrar que existe un entero k tal que (ii, T (ii), T? (ii),. .., T^^! (ii) ) es una base de S. 
(b) Probar que S es T-invariante. 
(c) Sean ag, a1,...,az-1 los únicos escalares tales que 


Tú) === aT aT u) – — ag LT (i). 


y Ts la restricción del operador T al subespacio S como en el ejercicio anterior. Demostrar que 


pi, (4) = (7 D' (ao Нана c aX) 


es el polinomio característico del operador Т;. 


DEMOSTRACIÓN M (a) Dado que ú 4 бк, [u] ез L.I. y, puesto que la dimensión de E es finita, existe un menor entero 
k > 1 tal que el conjunto 


I, TD, T^ (05,... T (up 
es L.I. Entonces i, T (i), T? (u),..., T (ui), T(t) son L.D. y por tanto 
T*(u) € W = gn(i, T (i), T^ (à),..., T Um) c S. 
Si V € W, existen escalares 0,01,...,0., tales que 
y = agii + o4T (ii) + oo T? (ü) - --- -- og, T! (ài) 


y por tanto, 
T (V) = T (opi - o4T (ii) + oo T? (i) 4- --- ар 11% (ui) 
= ogT (il) - oa T? (à) J- oo T? () 4- --- +09 1Т (й) € W. 


Así que W = en(ii, T (ui), T? (ii),..., T*-! (ii)) es T-invariante. Dado que ii € W y este subespacio 
es T-invariante, se desprende que T"(u) € W para todo r € N. Luego W es un subespacio que 
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contiene а [i T (ii), T*(ú),...) y ya que S=.Z((ú,T(ú),T?(1),...)) es el menor subespacio 
que contiene a este subconjunto (cfr. el ejercicio resuelto 31 del capítulo 3), se tiene S C W y por 
tanto S = W. Puesto que Z = (ii T (ii), T? (Ñ), ..., TF (0) } es L.I. y genera a W = S, se concluye 
que es una base de S. 


(b) En el inciso anterior se demostró que 5 = W y que W es T -invariante. 


(c) Sean T; la restricción del operador T al subespacio T-cíclico S, 2 = (i, T (ui), ..., T (üi)) la 


base que se construyó en el primer inciso para éste y aj, j = 0, 1,...,m — 1, los únicos escalares 
tales que Т (i) = —agii — aT (i) — a?T? (ui) — --- — ay 1 T% ! (ii), entonces 
0 0 0  —ap 
1 0 0 — 
[Ts]. =|0 ШИ зе : — 2 
2- < T Р 


0.0 0 1 =й 


Рог el ejercicio resuelto 46 de este apartado, el polinomio característico de esta matriz está dado 
por la fórmula (5.34), luego 


рт;(А) = (-1Y(aoaiA aM A. M 


Para los ejercicios 49 a 53 considerar lo siguiente: si Т es un operador lineal en un espacio vectorial de 
dimensión finita n y р(х) = ao - aix + --- + amx” es un polinomio, se define el operador lineal 


p(T) = ag - aiT ta, T" 


(cfr. el ejercicio propuesto 400 de este capítulo) donde / es el operador identidad en E. Se puede in- 
terpretar a p(T) como la evaluación del polinomio p en el operador T. De manera análoga si A es una 
matriz cuadrada de orden л, se define la matriz del mismo tamaño 


p(A) = agl +t aA +e H+ amA", 


donde / es la matriz identidad del mismo tamaño de A y se interpreta p(A) como la evaluación del 
polinomio p en la matriz A. 


49 Sean T un operador lineal en un espacio vectorial de dimensión finita n, A la representación matricial de 


k 


T relativa a una base 4 de E y р(х) = Yy_gaxx* un polinomio. Demostrar que p(T) = 0, el operador 


constante cero, si y sólo si р(А) = Ô, la matriz cero del mismo orden de A. 


DEMOSTRACIÓN M Por el teorema 5.12 (cfr. pág. 436) 


[p(T)ui] g = [aol (i) + aT (à) + a2 T? (ii) +- -- + as T" (i) æ 
= а а +a [T (9) а ^ a2 [T^ 2) o +-+an T"(Wa 
= ao[i] a + а1А[И] 2 +04 [0 z+: + as A" [Id] 
= (al +a A + aA? +--+ anA") [ii] ж. 
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De donde 


S (7) а = др Vii € E 
e (ag +a¡A+ аА praedi amA”) [u] г = Ögn Vu cE 


€ (aol - a4A + a3A? +--+ a4, A") = др УХ € А" 


= (aol +аА+ ФА? also ale ii A) -E 


>Sp(4)=0. M 


50 (Teorema de Cayley-Hamilton). Demostrar el siguiente teorema: 


(a) 


(b) 


DEMOSTRACIÓN M (a) 


Si T es un operador en un espacio vectorial de dimensión finita y pr(A) es su polinomio carac- 


terístico, entonces 
рт(Т) = 0 
donde 0 es el operador constante cero; es decir, 
рт(Т)(@) = дв vi e E. 


Lo cual significa que en un espacio vectorial de dimensión finita todo operador es un cero de su 


polinomio característico. 


Si A es una matriz cuadrada y pa(A) es su polinomio característico, entonces 
pala) = € 


donde 4 es la matriz cero del mismo orden que la matriz A. Lo cual se interpreta diciendo que 


toda matriz cuadrada es un cero de su polinomio característico. 


Sea ii € E, si ii = Ок, entonces claramente pr(T)(u) — Or porque T es lineal. Suponga que 
cE- (Og) y sea S el espacio T-cíclico generado por и considerado en el ejercicio resuelto 48 
de este apartado. Por el ejercicio resuelto 48 existen un entero k > 1 y escalares únicos a; tales 
que 


(i, T (u),.. T5730) 
es una base de 5; S es un subespacio 7 -invariante; 


T* (ui) = —40 aT (ú) Р аат (0: 
рту (А) = (-D (ao cape Ha t d M) 


es el polinomio característico de Ts, la restricción de Т al subespacio S. Entonces, por el ejercicio 
resuelto 47 de este capítulo, pr. (А) divide al polinomio característico de pz (А) y por tanto existe 
un polinomio q(A) tal que 


pr(A) = рт,(А)а(А). 
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Y ya que (cfr. ejercicio resuelto 48 de este apartado) 


pr (T) = (-1) (aol - aiT +: +а TF +T") 
= (1) (aoi E aT (й) +: +а LT" (2) + ТЧ(Ш)) 
( 


se desprende que pr, (T) = Ө. 


(b) Es consecuencia inmediata del inciso anterior al tomar Т = 74. Bl 


51 Sea р(х) = ao -F aix +--+ amx” un polinomio de grado m. 
(a) Si T es un operador lineal en un espacio vectorial E, А es un valor propio de Т y p se anula en 
Т; esto es, aol +41T +-:-+ a, T" = 0, el operador constante cero, demostrar que p(A) = 0. 


(b) Si A es una matriz cuadrada, A es un valor propio de A y p se anula en A; esto es, ag] +a¡A+ 
+++ A” = © , la matriz cero, demostrar que p(A) = 0. 


DEMOSTRACIÓN Bi (a) Sea; c E— (Ox) un vector propio correspondiente al valor propio A. Entonces 


= al (Ñ) + aT (ii) + a? T? (Ñ) +- +amT” (à) 
= agil J- a Ml J- a3 TH 4а AP 
= (a+ Àt aA? ^ --- - a Ad 


y, ya que ii 4 Ок, se concluye 
р(А) = A A eben eds A ex. 


(b) Es inmediata del inciso anterior al poner T = Тл. B 


52 (Polinomio mínimo). 


(a) Sean E un espacio vectorial de dimensión finita y T un operador lineal en E. 
(i) Probar que existe un polinomio mónico m (el coeficiente de la mayor potencia es uno) de 
grado mínimo tal que T es un cero de m; es decir, m(T) — 0. 


(ii) Demostrar que si p es cualquier otro polinomio y T es un cero de p, entonces m divide a p. 
En particular m divide al polinomio característico de T. 


(iii) Mostrar que sólo puede existir un polinomio mónico de grado mínimo que se anula en T. 
Al polinomio mónico m de grado mínimo que se anula en T se le llama el polinomio mínimo del 
operador T. 


(b) Sea A una matriz cuadrada. 
(i) Probar que existe un polinomio mónico m (el coeficiente de la mayor potencia es uno) de 
grado mínimo tal que T es un cero de m; es decir, m(A) = 6. 
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(ii) Demostrar que si p es cualquier otro polinomio con A es un cero de p; entonces m divide a 
p. En particular m divide al polinomio característico de A. 


(iii) Mostrar que sólo puede existir un polinomio mónico de grado mínimo que se anula en A. 


A] polinomio mónico m, de grado mínimo y que se anula en A, se le llama el polinomio mínimo 
de la matriz A. 


DEMOSTRACIÓN Bi (a) (i) Por el teorema de Cayley-Hamilton (ejercicio resuelto 50) existe al menos un polinomio que 
se anula en Т, el polinomio característico de Т. De entre todos los polinomios que se anulan 
en T hay al menos uno, m, de grado mínimo. Es claro que de ser necesario se puede dividir 
entre el coeficiente principal (el coeficiente de la mayor potencia) y hacer que m(x) sea un 
polinomio mónico. 


(1i) Sea p(x) cualquier polinomio tal que p(T) = 0. Por algoritmo de división existen un par de 
polinomios q,r tales que 


р(х) = m(x)q(x) + r(x) 


con r(x) = 0, el polinomio constante cero, o 0 < grad(r) < grad(m) — 1 (grad(w) denota el 
grado del polinomio w). Entonces 


y por tanto r(T) — 0. Así T se anula en el polinomio r(x) el cual es el polinomio constante 
cero o tiene grado menor que el grado del polinomio m; por la definición de m la ültima 
alternativa no puede ser, entonces se concluye que r(x) es el polinomio constante cero. Luego 
m divide a p. 


(iii) Sea pi(x) un polinomio mónico de grado mínimo que se anula en T. Entonces m y ру tienen 
el mismo grado y por el inciso anterior existe un escalar c tal que 


pix) = ст(х) 


y puesto que ambos son mónicos, se desprende que с = 1 y por tanto р! (х) = m(x). 
(b) Es consecuencia inmediata del inciso anterior al poner T = Тл. B 


53 Demostrar que el polinomio mínimo y el polinomio característico de un operador Т, en un espacio de 
dimensión finita, o de una matriz cuadrada, tienen las mismas raíces y por ende, los mismos factores 
irreducibles. 


DEMOSTRACIÓN BI Sean pr (х) y m(x) los polinomios característico y mínimo del operador Т. Porel ejercicio resuelto 51 
de este segmento, toda raíz del polinomio pr (x) es raíz del polinomio mínimo, pues toda raíz del polinomio 
característico es valor propio del operador T. Inversamente, puesto que m(x) divide al polinomio prz (x), 
toda raíz del polinomio mínimo es raíz del polinomio característico. Si Aj, i = 1,...,k, son los valores 
propios distintos entre sí del operador Т, entonces los factores irreducibles pr son (x — À1),.... (x — А) 
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y, ya que ambos polinomios tienen las mismas raíces, éstos son también los factores irreducibles de m. 
El caso para una matriz cuadrada A es consecuencia inmediata de lo precedente al tomar T = 74. Bl 


54 Encontrar el polinomio mínimo del operador lineal T : IR? — R? definido por T(x,y,z) = (—y, 2x + 


3y, x — ух). 
Solución T(1,0,0) = (0,2, —1), 
T(0,1,0) = (-1,3,—1), 
T(0,0, 1) = (0,0,1). 
Por tanto, 
0 —1 0 
а= | 2 3 
—1 1 1 
y 
0-A -1 0 
рт(А) = 2 3—A 0 
—1 —] 1—A 


a =] 
-a-x| 2 "wd 


-—(-3(04-—3A-4-2) 
= —(А-—1)(А—1)(А—2) 
= -(A- 1)%(Л—2). 


Puesto que el polinomio mínimo m(A) divide a pr(A), ambos tienen los mismos factores lineales y m 
es mónico, entonces m(A) es uno de estos polinomios 


pra) = (A— 0)? (A-2), 
pj) = (4-1) -2) = 93A +2. 
Y como 


pi([T]2) = -р( а) = -6= 6 


ра) =(A=D(A=21) 
-1-10][-2-1 0 


II 
eese 
= © © 
ooo н 


se tiene que 


es el polinomio mínimo de T. Y 
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5.4.2 Ejercicios propuestos 
El lector encontrará la respuesta a los ejercicios en cursiva en el apéndice E al final del libro. 
Transformaciones lineales (respuestas en páginas 1084-1086) 


En los ejercicios 1 а 20 utilizar la definición 5.1 para determinar si la transformación Т : E — Е, definida 
por la fórmula dada para todo vector en E, es o no lineal. En caso afirmativo probar rigurosamente que 
se cumplen las dos condiciones de esta definición y en caso contrario mostrar las propiedades que no se 
cumplen mediante contraejemplos. 


1 T: > R5, Т(х,у) = (1,1 +y,2x— 2y). 
2 T:R>R?, Т(х,у) = (e*, e”). 


2 


3 Т.К—› К^, T(x) = (xe). 


4 T: R25 В, T(x,y) = (x,0). 
5 T: R5 RÀ, Т(х,у,2) = (х,у,0). 
6 T:R3>5R?, T(x,y,z) = (0,0,2). 


7 T: R?> R?, T(x,y,2) = (=x+2y+2,2x—y+2). 


8 T: R75 R?, T(x, y) = (ух). 

9 T: R— R2, T(x, y) = (x, y). 
10 T: RR, T(x,y) = (—x,y). 
11 T: R— R?, Т(х,у) = (2,y?). 
12 T: R?— R?, T (x, y) = (xx). 


13 T : R25 R, T (x, y) = xy. 


14 T : R22 R, T (x, y) = —3x + 2y. 


15 T :C[0,1] > R, T(f) = f(0). 


16 T :C[0,1] 2 R2, T(f) = (f(0), f (1)). 
17 T: C -1,1] 2 R2, T(f) = ( (1/2), $2, f()d3). 
18 T : M, > К, T(A) = det(A). 


19 T : P — P, T (p) = q, donde q(x) = p(x— 1). 
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20 T: %|[a,o) 2 R, T(f) = f f(x)dx, donde .Z, [a,«e) es el espacio vectorial del ejercicio resuelto 37 
de la página 372. : 


n los ejercicios a eterminar si la transformación T : es lineal encontrando, si es 
Enl 2] a 30 det la transf T : R” — R” es lineal trand 
posible, una representación matricial relativa a las bases canónicas de los espacios R” y IR" como se 


hizo en el ejemplo 5.11. 


21 T:R 5 m, 


T (x1,X2,x3) = (—5x1 — x3, —3x1 —7x2,2x2 + x3, —3x4 +3x2 — Хз). 
22 T: R 2 R5, T(x,y,z) = (x-z, -x - y -z, 2x -- y 4-32) 
23 T: R? 2 RS, Т(х,у,2) = (yx +x, xz yox +y +2). 
24 Т: — R5, T (x, y,z) = (x x +y +z). 


25 T : R? S RP, T(x,y) = (2x— 3y,—x+ y). 


26 T: R^ 5 I2, 


T (x1,32,X3,X4) = (x1 — X2 +23 — x4, —2x1 — x2 Рд — x2 4-33 — 3x4). 
27 T:R 2 R2, T(x, y) = (x у, — y^). 
28 T: R >R, T(x,y,z) = —2x - 3y — z. 


29 T: R — R2, Т(х,у,2) = (x-3y —z,2x — y +22). 


30 T: R> R2, T (x1,x2,x3,x4) = (хі 4- x2 — xa —X4,X1 4- x3). 


En los ejercicios 31 a 37 utilizar el ejercicio resuelto 1 de esta sección para encontrar una transformación 
lineal T : R” — R” tal que T(Zj) = ў. 


31 T:R?>R*,7(1,0,1) = (-1,1,2,1), T(-1,1,1) = (—2,3,2,4) y T(0,1,1) = (-2,1,3,0). 


32 T:R? R5, T(,2) = (1, 1,1) y T(-1,1) = (22,3,1). 


33 T: R^ R7, 7(1,0,1,1) = (1,1, 1, T(0, 1,1,1) = (2,0,1), T(—2,1,2,1) = (1,0,1)у T(à-1,0,1,1) = 
(2,12). 


34 T:R 2 R5, T(,2,1) = (1,2, -1) y T(-1,1,0) = (2,-2,1) y T(-1,1,3) = (1,2, 21). 


35 T: R? S R2, Т(1,1) = (1,2) y T(-1,1) = (1,2). 


36 Т:Р, Рз, Т(1) =x, Т(2х) = 2, T(332) = х. 
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37 T : W > R^, (| е "Ju = (-1,2,1,1), (| : al) = (1,0,1,—1), r(| E 4! = 
1 
0 


(2,—1,1,0)уТ (| : |) = (0,0,1,1). 


38 Si E, F son dos espacios vectoriales y T : E — E es una transformación, probar que T es lineal si y sólo 
si 


T(aŭ+ BV) = oT (u) + BT (V) 
para todo par de vectores t, v € E y para todo par de escalares a, 5. 


39 Encontrar la aplicación lineal T : R? — R? tal que a todo vector dí lo transforma en el vector que se 
obtiene al girar ф radianes en sentido contrario a las manecillas del reloj a й y que tiene la misma norma 
que este vector. 


40 Encontrar la aplicación lineal T : R? — R? que a todo vector ii lo transforma en la reflexión de éste 


respecto al eje x. 


4 


ч 


Encontrar la aplicación lineal T : R? — R? que a todo vector ii lo transforma en la reflexión de éste 
respecto al eje y. 


42 Encontrar la aplicación lineal T : R? — IR? tal que a todo vector ii lo transforma en el vector que se 
obtiene al girar ф radianes en sentido contrario a las manecillas del reloj a и alrededor del eje z y que 
tiene la misma norma que este vector. 


En los ejercicios 43 a 50 utilizar los ejercicios resueltos 4 y 5 para encontrar una transformación lineal 
T : E — F cuya imagen esté generada por los vectores T del espacio F. 


43 E- R3, F - R5, f, = (1,2,1,1), fa = (—1,0,1,1) y f = (2,—1,0,2). 


44 E- R2, F =R, f, = (21,1) y f = (3,1). 


45 Е = R,F- R5, fi (1,1,1) y = (2-1,1). 


46 E- R2, F - R^, f, = (1,0,1,1), & = (0,—1,1,1) y f = (2,1,1,2). 


47 E-gn(1,x,32) < P, F =P, f; 2 - 2x, = +1. 

48 E=en(1,x+1,2-x)<P,F =P, fi —1, h =x 1, f  3x- 2. 

49 Е = gn(cosx, senx) < $(R), F = R2, f, = (1,1), f = (—1,2). 

50 E el espacio de matrices simétricas 2 x 2, Е = R°, fh —(1,0:0), h = (0,1,0) y А ке (0:001). 


51 Probar que si E es un espacio de dimensión finita n; Е es un espacio vectorial cualquiera; ej,...,6,,, con 
0 < m < n, son vectores L.I. del espacio E y dim(F) > n — m; entonces existe T € .Z(E,F), no nula, tal 
que Ker(T) = gn(é;,...,ém). 


542 CAPÍTULO 5 | Transformaciones lineales, valores y vectores propios 


En los ejercicios 52 a 57 encontrar, utilizando el ejercicio precedente, una transformación T € (Е, Е) 


cuyo nücleo esté generado por los vectores dados del espacio E. 


52 E=R*,F=R*, a = (—1,2,1,0), & — (1,0, 1, 1). 


53 E— R^, F = R?, 2, = (-1,1, —1,0), & = (—2,0,1,1). 


54 E=R?, F = R?, 2; = (—1,0,1). 


55 E = КЗ, Е = R5,2, = (1,0,1), & = (—1 


56 Е = Рз, Е =P, €, = х1, е = x. 


57 E=M,,F = Ҝ*, е E ; kasja 


58 Encontrar una transformación lineal T : 1 


gen esté generada por (—2,1,3) y (—1,0 


59 Encontrar una transformación lineal T : ] 


0,1). 


cl 


R? > 


IR? cuyo núcleo esté generado por (—1,2, 1) y cuya ima- 


R* cuyo núcleo esté generado por (—1,0,1), (0,—1,1) y 


cuya imagen esté generada por (1, —1,0,2) y (3,—1,0, 1). 


60 Hallar una transformación lineal T : P — P cuyo núcleo esté generado por x — 2, x? y cuya imagen 


esté generada por x — 1, x?. 


61 Encontrar una transformación lineal Т : P4 — P tal que su núcleo esté generado por x — 1, 2 — x y la 


imagen esté generada por x? — 2, 4 — x?, х? +1. 


62 Sea T : IR" — R” una transformación (no necesariamente lineal); entonces T (ii) = (Ti (ii),. .., Tj, (it), 


donde T; : R” — R, i = 1,...,т. A las tranformaciones Т; se les llaman funciones componentes de la 


aplicación Т. Por ejemplo, si T : IR? — R? está definida рог T (x,y,z) = (x? — yz, xz + y?) para todo 


(x,y,z) € R?, entonces las funciones componentes de Т son Tj (x,y,z) = х2 — yz y (x, y,z) = xz y^. 


(a) Sea T : R” — R una transformación. Probar que T es lineal si y solo si existen a; € R, i = 1,...,п, 


tales que 


T (Xis s 


Xp) = ах +: F anXn. 


(b) Sea T : IR" — R” una transformación con funciones componentes T; : R” — R, i = 1,...,т. Probar 


que T es lineal si y sólo si todas sus funciones componentes son lineales. 


(c) Sea T : R” — R” una transformación con funciones componentes T; : IR" — R, i = 1,...,т. Probar 


que T es lineal si y sólo si todas sus funciones componentes son de la forma 


para ciertos escalares а}. 


n 
Ti (i men Ж | = Уаз; 
i=l 
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En los ejercicios 63 a 77 utilice el ejercicio 62(c) para determinar por simple inspección si la transfor- 
mación T : R” — R”, definida por la fórmula indicada para todo и € R”, es lineal o no. 


63 T:R >R, Т(х,у,2) = (x-y x+y +z): 

64 T : R? 2 R2, T (x,y,z) = (х+у,х+у +2). 

65 T : R* 2 R?, T(x1,42,%3,X4) = (0, xi —x2,2x1 +x2 + 3x3 — x4). 
66 T:R^— R?, T(xix2,x3,X4) = (хіх + x3, X1 + x4). 


67 T : R? — R?, T (x,y) = (xcos0,ysen 0), donde 0 € R es dado. 


68 T : R? — R?, T (x,y) = (0 cosx, 0 sen y), donde 0 € R es dado. 
69 Т: — R^, T (x1,39,33,x4) = (x + 1,2 + 1,x3 + 1,x4 +1). 
70 T : R? > R2, T(x,y,z) = (x, 2y, 3z). 

71 Т:2 2 R2, T(x,y) = (x,y?). 

72 T: R? 2 R2, T(x, y) = (x, e). 

73 T:R — R2, T(x, y) = (x, |y|). 

74 T:R 2 R5, T(x,y,z) = (y, xz). 

75 T: R^ >R, T(x,...,x,) = Ул. 


76 Т:К" —-—R,T(xi,...,x4) = - р ТИЕ 79 


п 


77 Т: К" > К", T(xi,...,x4) = (х, +X2,...,X1 +: Xp). 


78 Sean Е un espacio con producto interior (-,-), V € E— {к} un vector dado, 5 = gn(V) y x: E > S 
definida por c (ui) = pz donde p; es el vector proyección de cada ў € E sobre v. 


(a) Probar que 7 es lineal. 


(b) Determinar el nácleo de 7. 
79 Sean E = К", é,,...,ém € E vectores L.I. dados, S = gn(éi,...,6,) y T: E — S definida por 7 (i) = pz 
donde p; es el vector proyección de cada ii € E sobre S. 


(a) Probar que т es lineal. 


(b) Determinar el nácleo de 7. 
80 Sean E un espacio con producto interior (-,-), 5 Æ (08) un subespacio de dimensión finita de E y 
7 : E > S definida por m(t) = p; donde р; es el vector proyección de cada i/ € E sobre 5. 


(a) Probar que 7 es lineal. 


(b) Determinar el núcleo de 7. 
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En los ejercicios 81 a 90 T : IR" — IR" es una transformación definida por la fórmula dada para todo 
и € К". (i) Por simple inspección, utilizando el ejercicio 62(c), verificar que T es lineal; (ii) hallar 
una matriz А € Mmxn tal que Т = 74 (cfr. la discusión dada en la pág. 420); (iii) hallar una base y 
dim(T (IR")); (iv) encontrar una base y la dimensión de Ker(T); (v) determinar si T es inyectiva y (vi) 
determinar si T es suprayectiva. 


T:R 2 R2, T(x,y,z) = (-x-2y -3z, x - y — 2). 


82 T: R2 S R2, T(x,y) = (х+у, —y). 


T : R? 2 RS, T (x,y,z) = (—x +y +z, —2x +y +3z,x— 2z). 


84 T :R? 2 R2, T (x,y) = (x+y,y,0). 


T : R* 2 R2, Т(х1,х0,х3,24) = (x1 — X2 2- 3x3, —32 - x1, —x1 Ко — 4x3 Ha). 


86 T : R^ — R^, T (1,32,x3,4) = (X1,X2 +X3,X1 — ха, - X2 +23). 


T:R 2 R?, T(x,y,z) = (x-y--z 2x -y —3z,3x— y — 7). 


88 T: R^ 2 Rt, T(x,y,z) = (x-y +z x+ 3y — Az, x — 2y - z,3x — Ay — z). 


T : R* 2 R^, T (x1,30,x3,4) = (x1 —X2,X1 әз —X4, —x1 — 22 — 3x3 + 3x4, —x2 — x3). 


90 T:R? 2 RP, T(x,y,z) = (x—y--z —2x- y - za x — y 4-2z). 


91 


92 


93 


95 


96 


97 


Sea T € -2 (IR",IR), probar que T es suprayectiva o T es la aplicación constante cero. 


Sea T € (В, R”), probar que T es inyectiva o T es la aplicación constante cero. 


Mostrar que si Ту y 7 son transformaciones lineales de un espacio vectorial E de dimensión finita en 
un espacio F y (ii,...,i£,) es una base de E, entonces Т = T» si у sólo si Ti (1) = T»(u;) para todo 


Dn. 
Sean Е, Е dos espacios vectoriales con dim(E) finita, $ < E y T € .Z (E, Е). Demostrar que 
dim(S) = dim(SN Ker(T)) + dim(T(S)). 


Sean E, Е espacios vectoriales y T € .Z(E,F). Mostrar que si T(t), ..., T (Un) son L.I. en Е, entonces 
lj, ..., d, son L.I. en E. ¿Es cierto el recíproco? Si la respuesta es negativa, dar un contraejemplo. 


Sean E y Е un par de espacios vectoriales y Tj, T; : E — Е dos transformaciones lineales tales que 
T, (E) (E) = {06}, mostrar que T, y T; son L.I. en el espacio vectorial (Е, Е) (cfr. el ejercicio 
resuelto 31 del capítulo 3, pág. 190). 


Sean P el espacio de polinomios y n > 1 un entero. Para cada k = 1,...,n sea Т; el operador lineal en P 
definido por T; (p) = p ?, donde p? es la k-ésima derivada del polinomio p. Demostrar que T|,..., T, 
son L.I. 
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98 Probar que si T € .Z(E,F), entonces 
dim(T(E)) < dim(F). 
99 Sean A € Minxn y B € Mpx p, probar que 


Rang(AB) < Rang(B) y 
Rang(AB) < Rang(A). 


100 Sea T : R” — R” la función definida por T((a,)) = (azn) para cada sucesión (a, ) € R^. 


(a) Demostrar que T es un operador lineal en el espacio de sucesiones R”. 
(b) Probar que T es suprayectivo. 
(c) Demostrar que Т es singular (no inyectivo). 


(d) Sea coo el subespacio de sucesiones finitas (cfr. el ejercicio propuesto 357 del cap. 3, pág. 228). 
Demostrar que T (coo) = coo. 


(e) Mostrar que (cfr. el ejercicio resuelto 8 de esta sección) 
Соо С T (cog) 
pero coo £ py! (coo). 


101 Sea T : С[0, 1] — C(0, 1] el operador definido por T(f) = g donde g(x) = f; f(t)dt, mostrar que T es 
inyectivo pero no suprayectivo. 


102 Sean E y F un par de espacios vectoriales con dimensión de E finita, V < F, T € .Z(E,F) y T ! (V) la 
imagen inversa del subespacio V (cfr. el ejercicio resuelto 8). Probar que 


dim(T ^ (V)) = dim(Ker(T) + dim(V n T(E)). 


En los ejercicios 103 a 107 E = Mi, es el espacio de matrices de orden n y T : E — E es el operador 
definido como 


ARA 


Т(А) = —, 


para toda A € E. 
103 Probar que T es un operador lineal en E. 
104 Probar que Ker(T) es el subespacio S2 matrices antisimétricas (cfr. el ejercicio resuelto 28, pág. 187). 
105 Demostrar que T (E) es el subespacio de todas las matrices simétricas (cfr. el ejemplo 3.25). 
106 En el ejercicio propuesto 353 del capítulo 3 (pág. 227), se pide encontrar la dimensión del subespacio 


de matrices simétricas. Utilizar ese resultado para calcular la dimensión del subespacio de matrices 


antisimétricas. 
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107 Sea L: E > E el operador definido, para cada A € E, por 


108 


109 


110 


111 


112 


А-А! 
ЦА) = ——. 


(a) Probar que L es lineal. 
(b) Describir Ker(L), encontrar una base para este subespacio y su dimensión. 


(c) Determinar L(E), encontrar un base y la dimensión de este subespacio. 


Sean F (IR) el espacio de funciones reales con dominio en R y T : F (IR) —> F (IR) el operador definido, 
para cada f € F (IR), por T(f) = g donde 


para todo x € R. 


(a) Probar que T es lineal. 


(b) Determinar el núcleo y la imagen de T (cfr. los ejercicios 124 y 125 del capítulo 3). 


Sean -F (R) el espacio de funciones reales con dominio en R у : F (К) — -F (R) el operador definido, 
para cada f € F(R), por T(f) = g donde 


para todo x € R. 


(a) Probar que T es lineal. 


(b) Determinar el núcleo y la imagen de T (cfr. los ejercicios 124 y 125 del capítulo 3). 


En los ejercicios 110 a 124 se define una transformación T entre los espacios vectoriales indicados E y 
F. (i) Probar que T es lineal; (ii) determinar el núcleo y la imagen de 7; (iii) calcular las dimensiones 
de Ker(T) y T(E) y en caso de ser finitas hallar bases para estos subespacios. 


E=F=P,,7T:E>F definida por T(p) = q donde, para cada p € E, q(x) = p(x— 1) para todo x. 
E =F = P}, T : E —> F definida por T(f) = g donde, para cada f € E, g(x) = xf'(x) para todo x. 


E =F = P}, T : E — definida por T(f) = g donde, para cada f € E, g(x) = f'(x) para todo x. 


113 E =P, F =R, T : E —> F definida por T (f) = f(0). 


114 


E = P3, F =R, T : E > Е definida por T (f) = f (0). 


115 E = W, F = R, T : E > F, T(A) = tra(A), la traza de la matriz A (la suma de los elementos de la 


116 


diagonal). 


E = 23, F = R, T : E > F, T(A) = tra(A), la traza de la matriz А (la suma de los elementos de la 
diagonal). 
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117 E = P,, F = P}, T : E > F, T (p) = q, donde q(x) = xp(x) + p' (x). 


118 E = C! (R), el espacio de funciones con valores reales derivables con continuidad en R; F = C(R), el 
espacio de funciones con valores reales continuas en R; Т: E — F definida por T (f) = g(x), donde 
g(x) = xf (x) + f'(x) para todo x € R. 


119 E =F = P}, T : E — Е definida por T (f) = g donde, para cada f € E, g(x) = xf'(x) para todo x. 


120 E =F = C|-1,1], T: E — F definida por T (f) = g donde, para cada f € E, g(x) = xf'(x) para todo 
x € [-1,1]. 


121 E=F=Cla,b], T : E — Е definida por T(f) = g donde, para cada f € E, 


b 
в0) = | fea 
para todo x € [a,b]. En este caso se debe primero probar que efectivamente g € Cla, b]. 


122 E =F =Cla,b], T : E — Е definida por T(f) = g donde, para cada f € E, 


b 
sb) = 1 f(t) sen(x — 1)dt 
para todo x € [a,b]. En este caso se debe primero probar que efectivamente g € Cla, D]. 
123 E = С? [а,Ь], Е = С[а,Ь], T : E > Е definida por T(f) = f" - 2f" — 3f para cada f € С? [а,Ь]. 


124 E — F el espacio de sucesiones convergentes (cfr. el ejercicio 112 de la pág. 213), T : E — F definida, 
para cada (a, ) € E, por T((a,)) = (ул) donde y, = a — a, para todo n y a = іт, „а. 


En los ejercicios 125 a 129 E = C[—7, т], S es el subconjunto de E de funciones f tales que 


Г f(x)dx = 0, Г f(x) cosxdx = 0 y Г f(x) senxdx = 0. 
125 Probar que S es un subespacio de E. 
126 Probar que las funciones f,(x) = cos(nx) y gn(x) = sen(nx) pertenecen a $ para todo n = 2,3,... 
127 Probar que S tiene dimensión infinita. 


128 Sea T : E — E el operador definido, para cada f € E, por T(f) — g(x) donde 
g) = [^ (1+cos(x=1)) Far 
para todo x € [—т,т], probar que T es lineal. 


129 Sea T el operador lineal definido en el ejercicio anterior. 


(a) Probar que T (E) tiene dimensión finita, hallar una base para este subespacio y el rango de T (la 
dimensión de T (E)). 
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130 


131 


132 


133 


134 


135 


136 


137 


138 


139 


140 


141 


142 


(b) Encontrar el núcleo de Т. 


(c) Hallar todas las funciones f € C[—7,7] tales que T(f) = Af para alguna constante A € R (las 
funciones propias de Т). 


Sean E un espacio vectorial, T un operador lineal en él que es inyectivo y E — T(E). Probar que T es 
una transformación lineal biyectiva del espacio E al espacio E y que por tanto es invertible. 


En los ejercicios 131 a 137 se define un operador Т : IR" — R”en el espacio IR" indicado. (i) Probar que 
T es un operador lineal; (ii) mostrar que T es biyectivo; (iii) encontrar T ^! (ii) para todo ii € IR". 


R?, T (x, y) = (1+2y,x+y). 
R?, T (x, y) = (x — 2y, —x + 3y). 


R2, T (x, y) = (x —y,2x — 3y) 


R2, T(x,y,z) = (x - y - zx —2y — z, 7x + 3y — 2z). 
R?, T(x,y,2) = (х++у,х—у—@—х+у—1). 


R’, T (x, y,z) = (x+y -3zx — yx z;). 


R3, Т(х,у,2) = (x y,3x- y - z,2x — y +z). 


En los ejercicios 138 a 148, E es un espacio vectorial y T, Т, 7; : E — E son operadores lineales. Se 
acostumbra escribir TT, en lugar de la notación empleada para la composición T о Tj de estos operadores 
(cfr. el ejercicio resuelto 12 de esta sección). Se definen T? = I, donde I(ii) = ii para todo ii € E es el 
operador lineal identidad; T” = T o---oT o, de manera más rigurosa: Т! = T y por inducción T" = 


n 
Tau para n = 1,2,... y, si T es además invertible, se define T" = (r^y para todo n — 0,1,2,... 
Del ejercicio propuesto 12 de esta sección TT, T" son operadores lineales también. 
Probar que T (oTi) = o(TT|) para todo o € R. 
Mostrar que (оТ) (ВТ) = а8(ТТ,) para todo par de números reales a, 5 Є R. 


Demostrar que 7^7" = T"*" para todo par de números enteros no negativos n, т; у que esta misma 
igualdad es válida para todo par de nümeros enteros n, m si además el operador T es invertible. 


Mostrar que (7T")" = T"" para todo par de números enteros no negativos п, m y que esta misma igualdad 
es válida para todo par de nümeros enteros n, m si además el operador T es invertible. 


Demostrar que 


TT +) = ТТ TT, 


(т +)Т 2T DT. 
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143 Probar que TI = IT = T. 
144 Dar un ejemplo de un espacio E y un par de operadores lineales Tj y Т» tales que 1,7) Z ЪТ. 
145 Si Т, y T? conmutan; es decir, 7,7, = ЪТ, mostrar que (Ti T2)" = Тү'Т para cualquier entero n > 0. 


146 Si T; y Т» son invertibles, demostrar que Т7 es también invertible y (7775) ! = LR Le., (То 
LreT er”, 


147 Si Tj y Т» conmutan y son invertibles, probar que sus respectivos operadores inversos también conmutan. 


148 Demostrar que si 7; y T; conmutan entonces: 
(а) (+)? =T? +2717 + T2. 
(b) (Т, F Т)? = T? s 3T) АР anm + 17. 


(c) Indicar cómo deben modificarse las fórmulas de los dos incisos anteriores en el caso de que Tj 75 Z 
RT. 


149 Sean Tı, Tə : IR? — R? los operadores lineales definidos por Ti (x,y,z) = (x,2,y) y (yz) = (х,х+ 
y,x+y+2) para cada (x,y,z) € R3. 
(a) Encontrar la imagen del punto (x, y, z) al aplicarle cada uno de los operadores lineales 
(i) TTo; (ii) TT; (ій) Тр; (iv) T; (v) (Т\Т› — TT). 
(b) Demostrar que Т y 7 son invertibles y encontrar 
(i) Tj (х,у, 2), (ii) Ty (x, y,z); (їй) (ПТ) (x,y,z); (iv) (РТ) (х,у, о); para todo (x,y,z) € R°. 


(c) Encontrar (T — I)" (x, y, х) para todo (x, y, с) € R? y para cada n > 1. 


150 Sea E un espacio vectorial. Un proyector en E es un operador lineal T : E — E tal que 7? — T. Probar 
que si E es un espacio con producto interior (;,-) у $ es un subespacio no trivial de dimensión finita de 
E, entonces т: E > E, con v (ii) el vector proyección de ii sobre S (cfr. el ejercicio propuesto 80 de esta 
sección), es un proyector en E. 


151 Sean E un espacio vectorial y S, un subespacio de él. Si T : E — E es una proyección sobre 5 (cfr. el 
ejercicio 17 de esta sección), mostrar que T es un proyector en E (cfr. el ejercicio anterior). 


152 Si E es un espacio vectorial y T es un operador lineal en él, mostrar que 7? — 6, el operador lineal 
constante cero, si y sólo si T(E) C Ker(T ). 


153 Sean E un espacio vectorial de dimensión finita, T : E — E un operador lineal tal que Rang(7?) — 
Rang(T). 
(a) Mostrar que T (E) п Ker(T) = {0g}. 
(b) Probar que E = T (E) © Ker(T) (cfr. el ejercicio resuelto 27 del capítulo 3). 


154 Sean P el espacio de polinomios у D,J : P — Р los operadores derivación, D(p) = p', y el operador 


integración, J(p) — q(x) donde q(x) — f p(t)dt para todo x € R. 
0 
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(a) Mostrar que DJ = I, el operador identidad en P; pero JD = I. 
(b) Hallar Ker(JD) y (JD)(P). 


(c) ¿Son invertibles estos operadores? (Cfr. el ejercicio resuelto 14 de esta sección.) 


155 Sean P el espacio de polinomios, D el operador derivación en P y Т: P > P el operador definido por 


156 


157 


158 


159 


160 


16 


-— 


162 


T(p) = q donde q(x) = xp'(x) para cada p € P. 
(a) Si р(х) = 1 — 2x + 3х2 +x calcular la imagen de р bajo los operadores (i) D, (ii) T, (iii) DT, 
(iv) TD, (v) DT — TD, (vi) T?D? – D?T?. 
(b) Encontrar los polinomios p para los cuales T(p) — p. 
(c) Hallar los polinomios p para los cuales (DT — 2D)(p) = Ө, el operador constante cero. 


(d) Hallar los polinomios р para los cuales (DT — TD)” (p) = D” (p), n > 2 un entero. 


Sean P el espacio de polinomios; D(p) — p' el operador derivación; T (p) — q, donde q(x) — xp(x) para 
cada p € P; e I el operador identidad en P, /(р) = p. 

(a) Probar que T es un operador lineal en E. 

(b) Demostrar que DT — TD — I. 


(c) Mostrar que DT" — T"D = пТ"-! рага cada entero n > 1. 


Sean E un espacio vectorial; 7j, 7; un par de operadores lineales en E; e Г el operador identidad en E, 
I(u) = ii para todo t € E. Si Tj T; — Т, = I, probar que 


I =Т?Т =a 
para todo entero n > 1. 


Sean E un espacio vectorial, Т un operador lineal en él, T? = T o T el operador composición de T 
consigo mismo (cfr. el ejercicio resuelto 12 de esta sección) e I el operador lineal identidad (Z(u) = 
Vii € E). Si T? = 0, el operador constante cero, probar que / — T es un operador lineal no singular 
(invertible). (Sugerencia: Utilice el ejercicio resuelto 14 de esta sección y el ejercicio precedente.) 


Sea T un operador lineal en un espacio vectorial E tal que 7? -- 2T +1= 0, el operador constante cero; 
mostrar que T es invertible. 


Sean E un espacio vectorial, T un operador lineal en él, Т? = T o T oT el operador composición de T 
consigo mismo tres veces (cfr. el ejercicio resuelto 12 de esta sección) e Г el operador lineal identidad 
Q (ii) = ii Vii € E). Si T? = 0, el operador constante cero, probar que Г — Т es un operador lineal no 
singular (invertible). 


Probar que si E es un espacio vectorial, T : E > E es un operador lineal, ij € E es un vector tal que 
T? (ii) = Og y T (ii) 5 Ок, entonces ii y T (ii) son L.I. 


Sean E un espacio vectorial no nulo, T un operador en él tal que T? = T, T Z 0, el operador constante 
cero, y T Æ I, el operador identidad. Mostrar que: 


163 


164 


165 


166 


167 


168 


169 
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(a) Existe ii € E— {бк} tal que T (ii) = ii. 


(b) Existe Y € E — (Og) tal que T (ii) = бк. 
Sean E y T como en el ejercicio precedente y 
Sı = (i € E|T(u) = и), 
Sa = (i € E|T (i) = 05). 
Mostrar que: 
(a) 51 < Ey 5 « E. 


(b) Sı 5 {бк} y S2 4 {бє}. 


(c) E = 5; © $5, la suma directa de 5] con 52 (cfr. el ejercicio resuelto 27 del capítulo 3). 


Sea T un operador lineal en un espacio vectorial E tal que T? = Г. Suponer que existe ii € E — (08) tal 
que T (ii) = odi para algún o € R. Encontrar los posibles valores de а. 


Sean E un espacio vectorial no nulo y T un operador lineal en él tal que T? — 2T +1= 0, el operador 
lineal constante cero. Mostrar que existe i € E, con ii + Ок tal que T (ui) =й. 


Sean E un espacio vectorial y T un operador lineal еп él tal que T? — 2T +I = 0, el operador lineal 
constante cero. Probar que T es invertible y hallar Tl. 


Sean E un espacio vectorial, Т un operador lineal en él y o; € IR, i = 1,...,n, escalares con а, Æ 0. 
Probar que si Т satisface 


ТоТ" p bau qT- a0 


entonces T es invertible. Encontrar Т ^! . 


Sean E un espacio vectorial y Т un operador lineal en él. T es nilpotente (o nihilpotente) si existe un 
entero no negativo n tal que T” = 0, el operador constante cero. Al menor entero no negativo v tal 
que T” = 0 se le llama el índice de nilpotencia (o nihilpotencia) de T. Probar que si и € E es tal que 
T”! (ii) 4 Ок, entonces los vectores ii, T (t), T? (1), ..., T" (ii) son L.I. 


Sean E un espacio vectorial, T un operador nilpotente definido en E y v el índice de nilpotencia de él 
(cfr. el ejercicio precedente). 


(a) Probar que 7" — 0 para todo m > v. 
(b) Si dim(E) = n « ee, demostrar que T" = 0. 


170 Sea el operador lineal T : IR^ — IR^ definido por T (X) = AX donde 


б d cB 3 
е od 5 3 
B 9 1 =13 =7 
-B 23 14 7 


Demostrar que T es nilpotente encontrando su índice de nilpotencia (cfr. el ejercicio propuesto 168 de 
esta sección). 
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Representación matricial (respuestas en páginas 1086-1090) 


En los ejercicios 171 a 186 probar que 4 = [fé;,...,é, } es una base del espacio E y hallar [i] z Є IR", 
el vector de coordenadas para el vector dado п relativo a la base ordenada (é,,...,é,). 


171 B = {(1,2), (1,1), E = R2, à = (—1,1). 


172 Z = {(1,3),(1,2)}, E = R2, i = (2,3). 


173 B = ((—2,2), (—1,0)}, E = R2, i = (3,1). 


174 2 = {(3,—2),(—1,4)}, Е = R2, i = (5,—1). 


175 Z = ((1,0,1),(—1,1,0), (1, 1,1), E = R3, i = (—1,3,1). 


176 Z = {(1,2,1),(—1,1,1),(—1,1,2)}, E=R3, i = (1,0,1). 


177 B = ((1, 51,3), (21,2, 3),(2, 2,5), E=R3, i = (3, 3,1). 
178 Z=((1,-2,-2),(-2,3,1),(-1,2,1)), E = RP, i = (2,1,—2). 


179 4 = ((1, —2,3,4),(—2,5, —6, 8), (1, 2,4,4),(3, 55,9, 1), E = R^, i = (2, —3,0,1). 


180 Z = ((1,2, 1,0), (—1, —2,9, —1), 2,1, 1,1), (-3, 11,1, 22), E = R4, # = (—1,0,1,1). 
181 2 —(x-1,.x -2,2 +1}, E = Р), — x? -2x 3. 

182 B=(1,x—1,2-2,4+3), Е = P3, й = 20° — х2 3x. 

183 4 —(x-1,x-2,:2 - 1I; E- P5, d — x? 42x. 


184 Z2—[2-xx-1,2-2,0-134,E-P4ü-x-x. 


185 Е SIMI | ЕЁ 7$ | J E el espacio de matices simétricas 2х2, = E 3 


=2 3 


A S] а рев]. 


En los ejercicios 187 a 196 encontrar la matriz cambio de base de la base canónica | a la base dada 
Ф) del espacio indicado E. 


187 Del espacio Е y la base 4) = 4 del ejercicio propuesto 171. 
188 Del espacio E y la base 4; = 4 del ejercicio propuesto 172. 


189 Del espacio E y la base ZZ; = 4 del ejercicio propuesto 177. 


SECCIÓN 5.4 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 553 


190 Del espacio E y la base 2, = 4 del ejercicio propuesto 178. 
191 Del espacio E y la base 48, = 4 del ejercicio propuesto 179. 
192 Del espacio E y la base 2, = 4 del ejercicio propuesto 180. 
193 Del espacio E y la base 48, = 4 del ejercicio propuesto 181. 
194 Del espacio E y la base 48, = 4 del ejercicio propuesto 182. 
195 Del espacio E y la base 4, = 2 del ejercicio propuesto 184. 
196 Del espacio E y la base 48, = 4 del ejercicio propuesto 185. 


En los ejercicios 197 a 208 encontrar la matriz cambio de base (i) de la base 4, a la base 2 y (ii) de la 
base 4, ala base ££», en el espacio indicado E. 


197 2, = (1,1), (1,0)), 2, = ((—2,1),(-3,2)) E =R?. 

198 Zi = ((2,1), (1, 1)), Z2 = ((4,1),(3,1)), E =R?. 

199 2, = ((1, 4), (0, 1)), Z2 = ((5,2),(9,1)), E =R?. 

200 Z, = ((-3,5),(1,-2)), Zz = (2,1), (1,0)), E =R?. 

201 Bı = ((2,1,4), (3,2,5), (0, —1,1)), 8, = ((1,2,—1), (0, 21,1),(0,0, 2D), E = R’. 


202 4, = ((1,0,0), (—1, 1,1), (1,1,2)), 4; = ((1, —2, 2), (-2,3, 1), (-1,2,1)), E= R*. 


203 4, = ((1,—1,3), (—1,2, —3), (2, —2,5)), 
B = ((1,—3,2), (—1, —2,1), (1,0,0)), E = ЕЗ. 


204 4, = ((1,—2,3,4),(—2,5, —6, —8), (1, —2,4,4), (3, —5,9,11)), Z la base canónica de E = R4. 


205 4, = (—x4-x2,1—2x- 2x2, 2x - x), Ba = (—3— 3x 02,5 -2x - 2x2, x), E = P5. 


206 4, = (1—2x 232, 2 - 3x +x, 1 -2x +x), Ba = (2 +3x 32,5 — x +2,3 2x - x3), E =P. 


207 №, = (1—x4-332,—1--2x— 332,2 — 2x -- 5x2), Bo = (1—x--332,—1--2x — 332,2 — 2x -- 5x2), E = P5. 


208 4, —(—1--3x—2x? -- 220,2 — 5x -- 43 — 4x), 1 -3x — 332 — 233,1 — 3x -2z2 — x9), Bo = (1,х,22,0), 
E = P. 


209 Sean 48, = (г\,...,ё„) y Ba = (fi T KA bases ordenadas de IR", A la matriz que tiene por columnas 
а los vectores e; y B la matriz que tiene por columnas a los vectores [^ Mostrar que si P es la matriz 
cambio de base de la base 48) a la base 21, entonces 


P-—A B. 
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En los ejercicios 210 a 218 se define un operador T : R” — IR". (1) Comprobar por simple inspección (cfr. 
el ejercicio propuesto 62(c) de este apartado) que el operador es lineal; (ii) encontrar la representación 
matricial [Т] а relativa a la base ordenada 2; (iii) calcular [T (11)] а para el vector ii. 


210 T (x,y) = (x —y,x -3y), Z = ((-1,1),(2,1)) en R2, # = (1,2). 

211 T(x,y) = Qx—y,x— y), Z = ((1, 21), (2, -1)), en R2, 4 = (—1,3). 

212 T (x, y) = Qx-- y,3x — 2y), Z = ((3,2), (1, 1)), en R2, 4 = (2, —3). 

213 T(x,y) = (xy), Z = ((—2,1), (1, —1)), en R2, i = (1,0). 

214 T(x,y,z) = (x—y- zx4-3y,z), Z = ((2,1,4), (3,2,5), (0, —1,1)) en R3, i = (—1,2,2). 


215 T(x,y,z) = (x -3y -2z, ex — y - zx +y), Z = ((1,0,0), (1, 1,1), (1,1,2)) en ЕЗ, # = (—1,0,1). 


216 T(x,y,z) = (xy - zx —y—z), Z = ((1, 21,3), (71,2, 23), (2, 22,5)) en R’, d = (2,1,0). 
217 T(x,y,z) = (z — y,x-3z,z), Z = ((0, —2,3), (1, 3,5), (0,3,4)) en R?, g = (1,1, 1). 


218 T (x1,x2,x3,x4) = (X1,X1 —X3,X2 — X4, X4)» 
B = ((1,—2,3,4),(—2,5, —6, —8), (1, -2,4,4), (3, —5,9, 11)) en R^i-— (—1,0,1, 1). 


219 Hallar una transformación lineal T : R? > R? tal que T(?) = 7 — £y T(7) = 27+ 7 y para esta transfor- 
mación: 
(a) Calcular T (22 — 37) y Т2(27— 37). 
(b) Encontrar T (xi - y) para todo xi 4- y7 Є №. 
(c) Encontrar Ker(T), T (E), bases y dimensiones de sendos subespacios. 
(d) Hallar [T] z la representación matricial de T relativa a la base canónica Z = (1, 7]. 
(e) Hallar [Т] д la representación matricial de T relativa a la base Z = (£— 7,37 -- i). 
(f) Hallar [T?] æ la representación matricial de T relativa a la base canónica Z = (1, 7). 
| 


(2) Hallar [Т?] la representación matricial de T? relativa a la base Z = {7— 7,37 +1). 


220 Sea P el espacio de polinomios de grado a lo más 3. 
(a) Encontrar un operador lineal T : Рз — Py tal que T(1) 2 x — 1, T(x) = 2+2, T(2) =x-3 y 
Turm 
(b) Calcular T(1— 2x-rx? —3x?). 
(c) Encontrar T (ay + ax + азх? + a3x?) para todo ay + aix + ах? + a3x? € P3. 
(d) Encontrar Ker(T) y T (P5), bases y dimensiones de sendos subespacios. 


(e) Hallar [Т] г la representación matricial de T relativa a la base canónica Z = {1,x, xo? }. 


(g) Hallar [T] z la representación matricial de T relativa a la base WM = (x — 1,2 yi =p + TE 


[7] 

(f) Hallar [T] la representación matricial de T? relativa a la base canónica Z = (1,x,32,x?. 
[7] 
[7] 


(h) Hallar [7] Іа representación matricial de T? relativa a la base 2 = {х= L,2— x, x^ —2: 33 T. 
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En los ejercicios 221 a 231 se define un operador T : E — E en el espacio E indicado. (i) Demostrar que 
T es lineal; (ii) encontrar la representación matricial [T] z relativa a la base ordenada 4. 


221 7:98 э MATA) -4 # = | 7g bs As КЁ ale 


222 T : P; > P2, T(p) = р (el operador derivación), Z = [x—1,x— 2x 
223 T:P, 9 P, Tipi =p (0d, 4 a [Lex 
224 T:P5 S P4, T(p) = fo p (t)dt, B = {1,x+ 1,32 — 1,35). 


225 T : P4 > P3, Т(р) = 9, donde q(x) = p(x4- 1) Z = (1,x,32,x?). 


226 T: P; > P,, T(p) =q, donde q(x) = p(x+1) Z = (x—1,x—2,x2). 


227 T: P, >P,, T(ao- aix +- + anx") = Уу уа + (X aix t (Xo ay + +ах", 
A= Lat at 


228 T : P3 — P3, T(p) = q donde q(x) = xp' (x), Z = (1,x,32,x?). 

229 T : P; > Рз, T (p) = q donde q(x) = xp'(x), Z = (1—x,1+1,12—1,x7). 

230 T:E >E, T(f) = f, donde E = gn(e*,e?*, e?*), B=(e* pe” e” 40%, e* езх). 

231 T : P4 — Р; el operador lineal definido por T (1) = 1 +x, T(x) = (1 +x}, T(32) = (1 +x}, T) =x. 


232 Sean E un espacio vectorial de dimensión n > 1, T un operador lineal nilpotente con índice de nilpo- 
tencia igual a n y ii € E — {бк} tal que Т"! (ii) 4 бк. Por el ejercicio propuesto 172(b) de este capítulo, 
B = (ii, T (ii),..., T"! (1)) es una base de E. Encontrar la representación matricial [Т] y de este opera- 
dor relativa a la base 4. 


En los ejercicios 233 a 237 E es un subespacio de .2 (IR), el espacio de funciones, 2 es una base 
ordenada de E y D : E — E es el operador derivación, D( f) = f". Hallar [T] z, la representación matricial 
de T relativa a la base Z. 


233 Z = (cosx,senx). 

234 Z = (1,x,x)). 

235 A= (e xe"). 

236 Z = (e cosx,e* senx). 

237 Z = (cosx,senx, xcosx,xsenx). 


238 Sean E un espacio vectoriales de dimensión finita y Tj, T € (Е, E). Probar que si Z es una base de 
E y [Li] z . [T»]z son las representaciones matriciales de Ту, 7, respectivamente, relativas a esta base, 
entonces 


[n + 7›]@ 


[оТ | д 


|а *[D]e y 


a[Ti]z . 
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239 


240 


241 


242 


243 


244 


245 


246 


247 


248 


249 


250 


251 


252 


253 


254 


255 


En los ejercicios 239 a 245 D es el operador derivación en Рз y Т : Р; — Р; es el operador lineal 


T (p) = q, donde q(x) = xp'(x) y Z = (1,x,x?,x?) es la base ordenada canónica de Рз. Hallar. 


Т?] а 


TD-DT]a 


T?D? - РТ?) а 


En los ejercicios 246 a 255 encontrar la representación matricial del operador lineal T : IR" — IR" relativa 


a la base 48) procediendo de la manera siguiente: 


(i) Hallar la matriz cambio de base, P, de la base 22} a la base canónica 4 de IR". 


(ii) Utilizar la fórmula del teorema 5.15; esto es, [T] z, = P-![T|gP. 


T:R > 


T:R > 


R?, T (x,y) = (2x—y,x +y), 8, = ((1,—1), (2,—1)). 
R?, T (x,y) = (x+ 3y,x— y), 8, = (2,3). (1,2)). 


R?, T (x,y) = (vx), 1 = ((1, 1), (2,1)). 


R?, T (x, y,z) = (x y + z.x- y 4-3z, —x — 2y), 8, = ((1,0,0), (—1, 1, 1), (1,1,2)). 


T:R? 2 R3, T (x, y,z) = (x —2y --z, 3x— 2y --4z, —x-2y - z), 81 = ((1,2, 21), (—1, —1, 1), (1,4, —2)). 


T:RP > 


Т.В? > 


Т: 1 


R?, T (x, y,z) = (3x—2y+2,x+y,x—y), 8, = ((1,0,0), (2,2, 1), (1, — 1, 1)). 


В, T (x, y,z) = (x y -2zx- y -x,x — 2y — 32), 44, = ((1,2, 1), (1,1, —1), (1,2, —2)). 


R^, T (x1,32,x3,X4) = (X1 — X441 +X3,X3 — X4,X4), 


<= ((1,21,3),(—1,.=—їу—1,—3),(1.2,2,3),(%.21.2)). 


T : R^ 2 К, T (31,32,33,x4) = (X1 — X3 +X4,2X] — X2,X3,X4), 


Bı = ((1,4, —2, 1), (,3, 22, 21), (71, —4,3, 1), (1,4, —2, —2)). 


T : R^ — R4, T (x1,35,33,x4) = (ху, Ао, Бо 923,1 d- X2 d- X3 d- X4), 


100,2; 1,0. (11,515,020, 0.01, 2: 12). 
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256 Sean T : P — P; el operador lineal T (p) = q donde q(x) = xp'(x) y la base ordenada Z, = (2 —x,x + 


1,2 — 1,35 — 3)). 


a allar la matriz cambio de base de la base т a la base canonica = ЗД 0 D 
(a) Hallar 1 iz cambio de base de la base 2; a la b ónica Z = {1,х,22,3} 


(b) Encontrar la representación matricial [7] æ, del operador T relativa a la base |. 


257 Sean Т: P3 — Р; el operador lineal T (p) = p' y la base ordenada Z, = (2 — x, x + 1,3? — 1,3? — 3)). 


(a) Hallar la matriz cambio de base de la base | a la base canónica Z = { lx xt h 


(b) Encontrar la representación matricial [T] z , del operador T relativa a la base |. 


258 Sean T : M — Mi el operador lineal T(A) = А! y la base ordenada 


x TEE EU EU 


(a) Hallar la matriz cambio de base de la base | a la base canónica 2 de Mt». 


(b) Encontrar la representación matricial [Т] г, del operador T relativa a la base ZZ. 


En los ejercicios 259 a 272 se define un operador T : E — E. (i) Mostrar que T es lineal; (ii) calcular 


det(T), el determinante del operador; (iii) determinar si T es invertible y de ser así encontrar Т! (и) 


para todo u € E. 


259 Т:1 


260 Т:1 


261 T :I 


262 T:R? 


263 T:R 


264 T :I 


265 T :1 


R? > 


R? > 


p^ 


R2, T (x, y) = (x - 2y,x - y). 
R2, T (x, y) = (x -- 2y,2x +3y). 


К, T (x,y) = (x+y +z, —2x +y +32, 3y +52). 


В, T (x, y,z) = (x —y-- z, 3x — 2y -- 5z,2x — 2y 4- z). 
R2, T (x, y, z) = (x — 2y --3z, —x -- Ay, x -- y 4- 8z). 


R^, T (x1,X2,X3,X4) = (x — хә + X3 + X4, —X1 + 2x2 + 3x3 — 4x4, 2x3 + x4, 5x3 + Зх): 


T(x1,%2,X3,X4) = (2x1 — х + 3x3 + x4, —X1 + 2x2 + хз + x4, —X1 + 5x2 + 6x3 + 4x4, —x1 + Xo — x3 + 2x4). 


266 Т: Mo = Ma, T(A) ERAT 


267 T : DUO =} 90b, T (A) 


268 Т: DUO — Ma, T(A) = 3(A— А”). 


269 T : P5 > P5, T(p) — p 
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270 


271 


272 


213 


214 


215 


216 


211 


T :P4 Рз, T (p) = q donde q(x) = xp'(x). 


T :P4 > Рз, T (p) = q donde q(x) = p(x+1). 


T : P4 — P5, T (p) = q donde, si р(х) = ao + aix 4- ax? + азә?, р(х) = ao + Таух+ tax? + lazx?. 


Sea M,, el espacio vectorial de las matrices de orden n. Se recuerda que la traza de una matriz cuadrada 
А = [aij] se define por tra(A) = Ут уан. 

(a) Demostrar que si A, B € 9Jt,, entonces tra(AB) = tra(BA). 

(b) Probar que tra(A) = tra(A') para toda matriz А € M. 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita y Т un operador lineal en él, 4, y 8, un par de bases 
en él. Sean A y В las representaciones matriciales de Т relativas a sendas bases, demostrar que 


tra(A) — tra(B). 


Es decir, cualquier representación matricial de T tiene la misma traza independientemente de la ba- 
se que se elija en E. Se define entonces la traza del operador Т, tra(T), como la traza de cualquier 
representación matricial de este operador. Luego та(т) es un invariante de Т. 


Sean E un espacio vectorial y Т, T; un par de operadores lineales, mostrar que tra(T,T, — Т7) = 0. 


Sean E у Е espacios vectoriales de dimensiones finitas y Tj, T? € .Z'(E,F). Probar que si 4, y Z son 


2 


bases de sendos espacios y я ; [5]2 


son las representaciones matriciales de Т, 7, respectivamen- 
te, relativas a estas bases, entonces 


[n +1›]@ 


4 
[ar = ari. 


Il 
E 
SE 
E 
x 
EE 

< 


Sean E, F y С espacios vectoriales; 7, : E — F y 75 : F > G un par de funciones. Se define la operación 
composición de Т con 7; como la función 75 o T; : E > G dada por (cfr. el ejercicio resuelto 12 de esta 


sección) 
(non)G)-n(n() vi eE. 


Nuevamente se acostumbra denotar 75 o Tj por DT. 


(a) Probar que si Tj y T» son lineales, entonces D o Тү (= DT) es también lineal. 


(b) Sean Tj, T; : E > Е dos funciones y 75 : F > С una transformación lineal, mostrar que: 


(i) T3 o (Tj +) v (от) + (150 T;). 
(й) To (aT) = a(T; oT;), para todo a € К. 


(c) Sean Tj, 5: F 5 Gy T3: E— Е funciones, probar que 


(T, +B)oT; = (T, о B)+(B 0T). 
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278 Sean E, F y С espacios vectoriales; 7; : E >F y T; : F > С transformaciones lineales. Demostrar: 
(a) Si DT, (= Т» о Тү) es inyectiva, entonces Т es inyectiva. 
(b) Si DT, es suprayectiva, entonces 7 es suprayectiva. 


(c) Si Тү y T; son biyectivas, entonces ЪТ es biyectiva. 


279 Sean E, F y С espacios vectoriales de dimensiones finitas con sendas bases 21, 2 y 23. Si T; : E — Е 
y D : F > С son transformaciones lineales, demostrar que la representación matricial de ЪТ = Т» o Tj 
está dada por 


B B Za 
[Ti] = [D] 25 ШЕ 
En los ejercicios 280 a 295 E, Е son espacios vectoriales con sendas bases 2, y 4; y T: E — F es una 


transformación definida por la fórmula dada. 


(i) Comprobar que la transformación es lineal. 
(ii) Verificar que efectivamente | y 22 son bases de E y Е, respectivamente. 


(iii) Encontrar la representación matricial de T relativa a las bases ZZ, y 2; es decir, Hre 


280 T:R >R, T(x,y,z) = (x—y-- z x-2y — 2), 
By = ((1, —1, 1), (1,0, — 1), (—1,—1,1)), Ba == [0,35 [52 


281 T:R? — R2, T(x,y,z) = (x--y— zz x4- y — 30), 
Bı = ((0,—1,1), (1,0, — 1), (1L, 1, 1)), 2 = ((2, 1), (1, 1)). 


282 T : R? > R3, Т(х,у) = (x у,х+2у,х+у), 2, = ((1,1), ((—1,1)), Z = ((1,0,0), (—1, 1, 1), (1, 1,2)). 


283 T:R >R? T(x,y) = (xix - yx — y), @ = ((2,1), ((-1,0)), 
дое) 


284 Т: R? — В, Т(х,у) = (х 22x yx — 3y), Z, = ((1,—1), (1,0)), 
£8; = ((1,2, 1), (1, 1, —1), (2, —2)). 


285 Y e R^ 655 ЮЗ, T (x1,X2,X3,x4) = (x — X4, X1 + X3, X2 + X3 = xa), 
Bı =((1,—1,1,1),(1,0,—1,1),(0,1,1,1),(0,1,0,—1)), 
Ф = ((1,5,2), (—1,—4,-—2), (1,5, 1)). 


286 T : R* 2 R?, T (x1,25,33,34) = (ж —X2,%1 — 23,32 — x4 —X4), 
21 = ((1,0,—1, D, (0,1 I, 1), (=1,0,0, 1 (0,0,0, 1), 
Bı =((1,6,—1), (1,5, —1), (—1,—6,2)). 


287 T:R >R’, Т(х,у) = (x-2y,x - yx - y,3x —- y), 44 = ((1, —2), (1, 1)), 
BM. 3),0,2,2: 905,271.25). 


288 T: R2? S R^, T (x,y) = (2x — 3y,x - Ay,x — y, 3x — 2y), Bı = ((1,1), (1, —1)), 
LB, = ((1,4, 2, 21), (1,3, -2, 21), (—1, 4,3, 1), (1,4, —2, —2)). 
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289 


290 


291 


292 


293 


294 


295 


296 


297 


298 


299 


300 


T:R? 2 R*, T(xy,z) = (x y--zx-z x-y— zx yz), Z = ((1,0,1), (0, 1, 1), (1, 1,0)), 
Ba = ((1,,2, 1,21, (CL —1,1,1), (1,2,0,—1), (1, 22, 1,2)). 


a b 
T:Mo> > P2, T ed 


alo oblo obli oplo 1] 200 
гіль >P r ( к 
alo oblo obli i 
тар ma Т(р)= | Р) 3 


| 

| 
(ЕЗ SPE аа 

| 

| 


=а+ьЬ 4+ +2ах +6, 


T : P, > Do, T(p) = | P ES : 

УЧ НИШ nnnm 
T : Wh > R, Т(А) = tra(A), 

КА ШИНЕ e pan 

T : Mh > R, T(A) = tra(A), 

EEE e pan 


En los ejercicios 296 a 302 encontrar TE si: 


T, KB, y 2&5 son la transformación lineal y las bases del ejercicio propuesto 280 de esta sección y 
ii — (—1,1,2). 


T, Ф| y 48, son la transformación lineal y las bases del ejercicio propuesto 283 de esta sección y 
ii — (—1,4). 


‚ 4, y B2 son la transformación lineal y las bases del ejercicio propuesto 286 de esta sección y 
= (—1,0,2,2). 


I N 


T, Ф| y 48» son la transformación lineal y las bases del ejercicio propuesto 289 de esta sección y 
и = (2,1,4). 


T, Ф| y #5 son la transformación lineal y las bases del ejercicio propuesto 291 de esta sección у 
—1 1 
1.2 


E 


301 


302 


303 
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T, 4 y 25 son la transformación lineal y las bases del ejercicio propuesto 293 de esta sección y 
р(х) =1-х+2. 


T, 4 y £& son la transformación lineal y las bases del ejercicio propuesto 295 de esta sección y 
—1 1 
1 3 


ü = 
En los ejercicios 303 a 306 encontrar la representación matricial del operador lineal T : IR" — IR" relativa 
a las bases 21, Z, de IR" y R”, respectivamente, procediendo de la manera siguiente: 


i) Hallar la matriz cambio de base, Р, de la base ZZ; a la base canónica 4, de R”. 
1 


(ii) Hallar la matriz cambio de base, О, de la base 4% a la base canónica 48) de R”. 


(ii) Utilizando la fórmula el teorema 5.19; esto es, [Т] = 07! ma 
1 


T:R 2 R2, T(x,y,z) = (х—у-„2,х+у—), 
4 = ((—1,0,1), (1,0,0), (0, —1,1)), 2 = ((2, 1), (1, 1)). 


T:R? > RP, Т(х,у) = (1427, 14329), 2, = (1,1), (71,1), 
49 — ((1,5,2), (—1, —4, 2), (1,5, 1)). 


305 T : R* — RP, T (x1,x2,x3,x4) = (х, —X3,X2 + x4), 


306 


307 


308 


309 


2, = (1,0, —1,1), (0,1,1,1), (—1,1, 1,0), (0, —1,0,0)), 
LB, = (1,6, (1,5, 1), (1, —56,2)). 


T : R* > R2, T (x1,32,X3,X4) = (X1 — X2 + Хз — 4,31 +22 4x3 +24), 
Ф = (1,0, —1,1), (0,1, 1, 1), (— 1,1, 1,0), (0, — 1,0,0)), 
2, = ((3,1),(5,2)). 


Sea т un proyector (cfr. el ejercicio propuesto 150 de esta sección) en un espacio vectorial E que tiene 
dimensión finita n. Si т tiene rango г; es decir dim(7(E)) = ғ, mostrar que E posee una base 4 tal que 


donde Z, es la identidad r x r y las submatrices 6, (O, y 63 son las matrices cero de tamaños r x (n— r), 
(n—r) x ry (n— ғ) х (n— г), respectivamente. 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita n, S < E y T un operador lineal en E. Se dice que 5 es 
T-invariante si T (S) C S. Mostrar que si 5 tiene dimensión r, entonces E posee una base 4 tal que 
A B 
ВЕ 1 


donde A es una matriz cuadrada de orden ғ, € es la matriz сего de tamaño (n — r) x r, B € Mx (nr) Y 
Ce о) (н): 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita, Sı < E y T : E — E una proyección sobre S (cfr. el 
ejercicio resuelto 17 de esta sección). Mostrar que E posee una base 4 tal que [Т] æ es diagonal. 
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310 Sea T : R? — R? la transformación lineal que satisface T (1,0) = (0,1,1) y T(0,1) = (0,—1,1). 


(a) Calcular T (x, y) para todo (x, y) € R?. 
(b) Encontrar bases y dimensiones de Ker(T) у T (R°). 
(c) Hallar la representación matricial de T para las bases canónicas de IR? y IR?. 


(d) Encontrar bases Z = {2,20} y B, = Us fe. Ar de IR? y R?, respectivamente, tal que má sea 
diagonal (cfr. el teorema 5.20, pág. 450). 


311 Resolver el ejercicio precedente para la transformación Т, con T (1,0) = (—1,0,1), T(0,1) = (1,1, 1). 
312 Sean D,T : Р; — Р; los operadores lineales en D(p) = p', T(p)(x) = xp'(x) y TD en P3. Si Е = 
(TD)(E), entonces TD : Pz — Е; encontrar bases {2;} y { 7} de E y F, respectivamente, tal que [TD] i 


sea diagonal (cfr. el teorema 5.20). 


313 Sea f : IR? — R el funcional lineal definido por /(1,2) = —1 y f(1,1) = 2. Encontrar f(x, y) para todo 
(x, y) € Ж. En particular, hallar f(2, —3). 


314 Sea f : R? — R el funcional lineal definido por f(1,—1) —3 y /(3,1) = —4. Encontrar f(x, y) para todo 
(x, y) € Ж. En particular, hallar f (—2, 1). 


En los ejercicios 315 a 325 ф: E IR es una función definida en el espacio E. Determinar si ф € Е“; es 
decir, si ф es lineal. 


315 Е = С[0,1], (f) = 700). 

316 E=Cla,bl, Ф(Ӯ) = f; f(x)dx: 

317 E=P, ф(р) = p(0). 

318 E =P, (p) = p'(0). 

319 E = 9Л„, (A) = tra(A). 

320 E =P, p(p) = p(2). 

321 E — P», ó(ao +a1x+a2x?) = ao + 2a; — Заз. 
322 E = 9b, ó(A) = det(A). 


323 Sean 10,...,П,, n — 1 vectores fijos de R”, E = R” y ó(ii) = det(A) donde A es la matriz con primera fila 


и, e i-ésima fila uj, i = 2,...,n. 


324 E = R”, f(x) = х. d donde d es un vector fijo de R”. 


325 E = R2, ф(х,у) 2 2 — y?. 
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En los ejercicios 326 a 333, para cada espacio E, Z = {ё\,...,ё„} es una base del mismo y Е“ el espacio 
dual definido en el ejercicio resuelto 30 de esta sección. Utilizar ese ejercicio para construir la base dual 
LP para el espacio Е“ (cfr. el ejercicio resuelto 31 de este capítulo). 

326 E = В, Z = ((1,1),(2,1)). 

327 E = R, Z = ((2, 3), (-1,1)). 


328 E = R?, Z = ((1,2,3), (—1, —1, 3), (1,2,2)). 


329 E — R?, Z =((1,4,3),(0,1,2),(1,4,2)). 
330 Е =Р,, Z = пг р 


331 E =P, Z = {1 —x,2 +x}. 


332 E= P; B=([1—x,2+x,12-1,17). 

333 E = R”, = (é;) la base canónica. 

334 Sea E un espacio vectorial con bases 4 = {ё\,...,е„} y Ba = 1f. к к E* el espacio dual definido 
en el ejercicio resuelto 30 de esta sección. Si ү y 25 son las bases duales de | y 2), respectivamente 


y Pes la matriz cambio de base de la base 4, a la base 2, mostrar que la matriz cambio de base de la 
base 48; a la base 4; es (P^) !. 


En los ejercicios 335 a 345: 
(i) Probar que el conjunto 2* es una base del espacio dual Е“ del espacio dado E. 


(ii) Encontrar una base 4 del espacio E cuya base dual es @*. 


335 E — К", Z/* = [Tann j donde T;(X1,...,X;,...,Xn) = x; es la i-ésima proyección del vector 


Usa sas A n e 
336 E = R^, Z* = (61,62) donde $1 (x, y) = x — 2y y ba(x,y) = —x y. 
337 E = R?, 2* = (44,05) donde $i (x, y) = 3x + 4y y ф›(х,у) = 2x + 3y. 


338 E = R?, Z* = {ф1,ф, фз) donde ф(х,у,2) = x - 3y — 2z, do(x,y,2) = —x— 2y + 2z, b3(x,y,2) =y—2. 


339 E = ЮЗ, Z* = (41,62, 3) donde $1 (x,y,z) = x- y -2z, do, y.z) = y +z ds yz) = —x— yz. 
340 E = P, Z* = (61,62) donde ¢ı (p) = fa p(x)dx y é»(p) = Jè p(x)dx, para todo p € P}. 
341 E = P, 2* = (61,05) donde di(a-F bx) =4a+3b y фә(а-+ bx) = 3a-- 2b, para todo p = a+ bx € P}. 


342 E =P», 4* = {ġ1, $2,3} donde ф1(р) = p(0), ó»(p) = p'(0) y Фз(р) = p"(0), para todo р(х) = 
ao aix + ax? ЄР». 
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343 E = P», 2* = (61,02, 03) donde ф1(р) = fo р(х)ах, ф(р) = p(0) y ós(p) = p'(1), para todo р(х) = 
ag +a1x + ax? € P5. 


344 E = Moa, 2* = {ф1,ф, фз, фа} donde ф1(А) =a—b, ф(А) —2a — b, ф3(А) = b+c y Ф4(А) = —a+ 


a | € Mo. 


a 
b+c- d, para toda A = | do del 


345 E = Dh, Z* =161,62,03, фа} donde $1(A) =a—b+c—d, (А) =2a—b+2c—2d, bs (A) 2 a— 


b+2c—d y d4(À) = —3a-4- 3b — 3c + 2d, para toda A = | : g | € ЭЛ». 


346 Si E es un espacio vectorial de dimensión finita n y f € Е“ y existe ii € E tal que f(t) Z 0, ¿cuál es el 
valor de dim(Ker( f))? 


347 Sean E un espacio vectorial y f,g € Е“ tales que f (i) = 0 = g(ii) = 0; esto es, Ker( f) C Ker(g). Probar 
que g — kf para algún k € R. 


348 Mostrar que si E es un espacio vectorial, f,g € E*, Л: E >R se define por h(ú) = f(u)g(u) y h € E, 
entonces f = 0 o g = 0, el funcional constante cero. 


En los ejercicios 349 a 356 E es un espacio vectorial con producto interior (-,-) y f : E— R es un 
funcional. Comprobar que f es lineal y consultar el ejercicio resuelto 37 de este capítulo para encontrar 
el elemento й; en E tal que f(X) = (X. iiy) para todo X € E. 

349 E = R2, f(x, y) = 2x — 3y, (X, y) = X- y. 


350 Е = R?, f(x, y) 2 x —y, (X,y) = X- y. 


351 Е = R?, f(x,y,z) 2x -y-z (Xy) =. 


b 


> 


352 Е = R?, f(x,y,z) = 2х+3у— (Ху) =X-y. 


353 E = Mo, f(A) = aii — 2a12 +3a21 + аз para toda A = [a;;] € 90, (А,В) =tra(B'A). 


354 E = 9b, f (A) = 2а — a12 + ару — an para toda A = [а;;| € 995, (А,В) = tra(B'A). 
355 E =P», f(p(x)) = fo p(x)dx para todo p € P», (p,q) = [^ р(х)а(х)ах. 


356 E = P», f(p(x)) = p'(0) para todo p € P», (p,q) = f^, p(x)q(x)dx. 


357 Si E es un espacio vectorial de dimensión finita dotado de un producto interior (-,-), por el ejercicio 
resuelto 37 de este capítulo, para cada f € Е“ existe un único йу € E tal que f(X) = (х,у) para todo 
X € E. Probar que la aplicación Ф: E* — E definida por ®( f) = ii; es un isomorfismo. 


358 Sea E un espacio vectorial con producto interior (-,-). Sean t € E y /;: E — R definida por f;(X) = (X. ii) 
para todo X € E. 


(a) Probar que f; € E*. 
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(b) Si E tiene dimensión finita, demostrar que la función Y : E — E* definida, para cada и € E, por 
Y (ú) = fj, es un isomorfismo. ¿Qué función es la inversa de Ф? 


359 Sea E un espacio de dimensión finita. Si 5 C E es no vacío y f € Е“, se dice que f es ortogonal a S si 
f (ii) = 0 para todo ii € S. Al conjunto de elementos en E que son ortogonales a 5 se le denota por S+. 
(a) Mostrar que S+ es un subespacio de E*. 
(b) Probar que si S es un subespacio de E, entonces 


dim(S) + dim(S^) = dim(E). 


En los ejercicios 360 a 364 hallar el operador adjunto 7*, definido en el ejercicio propuesto 38 de este 
capítulo, para el operador lineal T en el espacio E dotado del producto interior (+, -). 


360 T : R? 2 №, T (x,y) = (х+у,2х— 5y), (X, y) =X-y. 


EN 


361 T: IR? 2 2, T (x, y,z) = (x--3y,2x +2, —4y), (2,5) — X- y. 


— 


y. 


ч! 


362 T : R* 2 R*, T (x1,35,x3,x4)) = (х — X2,2x3 +4, — 20,51 + 3x4), (X, y) = 
363 T: P > Рз, T(p) = р, (p.q) = [у р(х)а(х)ах. 
364 T : P > P», T(p) = q, donde а(х) = xp' (x), (p,q) = fo р(х)ч(х)ах. 


365 Probar que para el operador lineal D : P — P definido por D(p) — p' no existe el operador adjunto D* si 
se considera el producto interior en P: (p,q) = fa p(x)q(x)dx. 


366 Sean E un espacio de dimensión finita con producto interior (-,-), T : E — E un operador lineal y T* el 
operador adjunto correspondiente definido en el ejercicio resuelto 38 de este capítulo. Mostrar que si S 
es un subespacio T-invariante, entonces S+ es T*-invariante (cfr. el ejercicio propuesto 308). 


367 (Transpuesta de una transformación lineal). Sean E, F dos espacios vectoriales y T : Е — F una 
transformación lineal. Se define T' : F* — Е“, para cada ф € F*, por 


Т'(ф) = фот, 


la composición de las transformaciones ф y Т (cfr. el ejercicio propuesto 277). A T” se le Пата la 
transpuesta de la transformación Т. 


(a) Probar que T' € E*; es decir, que T es lineal. 


(b) Si E y Е tienen dimensiones finitas, 21, 2 son bases de sendos espacios y А = po es la 


representación de T relativa а las bases 2, 22, demostrar que 
1125 t 
[T P =А, 


donde 27 y 25 son las bases duales de ZZ, y ££», respectivamente. 


(c) Si E y F tienen dimensiones finitas, probar que 


Rang(T) = Rang(T'). 
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En los ejercicios 368 а 376 E es un espacio vectorial de dimensión finita y para cualquier 5 C E, 5° 
denota el subespacio anulador de S definido en el ejercicio resuelto 40 de este capítulo. 


368 Probar que S° = (.Z(S))9, donde -Z (S) es el espacio generado por 5 (cfr. el ejercicio resuelto 31 del 
capítulo 3). 


369 Si W es un subespacio de E y ii € E — W, probar que existe f € W? tal que f(t) 4 0. 


370 Probar que S% = 2 (®(S)); es decir, (S9)? = .2(Ф(5)) donde Ф es el isomorfismo entre los espacios 
E y E* definido en el ejercicio resuelto 32 de este capítulo y .(Ф(5)) es el subespacio generado por 
el conjunto (S) (cfr. el ejercicio resuelto 31 del capítulo 3). 


37 


рач 


Mostrar que si W1, W2 son dos subespacios de E, entonces W, = И <= Ww? = w2. 
372 Si W,,W, son subespacios de E, probar que (W; + И)? = Wwe +W? Я 
373 Si И, № son subespacios de E y W; 6 W, = E, entonces E* = Ww? Ф w2. 


374 Si T : E — E es un operador lineal у W es un subespacio de E, demostrar que W es T-invariante (cfr. el 
ejercicio propuesto 308 de este capítulo) si y sólo si W? es T'-invariante, donde T“ es la transformación 
transpuesta de Т definida en el ejercicio propuesto 367 de este apartado. 


375 Si E =R* y los funcionales lineales f; definidos por 


Л (X1,32,X3, X4) = X1 + X2 — X3 +Xa, 
fo(X1,X2,X3,X4) = —X2 +X3, 


fs (1,323,294) = = FX — 33. 


Encontrar $ С R* tal que S? = gn( fi, f2, f3). Hallar una base y la dimensión de $°. 


376 Sea V = gn((1,1, —2,3), (1,2, —1,2), (— 1, —2, 1, —2)), hallar una base de W°. 


En los ejercicios 377 а 382 T’ denota la transformación transpuesta de T definida en el ejercicio pro- 
puesto 367 de esta sección. 


377 Sea el funcional lineal ф : R? — R definido por ф(х,у) = 2x — y. Determinar Т'(ф) para cada transfor- 
mación T : R? — R? si: 


(a) T(x,y,z) = (x -y- 5 y- 2z). 
(b) Т(х,у,2) = Qx—y.x y — 2). 
(e) Ту) = (—9--,x-— y— 32. 


378 Sean E =P, Е = №2, con sendas bases Z, = (1,x), 4» = ((1,0),(0,1)) y T : E > Е definido por 


T (p) = (p(0) — p(1),2p(0) + p'(0)). 


(a) Mostrar que T € .2(Е, Е). 
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(b) Si f : F — R es el funcional lineal 


Ру) 2 x— y. 


encontrar Т! (f) 


(c) Hallar [T' E directamente y sin recurrir al resultado del ejercicio propuesto 367. 
(d) Encontrar WS , transponer y comparar con el resultado del inciso anterior. 
379 Si T, € Z(E,F) y Т» € Z(F,G), mostrar que (T20 T1) = Tj o Tj. 
380 Si E, Е son espacios vectoriales y T € .Z'(E,F), mostrar que 
Ker(T*) = (T' (F*))?. 


381 Si E, Е son espacios vectoriales, T € (Е, Е) y Е tiene dimensión finita, utilizar el ejercicio precedente 
y el ejercicio resuelto 40(b) para mostrar que 


Rang(T) = Rang(T?). 
382 Si E, Е son espacios vectoriales de dimensiones finitas y T € (Е, Е) probar que 
(Ker(T))? = T'(F*). 
383 Sea coo el espacio de sucesiones finitas (cfr. el ejercicio propuesto 357 del cap. 3, pág. 228); es decir, 
coo = { (an) € R” |a, = 0 salvo un número finito de índices n]. 
Demostrar que coo 2 Р (el espacio de polinomios). 


384 Si E y F son espacios vectoriales de dimensiones 2 y 3, respectivamente, y T; € (Е, Е), i = 1,...,7; 
probar que existen constantes o1, ...,07, no todas nulas, tales Y/ , o;T;(ii) = бк рага todo тє E. 


385 Sean o, f € R con PH 0 y S el subespacio de R” de sucesiones (х„) que satisfacen 
Xn+2 + 0Xp+1 + Bx, = 0 Vn 
Sea T : 5 — IR? definido por 
Т((х„)) = 01.22). 


(a) Mostrar que 5 < R^. 
(b) Probar que T es un isomorfismo y determinar la dimensión de S. 


(c) Si A, ш ER son dos raíces distintas de la ecuación 
X?-FoX +8 = 0, 


mostrar que las sucesiones и = (A") y v = (£") son una base de 5. 
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386 


387 


388 


389 


390 


39 


-— 


392 


393 


394 


395 


396 


397 


398 


Sean E, F dos espacios vectoriales y E x F el espacio producto de éstos definido en el ejercicio propuesto 
133 del capítulo 3. Mostrar que E x F Е x E. 


Si E es un espacio vectorial y 51,5 son subespacios de E tales que E = S, © S2, demostrar que E 2 
Si x $5. 


Probar que R” х R” mmn 


Mostrar que Mix 2 R"". sin utilizar el hecho de que todo par de espacios vectoriales que tienen la 
misma dimensión son isomorfos. 


Probar que el espacio de matrices simétricas de orden 2 es isomorfo а R°. 
Encontrar un isomorfismo T : P, > R+, 


Sea P € M, una matriz invertible. Mostrar que T : M, — M, definida por T(A) = P^!AP es un iso- 
morfismo. 


Sean Е, F espacios vectoriales y U : E — Е un isomorfismo. Se define  : -Y (E, E) — .Z(F,F) por 
$(T)—-U TU 
mostrar que es un isomorfismo. 


Sean E, Е espacios vectoriales. Si T € .Z'(E,F), E tiene dimensión finita у 4 es una base de E. Probar 
que T es un isomorfismo si y sólo si T (2) es una base de Е. 


Sean E un espacio vectorial y U, W dos subespacios de E. Demostrar que 
(U+W)/W=U/(UNW). 


Donde U +V es la suma de subespacios (cfr. el ejercicio resuelto 26 del capítulo 3) y G/H es el espacio 
cociente (cfr. los ejercicios resueltos 29 y 41 de los capítulos 3 y 5, respectivamente). 


Sea T una tranformación lineal del espacio E sobre el espacio Е. Si W < Еу T^! (W) es el subespacio 
imagen inversa de W bajo T (cfr. el ejercicio resuelto 8 de este capítulo), probar que: 


(a) Ker(T) C T *(W). 
(b) T! (W)/Ker(T) = W. 


Sean U,W dos subespacios de un espacio vectorial E y К = [(uú,v) € Ex E | V = — i}, demostrar que 
(UxW)/K=U+W 
Valores y vectores propios, diagonalización (respuestas en páginas 1090-1092) 


Sean Е un espacio vectorial, T : E — E un operador lineal, А un valor propio de Т y a un escalar; 
demostrar que ал es valor propio del operador lineal aT. 
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399 Sean T un operador lineal en un espacio vectorial E y А un valor propio de Т con ii un vector propio 
correspondiente. 
(a) Mostrar que A? es un valor propio de Т? y que ii es un vector propio correspondiente a А2. 


(b) Sin € N mostrar que A" es un valor propio de T” y que ii es un vector propio correspondiente a A". 


400 Sea р(х) = ao +ayx+a2x?+---+ayx"” un polinomio. Si T : E > E es un operador lineal en el espacio 
E, se define el operador lineal 


p(T) ==@ ay aT" 


donde, como en ejercicios anteriores, T^ = T о... oT es la composición del operador T consigo mismo 
—— 


k 
k-veces. Si А es un valor propio de Т con ú un vector propio correspondiente, probar que u = p(A) es 


un valor propio del operador p(T) con ii un vector propio correspondiente. 


401 Sea T : R? — R? el operador lineal que rota cada vector 7/2 radianes en sentido contrario a las maneci- 
llas del reloj conservando la norma (cfr. el ejercicio resuelto 3 de este capítulo). 


(a) Probar que T no tiene valores propios. 


(b) Mostrar que todo vector no nulo es vector propio de 7?. 


402 Si T : E > E es un operador lineal en el espacio E y A? es un valor propio del operador 7?, mostrar que 
А о —Aesun valor propio de Т. 


403 Sean C^ (0, 1) el espacio vectorial de funciones f : (0,1) — R que tienen derivada de todo orden en cual- 
quier punto del intervalo (0,1) y T : C^(0,1) — C” (0, 1) definido, para cada f € C^(0,1), por T(f) =g 
donde g(x) = xf'(x) para todo x € (0, 1). Encontrar los valores y vectores propios correspondientes. 


404 Sea el operador lineal Т : Mtz — Ma definido por T (A) = A'. Encontrar los valores y vectores propios 
correspondientes. 


405 Sea E = С(—о°,оо) el espacio de funciones continuas en todo punto y < el conjunto de funciones f € E 


tales que / tf (t)dt converge para todo x € R. 
(a) Mostrar que S es un subespacio de E. 
(b) Sea, para cada f € S, T(f) = g donde g(x) = / tf(t)dt. Mostrar que g € E y que T: S E 
así definido es un operador lineal (cfr. el ejercicio resuelto 43 de este capítulo). 


(c) Encontrar los valores y vectores propios correspondientes de T. 


406 Sea T : P, > P, el operador lineal definido por T(p) = q donde q(x) = р(х+ 1). Encontrar los valores 
y vectores propios correspondientes de T. 


407 Sean E = С[0, т] el espacio de funciones continuas en todo punto del intervalo [0,7], S el subconjunto 
de E de funciones f dos veces derivables con continuidad que satisfacen f(0) = 0 = f(r). 


(a) Mostrar que 5 es un subespacio de E. 


(b) Sea T : S > E definido por T(f) = f". Probar que T es lineal. 
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408 


(c) Encontrar los valores y vectores propios correspondientes del operador T. 


Encontrar los valores y vectores propios correspondientes del operador Т definido en el ejercicio pro- 
puesto 124 de este capítulo. 


409 Sea Т : Mı — Mo el operador definido, para cada A € Mi», por (cfr. el ejercicio propuesto 103 de este 


410 


411 


412 


413 


414 


415 


416 


417 


418 


capítulo) 


А РА! 
Т(А) = 2 


Hallar los valores propios y vectores propios correspondientes de T. 


Sea T : M2 — 970 el operador definido, para cada A € Ma, por (cfr. el ejercicio propuesto 107 de este 
capítulo) 


Hallar los valores y vectores propios correspondientes de T. 


Sean T un operador lineal en un espacio E, А y y (А Z и) valores propios de T con sendos vectores 
propios й y V. Mostrar que si aii + БУ es un vector propio de T, entonces a = 0 o b = 0. 


Probar que si Т es un operador lineal en un espacio E tal que todo vector no nulo de E es un vector 
propio de T, entonces éste tiene la forma T (4) = cit. 


Sean T,R : E — E dos operadores lineales en el espacio E. Se supone que ii es un vector propio de 
T correspondiente a un valor propio А de este operador y que R(u) Z бк, ¿R(ú) es vector propio del 
operador Т correspondiente al mismo valor propio A? 


Sea T : E — E un operador lineal en el espacio vectorial E. 
(a) Demostrar que T es inyectivo si y sólo si А = 0 no es valor propio de Т. 
(b) Si E tiene dimensión finita, mostrar que T es invertible si y sólo si А = 0 no es valor propio de Т. 


c) SiT es invertible probar que A es valor propio de T si y sólo si A^! es valor propio de Т-!. 
p q prop y prop 


Probar que los valores propios de una matriz cuadrada triangular superior o triangular inferior son los 
elementos de la diagonal. 


Si А es una matriz cuadrada demostrar que A y А! tienen el mismo polinomio característico y por tanto 
los mismos valores propios. 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita, T : E — E un operador lineal y T' : E* — E* el operador 
transpuesto de Т definido en el ejercicio propuesto 367 de esta sección. Probar que T y T* tienen los 
mismos valores propios. 


Sean E es un espacio vectorial de dimensión finita, T : E — E un operador lineal y T* : E — E el 
operador adjunto de T definido en el ejercicio resuelto 38 de este capítulo; mostrar que T y T* tienen 
los mismos valores propios (cfr. el ejercicio resuelto 39 de este capítulo). 
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419 Probar que si A,B € Mi, y una de ellas es invertible, entonces AB y BA son similares y por tanto tienen 
los mismos valores propios. 


420 Sean A, B dos matrices cuadradas de orden n. 


(a) Probar que si AB — I, es invertible entonces BA — I, es también invertible y que 
(BA—1,)*=B(AB-1)*A—I,. 
(b) Mostrar que AB y BA tienen los mismos valores propios. 


421 Si A = | E » у= | ! | calcular los valores propios de AB y BA. Por el ejercicio pre- 


cedente estos productos deben tener los mismos valores propios, ¿tienen los mismos vectores propios 
correspondientes? 


En los ejercicios 422 a 440, para la matriz A: (i) encontrar los valores propios; (ii) hallar los vectores y 
espacios propios correspondientes; (iii) calcular las dimensiones de los espacios propios. 


3 -2 
2 a=] 3 zi 
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=з 2 0 
432 А= | —4 3 0 
>= =l 
К =3 d 
433 А=| 0 4 -2 
0 1 1 
1 0 0 
434 A= 2 —6 —4 
=] 8 6 
5 0 =3 
435 А= |6 —1 -3 
6 0 —4 
=] -2 1 
436 А = | -2 —1 1 
2 —4 0 
3 0 6 
437 A= | 2 1 4 
0. = 2 
1 0 0 
438 А= | 3 -2 2 
2 1 2 
1 =2 3 
439A=| 0 -3 1 
0 [Г == 
6 =l =2 
440 А = | 4 1 —2 
0 =2 =l 


En los ejercicios 441 a 463 determinar si la matriz A o el operador T es o no diagonalizable. En caso 
afirmativo encontrar una diagonalización para la matriz o el operador en cuestión. 


441 A es la matriz del ejercicio propuesto 422 de este capítulo. 


442 A es la matriz del ejercicio propuesto 424 de este capítulo. 


2 —2 
60 42 [3 71]. 


444 A es la matriz del ejercicio propuesto 425 de este capítulo. 


445 A es la matriz del ejercicio propuesto 426 de este capítulo. 


5 3 0 
446 A= | -3 —1 0 
1 P 3 
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447 A es la matriz del ejercicio propuesto 431 de este capítulo. 


211 
48A=| 020 
EEG 
8S 3 -3 
449 А= | -6 -1 6 
0 @ 3 


450 A es la matriz del ejercicio propuesto 432 de este capítulo. 


451 T(x,y,z) = (—y + 2z, 3x + 4y — 2z, —x + Az). 


452 T (x,y,z) = (—7x--15y — 11z, — 6x -- 12y — 7z,z). 

453 T: M2 > Mo, T(A) = A. 

454 T : WM > Mo, T(A) = EL. 

455 T : Mh — Dh, T(A) = 5. 

456 A es la matriz del ejercicio propuesto 438 de este capítulo. 
457 A es la matriz del ejercicio propuesto 439 de este capítulo. 


458 T(x,y,z) = (2x — Ty,2x — 6y, x — y+ z). 


2 = Ü 
459 А = 2. «5 d 
xe £523 
1 1] 0 0 
1 3 0 0 
460 А=| , 4 2 3 
33 3 4 
zu O эу? 23 
Ü x Q d 
461 A— P 4 2 
3. DA 1 
$5 0. 4 9 
Ü еб. 0c 
желе] о ol 
4 0 4 1 
| LO 2 = 1 
A M NE. 
43 A=| i10 4 2b 
=1 0 0 1 
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464 Sea T : P, — P, definido por T (p) = q donde q(x) = р(х) +xp'(x). 
(a) Probar que T es un operador lineal. 
(b) Encontrar los valores propios de T. 


(c) Determinar si T es diagonalizable y en caso positivo hallar una diagonalización para T. 


En los ejercicios 465 a 467 para la transformación T : E — E: (i) probar que T es lineal; (ii) determinar 
si T es diagonalizable y en caso afirmativo encontrar una base 4 de E tal que [7] ¿ sea diagonal. 


465 T : P; > P3, T(p) = р +p". 
466 T : P; — P», T (ao +a1x+a2x?) = а + ayx + aox?. 
467 T:P;— P, T (ao + ах + ax?) = ao + tax + tax. 


468 Una matriz A € M,, es escalar si А = Al, para algún escalar A. Demostrar que si B es una matriz de 
orden п y tiene un único valor propio, entonces В es una matriz escalar. 


2 0 
469 ¿Es diagonalizable la matriz | 0 2 —1 |? 
0 0 


470 Encontrar condiciones necesarias y suficientes, respecto a los parámetros a,b,c,d, para que la matriz 


| : | sea diagonalizable (sobre IR). 
471 Determinar las condiciones sobre los parámetros a,b € IR para que la matriz 
2a—b 0 2a—2b 
1 a 2 
=a+b 0 —a+2b 


sea diagonalizable. 


472 Sea 
1 0 +0 
a 1 0 0 
tela B3 
d; b c 2 


Encontrar condiciones sobre los parámetros a,,a5, b, b, € R para que la matriz A sea diagonalizable. 
En los ejercicios 473 a 484 se consideran valores propios, vectores propios y diagonalización sobre el 


campo C. Para la matriz A: (i) encontrar los valores propios; (ii) bases para los espacios propios; (iii) de- 
terminar si la matriz A es diagonalizable y en caso afirmativo hallar una diagonalización para la matriz A. 


аз А=| | a 
1 -i 


SECCIÓN 5.4 | Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos 575 


1-3i 2 
sa [9 3] 
12 

#вА=| | al 
2 -2 
mai 
fap 3 
атл | 0 A 
ар =i 
ma [3 
EE 
479А=|0 1 0 
10 1 
ü d. ü 
4804-1 0 1 0 
A o 
С 2а cH 
481 А= | 0 -342i 341 
б. 6-3 -i 
—i i 0 
482 4=| 2-29 1+2 0 
dai » 1 
a ef D 
483 A=| 242i 34i 0 
¡A Ta 
0100 
0010 
484 А=| 0 001 
1000 


En los ejercicios 485 a 489 hallar A" para todo n, det(A) y tra(A) para la matriz diagonalizable A 
utilizando las propiedades de las matrices diagonalizables (teorema 5.34, pág. 481) y de los valores 
propios de una matriz (teorema 5.36, pág. 486). 


8 D жез 
485 A= | -6 -1 6 
0 Э 
0 =з —2 
486 A — 2 5 2 
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-3i 0 2 
437A-| 4 i 2 
-4i 0 3i 
id epa © 
01 -3-i 2 
SAT; Ap ob 
0 0. -4i 3i 
10 2 2 
2 1 4 —2 
494-|2 1 2 3 
0 0 -3 —2 


490 Sea E un espacio vectorial complejo con producto interior (-,-) y dy un vector de E. Demostrar que la 
función f : E C definida por 


es lineal. 


491 Sea E un espacio vectorial complejo de dimensión finita y f : E — C un funcional lineal. Mostrar que 
existe un i/; € E tal que 


para todo й € E. 
492 Sea T : C? — C el funcional lineal definido por 
f (21.2523) = (2+а ^ z2 + (2—1). 
Hallar iij € C? tal que 
f(z) = (Z, io) 


para todo Z € СЗ, donde ((21,22,23), (w1,w2,w3)) = Z- W = xa ziW; es el producto canónico en C? (cfr. 
el ejemplo 5.60, pág. 492). 


493 Sean E un espacio vectorial de dimensión finita sobre los números complejos, (-,-) un producto interior 
en E y T : E — E un operador lineal. Probar que existe un operador lineal 7* : E — E tal que 


(Т(и),у) —(u,T'(v)  VivcE. 
Al operador T* se le dice el operador adjunto de Т. 


494 Sean E y T como еп el ejercicio anterior. Probar que si A = [T] es la representación matricial de 
T relativa a una base ortonormal @ y B = [T*]z es la representación matricial del operador adjunto 
Т“, entonces B = А”, donde M significa la matriz que tiene por componentes los conjugados de las 
componentes de la matriz M. 
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495 Sea T : C? — C? el operador lineal definido por 
T(21,22,23) = (iz1 + (2 — 31)22,221 + 310,22 — 123). 
Hallar T* si se considera el producto interior (Z, W) = Z- Y? (cfr. el ejemplo 5.60). 


496 Sea T un operador lineal en un espacio E. Probar que el subespacio S es T-invariante (T (S) C S) si: 


(a) S= {бк}. 
(b) S— Е. 
(c) S=T(E). 


(d) S = Ker(T). 


(e) S = Ex para cualquier valor propio А del operador Т. 


En los ejercicios 497 а 500 determinar si el subespacio S es T-invariante para la transformación T : E => 
E; esto es, si T(S) C S. 


497 Т.Р; > P3, Т(р) = р, S =P». 
498 T:P Р, T(p) = q donde q(x) = хр(х), S = P2. 
499 T : С[0,1] — C[0, 1], T (f) = g donde g(x) = x fj f(t)dt, S = {g € С[О, 1] | g(x) = ao +a1x, ao, a, € R}. 


0 I1 


500 r:m оти) 10 


| А, S es subespacio de matrices simétricas. 


501 Probar que si T : E — E es un operador lineal en el espacio E y Sa, o € Л, es una colección de subes- 
pacios de E, entonces S = faca Sa es un subespacio T-invariante; es decir, T(S) С S (cfr. el ejercicio 
resuelto 30 del capítulo 3, pág. 190). 


En los ejercicios 502 a 504 encontrar una base para el subespacio T-cíclico, definido en el ejercicio 
resuelto 48 de este capítulo, generado por el vector й. 


502 T:P4— P, T(p) = р",# = x. 
0 10 
503 T:99045 > 973, Т(А) -A,4— | 1 0 1 
0 10 


504 Т:Р > P2, T(p) =p i = х. 


En los ejercicios 505 a 514 encontrar el polinomio característico y el polinomio mínimo de la matriz A. 
En algunos casos se debe considerar trabajar sobre el campo C. 


1 1 
sosa [y 1]. 
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11 
507 А= | | a 
4 30 
508 4=| —6 -5 0 
3 31 
-4 0 -3 
509А=| 3 -1 3 
6 5 
ex c4 
5104—| 4 -1 -4 
=з 0 7 
DM EA 
X doo d 
айды 205 x 
3 0 -1 3 
1 1 0 
5124-| 2 0 2 
-3 =2 =i 
бър 2 =i 
0| 0 1 2 
Bae uw uw 1 
0 0-1 0 
-1 1 0 0 
2 1 0 0 
544=| > | ү | 


515 Demostrar el teorema de Cayley-Hamilton (cfr. el ejercicio resuelto 50 de este capítulo) para una matriz 


2x2,A= | : y | , utilizando directamente la fórmula 
palA) = А — tra(A)A + det(A) 


para el polinomio característico de A para matrices de orden 2. 


Aplicaciones, 
uso de tecnología, 
métodos numéricos 


Se han seleccionado unas cuantas de las aplicaciones que tiene la materia de álgebra lineal para formar 
parte de este capítulo. Van desde lo elemental hasta aplicaciones más sofisticadas. Todas deben consi- 
derarse como introducciones a temas que son bastos y complejos; sin embargo, algunas de ellas se han 
tratado con suficiente detalle para que este libro resulte, en la medida de lo posible, un texto autocon- 
tenido. Las primeras aplicaciones ilustran conceptos muy simples y cuestiones bastante elementales de 
álgebra lineal; pero las demás involucran conceptos que en sí requieren de una formulación conceptual 
más complicada. Las secciones 6.1, 6.2, 6.4, 6.5 y 6.6 necesitan, esencialmente, el conocimiento de 
matrices y sistemas lineales. La sección 6.3 requiere, además, saber los conceptos básicos de matrices 
invertibles, así que pueden abordarse inmediatamente que se hayan cubierto esos temas. Para lograr una 
mayor flexibilidad en el manejo de este capítulo se hacen patentes, al inicio de cada sección y donde 
es necesario, los requisitos de álgebra lineal -mencionando los apartados donde están incluidos en el 
libro- y los conocimientos de otras ramas de las matemáticas que son necesarios para su comprensión. 
Por tanto, su estudio puede llevarse a cabo en el orden que convenga y, no necesariamente, en el orden 
en el que aparecen los tópicos. La última sección contiene una serie de ejercicios propuestos al lector 
para su resolución. 


6.1 Matrices de incidencia y teoría de grafos 
Requisitos: Operaciones con matrices: 1.1.1 a 1.1.3 


Una matriz de incidencia es una matriz cuadrada cuyas entradas son ceros o unos y, por conveniencia, 
todas las componentes de la diagonal son nulas. 


» Ejemplo 6.1 


> 

Il 
SAS 
Roo 
о о н 


о о н н 


es una matriz de incidencia. « 


Estas matrices tienen una interpretación muy sencilla que es de gran utilidad en varias aplicaciones. 
Supongamos que se tienen n personas, Р],...,Р,, con ciertos dispositivos de comunicación, de manera 
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que algunas personas pueden enviar (transmitir) mensajes a otras. Formamos una matriz А = [a;;] para 


este esquema definiendo 


1, sii Z j y P; puede transmitir a P;; 


dij = 


0 en otro caso. 


Pi 


Pa P, 


P, 


A Figura 6-1 ° 


Entonces, A es una matriz de incidencia. Note que si a;; — 1 
no necesariamente aj; = 1; esto es, si la persona P; puede en- 
viar mensajes a la persona P;, no forzosamente la persona P; 
puede transmitir a la persona P;. Una forma de representar 
las relaciones de comunicación de este tipo es por medio de 
un diagrama llamado grafo dirigido o digrafo. Por ejemplo, 
la figura 6-1 muestra el digrafo de la matriz de incidencia del 
ejemplo 6.1. En él los individuos P, i = 1,...,4, están repre- 
sentados por los puntos P; que se llaman vértices del digrafo 
y las líneas que unen ciertos vértices se llaman aristas; las 
flechas indican direcciones hacia donde es posible transmitir 
comunicación. 

Aunque en el digrafo de la figura 6-1 Р no se puede co- 
municar directamente con P5, existe una cadena o trayectoria 
a través de la cual puede enviar mensajes a P», por ejem- 
plo, Р, — P3 — P». Se dice que ésta es una 2-cadena porque 
para transmitir un mensaje es necesario hacerlo en dos eta- 
pas, esto es, recorrer una trayectoria que tiene dos aristas con 


un vértice intermedio. Otra trayectoria por la que P, puede transmitir a P, es la 3-cadena P, —^ Pa — P; > 


P». En general, en un digrafo cualquiera, una k-cadena, es una sucesión de la forma Р; — P; > ··· — Pj 


por medio de la cual P; puede enviar mensajes a P;, donde esta cadena contiene k+ 1 vértices y k aristas. 


Supongamos ahora que un digrafo tiene n 1 vértices y estamos interesados en encontrar el número 


de formas distintas en las que un individuo P; puede transmitir al individuo P; a través de una 2-cadena; 


es decir, el námero total de 2-cadenas con 


vértice inicial P; y vértice final P; o, de manera equivalente, 


el número de formas distintas en las que P; puede transmitir a P; con un intermediario, exactamente, 


Р, > P, > Ру. Representemos por (A?);; la 


componente en la fila i y la columna j de la matriz A?, donde 


A = [A;;] es la matriz de incidencia del digrafo. Entonces 


(4 = 


Aij 
[Аа Аһ | : 


A, 3) 


= Y АА). 


l=1 


Puesto que A es una matriz de incidencia, los términos de la precedente sumatoria son iguales a 1, 


o iguales a 0; y ya que A/A; = 1 si y sólo si P; puede transmitir a P; y P; puede transmitir a Ру, se 


tiene que el resultado de esta sumatoria es el número total de 2-cadenas con vértice inicial P; y vértice 


final P;. La generalización de este resultado es inmediata, se hace patente en el siguiente teorema y su 


demostración se deja de ejercicio al lector. 
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Teorema 6.1 Sea un digrafo con n > 1 vértices y matriz de incidencia A. Si r > 1 es un número entero 
у (A")ij representa la componente ij de la matriz А", entonces (A");; es el número de r-cadenas con 
vértice inicial P; y vértice final Pj o, equivalentemente, el número de formas distintas en las que P; 
puede transmitir a P; con г — 1 intermediarios. 


» Ejemplo 6.2 Consideremos el digrafo que se muestra en la figura 6-1 cuya matriz de incidencia es la 


matriz del ejemplo 6.1; esto es, 


0 0-1 1 
1.0 Q 1 
A—[13 09 
O0 1 1 0 
Entonces, 
12 10 
01 2. 1 
01 
ms 10 I 2 
2 1 0 1 


Así, el individuo P, puede transmitir en dos formas distintas al individuo P», con un relevo (interme- 
diario) de por medio, las 2-cadenas: Р, — P4 — P» y P, — P; —> P»; el individuo P, puede transmitir al 
individuo P; en dos formas distintas con un relevo de por medio: Р > Р; — Рз y P; — Р — Рз; sólo 
hay una 2-cadena con vértice inicial P; y vértice final P4: Р — P» — Pa (es decir, sólo hay una forma de 
transmisión de P, a P4 en dos etapas); hay cero 2-cadenas con vértice inicial P4 y vértice final P5; etc., 
lo cual se puede constatar observando la figura 6-1.«4 


» Ejemplo 6.3 Si A es la matriz de incidencia del ejemplo anterior, 


es 


RR UY yu 
= W U = 
DU ha н 
UE Hu 


Entonces (А?) = 3, así que existen tres 3-cadenas con vértice inicial Р, y vértice final P4: 


P; > P > P > Pa, 
Pi > P4 Ў Р, » Pa у 
Р, > Р; > P; > P4.4 


Es evidente que el teorema precedente incluye en el conteo r-cadenas que no son, en general, de 
interés en la práctica, son aquellas en las que se repiten vértices; estas cadenas se llaman redundantes. 
En el ejemplo anterior, las 3-cadenas 


son 3-cadenas redundantes. 


Si A es una matriz de incidencia, entonces, por el teorema 6.1 (A* Jij; k= 1,...,r, es el número de 


ij: 
k-cadenas con vértice inicial P; y vértice final P;, luego (A PA? pree +A");j es el número de cadenas 


con a lo más r aristas con vértice inicial P; y vértice final Pj. Hemos probado así el siguiente corolario. 
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Corolario 6.1 Si un digrafo tiene n vértices P,, A es su matriz de incidencia y r > 1 es un entero, 
entonces 


(A A? A) 


es el número de formas distintas que P; puede transmitir a Pj en a lo más r etapas. 


» Ejemplo 6.4 Para la matriz de incidencia 


010 
А= |101 

0 1 uU 

1 0 1 
A=|0 20] y 

10 1 

Ü x 
A=|2 0 2 

020 


Entonces 
(A+A --A9) «3 


es el número de formas en las que Р, puede transmitir a P; en a lo más 3 etapas. La figura 6-2 contiene 
el digrafo de esta matriz, donde se puede observar que las k-cadenas, con k = 1,2,3, con vértice inicial 
Р, y vértice final P» son: 


P Ту «7 Р. 2» 
Р, > P > PB > P, 
Р, > P > Pz > P.4 


Р, 


Р, Р, 
JA Figura 6-2 ° Digrafo de la matriz. 


Un problema importante que surge en la teoría de grafos es determinar subconjuntos maximales de 
vértices que estén intercomunicados. Un subconjunto $ de un digrafo es un clan si: 


1. S contiene 3 o más vértices. 

2. Si P}, P¡ € S, entonces P; — P; y P; — Р; es decir, cualquier par de vértices en $ se pueden comu- 
nicar directamente uno con otro. 

3. No existe un subconjunto propio del digrafo que satisfaga las dos condiciones precedentes y con- 
tenga propiamente a S. 
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Р, 


Р, 


(а) 
JA Figura 6-3 • 


Pi 
Р, Р, 
Ps 
P 
(b) 


585 


> Ejemplo 6.5 En la figura 6-3(a) Sı = [P,,P»,P3) у S2 = (P1, P», P4) son clanes. En la misma figura 
(b) ni {Р;,Р›,Рз} ni (P¡,P,,Paj son clanes, pues ambos subconjuntos están contenidos en 
S = (P, P», P3, P4), el cual sí es un clan (el único) del digrafo. 4 


Supongamos ahora que se tiene un digrafo con matriz de incidencia A, se define la matriz 
Y (A) = [bij] donde b;; = 1 si P; y Pj pueden transmitir mensajes directos en forma mutua; es decir, 
en una etapa y en las dos direcciones; y b;; = 0 en otro caso. Llamaremos a «/ (A) la matriz asociada de 


la matriz A. 


» Ejemplo 6.6 Hallar la matriz de incidencia del digrafo de la figura 6-3(a) y su matriz asociada. < 


Solución Ре la figura 6-3(a) se desprende que 


(A) = 


hhao 


pi j >) 


= = O. 


hor 


OO 


оо н н 


Dia ке да 


оо н н 


El siguiente teorema no es difícil de probar y su demostración se deja de ejercicio al lector. 


Teorema 6.2 Si un digrafo tiene n vértices con matriz de incidencia A y matriz asociada B = « (A), 


entonces Р; pertenece a un clan del digrafo si y sólo si (B?);; > 0. 
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» Ejemplo 6.7 Consideremos el digrafo contenido en la figura 6-3(a). Por el ejemplo anterior, 


6d r1 
1011 
В= ү 190 
1100 
ya que 
4555 
TES 
D 
B ког 
5 5$ 2 


todos los vértices Pi, P», P> y P4 están en un clan. Efectivamente, en el ejemplo 6.5 vimos que este digrafo 
tiene dos clanes: Sı = (P, P2, Ps} y S2 = {P1, P, P4). 


» Ejemplo 6.8 Ahora consideremos el digrafo contenido en la figura 6-3(b), su matriz de incidencia es 


| 01110 
] Q 4 1 O0 
A=|1 101 |; 
11 100 
00000 
mientras que la matriz asociada a A es 
O 1 11 9 
| 01 1 O 
B="| 1 101 0 
11100 
0 .0 0 0. 9 
Puesto que 
6 7 7 7 0 
TETTA 
верт 7670 
T 4 7 60 
00000 


se desprende que todos los vértices, excepto Ps, están en un clan. De hecho, por el ejemplo 6.5, sabemos 
que {P}, P», P3, P4) es el único clan de este digrafo.« 


Dominancia total 


Supongamos ahora que en un digrafo queremos representar una relación entre ciertos individuos P; que 
tiene que ver con el dominio, o influencia directa, que algunos ejercen sobre otros. Esta relación puede 
ser, por ejemplo, de liderazgo o de algün tipo de influencia sicológica o nuevamente de transmisión 
de información, de tal manera que si un individuo ejerce dominio sobre otro, éste no lo hace sobre el 
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P, 


Pi Р; 


ГА P, 
JA Figura 6-4 ° Digrafo. 


primero. Si se supone además que todo individuo domina, o es dominado, en forma directa por los 
demás miembros del grupo, entonces se dice que la relación es de dominancia total. Por tanto, en el 
digrafo todo par de vértices P; y Р; están conectados en la forma P; — P; o en la forma Р; — Pj, pero 
no en ambas. Luego, la matriz de incidencia, A — |a; s]. para una relación de dominancia total tienen una 
característica más: ajj; = 1 si y sólo si aj; = 0. Como antes, la relación de dominancia puede ejercerse 
a través de k-cadenas, esto es, si P; — P; (y, por tanto, P; + P;), puede existir una k-cadena tal que 
Pj >: — P, > Р;. Por ejemplo, en el digrafo contenido en la figura 6-4, P4 — P» y P» + P4, pero 
Р — Рз — Рд, esto es, P) establece dominio sobre Р; en dos etapas. 


» Ejemplo 6.9 Consideremos el digrafo mostrado en la figura 6-4. Entonces, la matriz de incidencia es 


> 

I 
m OOo 
=.. о о н 
оо о 
QUO UG m 
Or ooo 


Por tanto, la relación que representa el digrafo de la figura 6-4 es de dominancia total, ya que: las 
componentes de a;; de A son ceros o unos, aj; = 0 para todo i, а; = 1 = aj; = 0 para todo i + j.«4 


Se puede probar que si A es la matriz de incidencia de una relación de dominancia total, entonces 
A -- A? tiene una fila (columna) con todos sus elementos positivos excepto el de la diagonal y, por el 
corolario 6.1, se desprende, entonces, que siempre existe un individuo P; que domina a todos los demás 
(o es dominado por todos los demás) en a lo sumo dos etapas. 


» Ejemplo 6.10 Si A es la relación de dominancia cuya matriz de incidencia es la matriz A del ejemplo 
precedente, entonces, 


А+А? = 


N RO 
мом 
R3 R3 C 
MN O D m m 
он e н 
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Luego, los individuos Р, Рз, P4 y Ps ejercen su influencia en todos los demás en, a lo sumo, dos etapas; 
mientras que Р), P», Р; y P4 son dominados por todos los demás en a lo más dos etapas. El lector puede 
verificar estas afirmaciones gráficamente observando el digrafo de la figura 6-4. 4 


Dominancia parcial 


Existen relaciones en las que si un individuo domina a otro, éste no domina al primero, pero en las que 
no necesariamente en toda pareja del grupo existe una relación de dominio. Entonces se dice que en el 
grupo hay una relación de dominancia parcial. En este caso, si A = [a;;] es la matriz de incidencia se 
tiene: todos los aj; son ceros o unos; aj; = 0 para todo i; si а;; = 1, entonces aj; = 0. Como antes, la 
relación de dominancia parcial se puede transmitir a través de alguna k-cadena. 


» Ejemplo 6.11 Consideremos la relación representada en el digrafo contenido en la figura 6-5. 


Р, 
Р| Р, 
Ps Pa 
A Figura 6-5 ° 
Entonces, la matriz de incidencia para éste es 
01 100 
00000 
A=|0 1 0 ro 
10001 
1 1 L 9 0 


Luego, la relación es de dominancia parcial, pues а;; = 1 = aj; = 0, las entradas en la diagonal son 
nulas y todas las componentes de esta matriz son unos o сегоѕ. 


> Ejemplo 6.12 Si A es la matriz de incidencia de la relación de dominancia parcial del ejemplo ante- 
rior, entonces, 


А+А? = 


оноо 
оон о ы 
ооо о н 
= о н о н 
Sk TX 
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De donde, por el corolario 6.1, se desprende que Р, P, y Р; dominan a todos los demás en, a lo sumo, 
dos etapas; mientras que Pz es dominado por todos los demás, cuando mucho, dos etapas y P» nunca 
domina a individuo alguno en este grupo. < 


6.2 Redes de conducción y principios de conservación 


Requisitos: Sistemas lineales y método de Gauss: 1.2.1 a 1.2.4 


En una gran variedad de situaciones es posible resolver problemas utilizando principios básicos de con- 
servación. En esta sección veremos unas cuantas aplicaciones del álgebra lineal que utilizan esta clase 
de principios de manera natural. La primera tiene que ver con redes muy simples que conducen cierto 
tipo de fluido, éste puede ser líquido, gas, electricidad, mensajes, vehículos, personas, etc. La figura 
6-6 contiene un esquema de una de estas redes. Las líneas representan los conductores de la red, las 
flechas indican las direcciones hacia donde se mueve el fluido cuando cruza determinada sección de 
la red a través de un conductor; los puntos, llamados nodos, es donde convergen dos o más conduc- 
tores. En los nodos se producen bifurcaciones donde el fluido se reparte a distintos conductores. Cada 
literal representa la magnitud del fluido que atraviesa el respectivo conductor en una sección de la red. 


Ja B fs 


JA Figura 6-6 ° 
El germen que rige las redes conductoras es el siguiente: 


Principio de los nodos: En cada nodo, la suma de las magnitudes del fluido que entra a él, es igual a 
la suma de las magnitudes del fluido que sale del mismo. 
Así, en la red de la figura 6-6, se cumple: 
e Enel nodo A: fi = р + В. 
e Enel nodo B: Б = f4 + fs. 


Conociendo las magnitudes de algunos de los flujos y utilizando el principio de los nodos es posible, 
en general, establecer un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones determina los 
posibles flujos en la red conductora. Con frecuencia, las direcciones de los flujos que aparecen como 
variables en el esquema de una red conductora son convencionales y las direcciones dependen de los 
valores que resulten al resolver el sistema; entonces, si una de las soluciones f; resulta negativa, significa 
que en realidad el flujo correspondiente tiene dirección opuesta a la que se le asignó en el diagrama; sin 
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embargo, en algunas redes, por ejemplo en circuitos vehiculares, las direcciones son fijas y no se pueden 
invertir. En tal caso, es necesario imponer resticciones a los parámetros del conjunto solución del sistema 
de ecuaciones para que los valores de las f; sean no negativos. 

La segunda aplicación trata un tipo particularmente importante de redes de conducción, circuitos o 
redes eléctricas que están conformados por mallas de conductores, resistores y baterías. Para analizar las 
redes eléctricas, además del principio de los nodos, se requiere de un principio físico de conservación 
que tiene que ver con los potenciales eléctricos en cada malla del circuito, contenido en la llamada 
segunda regla o segunda ley de Kirchhoff. Finalmente, la última aplicación —balance químico- que 
trataremos en este apartado, es consecuencia del principio básico de la naturaleza en el que se establece 
que la materia no se crea ni se destruye, sino que se transforma en otro tipo de materia o energía. 


6.2.1 Flujo vehicular 


Supongamos que en una zona de cierta ciudad el flujo vehicular se comporta como lo muestra la figu- 
ra 6-7; donde las direcciones de las flechas indican las sentidos en cada avenida y las cantidades al lado, o 
por encima de las mismas, el volumen promedio de automóviles que atraviesan por hora cada sección. Se 
requieren determinar los volámenes promedio en las intersecciones; esto es, los valores x;, i — 1,2,3 y 4 de 
la figura 6-7. El problema lo podemos resolver utilizando el principio de los nodos, pues en cada una 
de las intersecciones la suma de los flujos de entrada debe ser igual a la suma de los flujos de salida; así: 


350 150 
600 xi 600 
o A —————— D e 
X2 X4 
400 x3 500 
— B ———————áÀ- С — 
450 350 


A Figura 6-7 * Flujo vehicular en una zona de cierta ciudad. 
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En la intersección A: ху 4-350 = x; + 600 


En la intersección B: хә +400 = хз + 450 


En la intersección C: x3 + 350 = x4 + 500 


En la intersección D: x4 + 600 = xı + 150 


Llevemos a forma escalonada la matriz aumentada del sistema, 


D =l 0 0 | 250 1 1 0 0 | 250 
0 LJ 0 50 T 0 Ll 0 50 
0 0 P ol 150 0 о E c 150 
1 0 0 —1 | 450 0 1 0 —1 | 200 
1 =l 0 0 |250 
is 0 ] =1 0 50 
0 0 E 150 
0 0 I =l 150 
1 —1 0 0 |250 
m 0 1 -—1 0 50 
0 -0 1 =1 150 
0 0 0 0 0 
y hagamos sustitución regresiva para obtener 
Xi 450+r 
X2 200 +r 
M 150+r | "ER 
X4 [d 


Entonces, si se conoce el flujo vehicular entre C y D, se pueden determinar los demás flujos, por ejemplo, 
Si x4 — 150, entonces 


Xi 600 
X2 р 350 
хз | | 300 
X4 150 


es decir, el problema no tiene solución única. Sin embargo, sirve para modelar el tráfico vehicular 
cambiando el valor de x4 (o especificando el valor de una, cualquiera, de las otras variables) para predecir 
los valores de las demás, siempre y cuando todas se conserven no negativas. 


6.2.2 Circuitos eléctricos 


En un circuito eléctrico es posible determinar la corriente en cada una de sus ramas en función de las 
resistencias y voltajes. Consideremos el circuito contenido en la figura 6-8. El símbolo —]'— representa 
una batería cuyo potencial eléctrico, o fuerza electromotriz (fem = =), se mide en voltios (V); la batería 
produce una corriente eléctrica que fluye hacia afuera de la terminal indicada mediante la línea vertical 


más larga o, en forma esquemática, ( " ). El resistor, representado por el símbolo —yy-—, cuya 
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resistencia es medida en omhios (Q), produce una caída en el potencial eléctrico gobernada por la ley 
de Ohm 


E=IR, 


donde / es la corriente, medida en amperios (A) y R la resistencia del resistor. Las flechas indican las 
direcciones de las corrientes en el circuito; sin embargo, si después de calcular alguna de ellas tiene 
signo negativo, significa que tiene dirección contraria a la que inicialmente se le asignó. Los nodos son 
los puntos donde se unen dos o más conductores en el circuito, en la figura 6-8 el dispositivo tiene dos 
nodos denotados por las letras A y B. Una malla en un circuito es cualquier recorrido conductor cerrado, 
en la figura 6-8 la trayectoria ABCDA es una malla de esta red. Para resolver un circuito eléctrico se 
usan las llamadas leyes de Kirchhoff: 


13V 
D C 
ГА 20 
30 
A B 
h 
49 19 
h 
E F 
14 V 


JA Figura 6-8 • 


K1 En todo nodo la suma de las corrientes entrantes es igual a la suma de las corrientes salientes. 


K2 En toda malla del circuito la suma algebraica de las fuerzas electromotrices es igual a la suma 
algebraica de las caídas de potencial en cada resistencia. Esto es, en una malla dada 


Ys = YER; 


donde las =; son las fuerzas electromotrices en cada batería y los factores en los productos /;А; 
están formados por las resistencias А; de los resistores que están en la malla y las respectivas 
intensidades de corriente /; que fluyen en cada uno de ellos. 


Para resolver un circuito eléctrico es conveniente tener presentes los siguientes puntos: 


1. Cuando se aplica la ley K2 en una malla, se elige positivo un sentido de recorrido, por ejemplo, 
la dirección en sentido contrario al que avanzan las manecillas del reloj y negativo el sentido 
opuesto. Entonces, si una corriente está en contraflujo a la dirección elegida, se considera con 
signo negativo para calcular la caída de potencial en las resistencias que atraviesa. De manera 
similar, toda fuerza electromotriz cuya corriente de salida esté en sentido contrario a la dirección 
elegida como positiva, se considera negativa. 
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2. Si un circuito tiene n nodos, la ley КІ se debe aplicar únicamente a cualquier subconjunto de n— 1 
nodos; pues la ecuación que se obtenga con esta ley en el enésimo nodo será redundante. 


3. La ley K2 se debe aplicar a cada una de las mallas que forman el circuito. 
» Ejemplo 6.13 Encontrar las corrientes /; del circuito contenido en la figura 6-8.4 
Solución Еп virtud de КІ, en el nodo A se tiene 
Mi+b=b; 
mientras que en el nodo B 
b-hcb. 


Por K2, en la malla ABCDA (se eligió positivo el sentido contrario al que avanzan las manecillas del 
reloj), 


21 -- 35 — 13 
y en la malla ABFEA (se consideró positivo el sentido en el que avanzan las manecillas del reloj), 
3b+5b = 14. 


De donde se obtiene el sistema (observe que las dos primeras ecuaciones son idénticas, por eso es 
recomendable tener en cuenta el punto 2 de las precedentes recomendaciones) 


L- Ь + x= 0 
" = h x h — 0 
2h + 3b = 13 
3b + 5h = 14 
ya que 
Е SI 0 EE A 0 
J^ d 0 2 3.0113 
2. X 0| 13 0 3 5| 14 
0 3 5| 14 0 00 0 
] ed d 0 
N Ü X39 
0 3 5| 14 
0 0 0 0 
Т -=l 0 
N 0 $ 13 
0 © 31| 31>? 
0 0 0 


al hacer sustitución regresiva resulta 


E=1A,L=3A,1,=2A. wv 
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» Ejemplo 6.14 Encontrar las corrientes 7; del circuito contenido en la figura 6-9.4 


B Ç D 


80 V 60 V 


109 


350 


EE Figura 6-9 ° 
Solución Aplicando КІ al nodo C se obtiene 
П+р = ВБ. 


Aplicando К2 a la malla CDEFC (se considera positiva la dirección en el sentido en el que avanzan las 
manecillas del reloj), 


105 + 504 = 140 + 60; 


y aplicando K2 ahora a la malla ABCFA (se eligió la dirección positiva en el sentido en el que avanzan 
las manecillas del reloj), 


51, — 10р = 80 — 140. 


El sistema a resolver es entonces, 


п + b — h = 0 
105 + 505 = 200 
5h — 10b = —60 
Ү, уа дие 
1 1 —1 0 1 1 -1 0 
0 10 50 200 ~ 0 1 5 20 
5 —10 0 | —60 0 —3 1 | —12 
1 1 -1 0 
~ 0 1 5 120015 
0 0 16 | 48 


al hacer sustitución regresiva resulta 
Lh=-2A,b=3A,Bb=3A3 


donde el signo menos en Л = —2 A, significa que la corriente 7, fluye en sentido contrario al que le 
asignamos en la figura 6-9. Y 
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6.2.3 Balance químico 


Las reacciones químicas se representan simbólicamente mediante las llamadas ecuaciones químicas. 
Cuando moléculas con dos atómos de hidrógeno (H2) arden, reaccionan con moléculas con 2 atómos de 
oxígeno (O») del aire, para formar moléculas de agua (H20). La ecuación química de esta reacción es 


2H; + O; — 2H50 (6.1) 


El signo + se lee como “reacciona con" y la flecha “produce”. En el lado izquierdo de la ecuación 
química se encuentran las sustancias de partida, se les llama reactivas y en el lado derecho de la flecha 
las sustancias que se producen con la reacción, productos, separados por el símbolo -- cuando hay 
más de una sustancia producto; los números que anteceden a los términos de la ecuación se llaman 
coeficientes y, de manera análoga al álgebra, no se escriben si son iguales a la unidad. Los subíndices 
significan el número de átomos de un elemento que forma una molécula; por ejemplo, H» representa 
una molécula con dos átomos de hidrógeno (otra vez, si no aparece un subíndice es que éste es uno). 
Los coeficientes indican el número de moléculas del término; así, en la ecuación (6.1) el coeficiente 
2 en 2H», indica que se tienen dos moléculas con dos átomos de hidrógeno cada una; mientras que el 
coeficiente 2 de H20 en el lado derecho de (6.1), significa que se producen dos moléculas de agua con 
dos átomos de hidrógeno y uno de oxígeno cada una. Dado que en la naturaleza no se crea ni se destruye 
materia, en toda ecuación química, para cualquiera de los elementos que la componen, el número 
de átomos de un elemento es igual en ambos lados (de la flecha). De esta manera, en la ecuación (6.1) 
en el lado izquierdo se tienen 2 x 2 = 4 átomos de hidrógeno y 2 átomos de oxígeno; mientras que en el 
lado derecho 2(2 átomos de hidrógeno + un átomo de óxigeno) = 4 átomos de hidrógeno y 2 átomos 
de oxígeno. Cuando se cumple con el principio de conservación en una ecuación química, se dice que 
está balanceada. Sin embargo, en general se conocen las sustancias reactivas y las sustancias producto 
y se escribe la ecuación química sin balancear; entonces se tiene que encontrar los coeficientes, para 
que se cumpla el principio de conservación de la igualdad en la cantidad de átomos de cada elemento 
en ambos lados de la ecuación; a este proceso se le llama balancear la ecuación química. Por ejemplo, 
consideremos la siguiente reacción química 


CH, + O; — CO» + HO 


de las sustancias reactivas metano y óxigeno para producir dióxido de carbono y vapor de agua. Sean 


xı: número de moléculas de СН» 


х: número de moléculas de О» 
que tienen que reccionar para producir 


хз: número de moléculas de СО» 


x4: número de moléculas de H2O 


de tal manera que la ecuación química 
x1CH4 + x202 —> x3CO» +x4H20 


esté balanceada. Entonces, por el principio de conservación en la igualdad del número de átomos por 
cada elemento en ambos lados de la ecuación química, se debe tener: 
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e el número de átomos de carbono (C) debe ser igual en ambos lados: x; — x3 = 0, 
e el número de átomos de hidrógeno (Н) debe ser igual en ambos lados: 4x, — 2x4 = 0, 
e el número de átomos de óxigeno (O) debe ser igual en ambos lados: 2x? — 2x3 — x4 = 0. 


Que produce el sistema lineal homogéneo 


X1 = X3 == ^@ 
Ax, — 2x4 = 0 
2x5 == 2x3 = ла = 0 
y ya que 
10-1 0 CO 1 0 
40 0 -2 ~ 00 4 -2 
0 2. =2 =I 0. X —- =l 
1. 205. T 0 
~ О 2 =2 = | 
00 4 -2 


al hacer sustitución regresiva se obtiene 


l 
X1 2 
1 
X 
2 | =r ¡reR 
X3 1 
2 
X4 Д 


como solución. Como es evidente que los х; deben ser enteros no negativos, se puede tomar г igual а 
cualquier múltiplo entero positivo de 2; sin embargo, se acostrumbra siempre elegir el menor entero 


para balancear la ecuación. En este caso г = 2. Luego 


X1 1 
X2 " 2 
X3 B 1 
X4 2 


es la solución buscada y la ecuación balanceada resultante es, entonces, 


СН +202 — CO; + 2H20. 


6.3 Análisis insumo-producto 


6.3.1 Modelo para economía abierta 


Supongamos que una economía se divide en n industrias y cada una de ellas fabrica un solo producto 
final. Como es natural, cada una utiliza algunos productos (insumos) de las otras para fabricar sus 
propios artículos. Además, cada industria debe generar productos terminados para la demanda final. El 
análisis de insumo-producto tiene por objetivo determinar la producción de cada una de las industrias 
para satisfacer la demanda final si ésta cambia, suponiendo que la estructura económica no varía. La 
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Requisitos: Sistemas lineales, matrices invertibles y método de Gauss-Jordan: 1.2.4, 1.2.5 y 2.1.1 a 


2: 4.5. 
Consumidor Demanda Producción 
Productor lh b ees Gh final total 
1, Ра Бю ее Dia 
h Ро ba "EY Don 
ү b, bna АЗ Dan 


HA Tabla 6-1 ° Tabla de insumo-demanda-producción. 


tabla 6-1, es una tabla de insumo-demanda-producción que contiene la información necesaria para 
llevar a cabo este análisis. Cada elemento b;; es el importe, en unidades monetarias, del producto que 
fabrica la industra /; y requiere la industria /;. Cada Л; es el importe, en unidades monetarias, que se 
demanda finalmente del producto que fabrica la industria J; y cada x; es la producción total necesaria, 
también en unidades monetarias, del producto fabricado por /;. Entonces se debe tener 


х= Y, bij +h; Vi. (6.2) 
j=1 
Definamos 
bij 
dij = — 
Xj 


es decir, aj; es el valor monetario de la industria J; que la industria /; debe adquirir para producir una 
unidad monetaria de su propio producto. Se tiene entonces 


De esta forma, si 


el sistema de ecuaciones (6.2) equivale a la ecuación matricial 


АЎ+ћ = # (6.3) 
donde X=(x1,x2,..,A)=[ x1 Xo. s Xn f yh=(m,h,....hn)=[ hi ha +: ha ].Eviden- 
temente (6.3) equivale a 

(1, AX =h (6.4) 


donde 7, es la matriz identidad de orden n. La matriz /, — A se conoce como matriz de Leontief! (para 
econonomía abierta), por el creador de estas ideas y ganador del premio Nobel en economía en 1973 
por sus estudios relacionados con el análisis insumo-producto (input-output) у a la matriz A se le llama 


lWassily Leontief (1906-1999). 
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matriz de insumos o matriz de intercambio. En el caso de que la matriz de Leontief sea invertible, la 
solución de estos sistemas equivalentes está dada por 


X= (1, —A) !h 
siempre que? X > Ор". 


» Ejemplo 6.15 Una economía hipotética consta de tres industrias Л, L е з, con la siguiente tabla de 
insumo-demanda-producción: 


Consumidor Demanda Producción 

Productor hn b b final total 
80 100 100 
80 100 100 


80 60 100 


Determinar el correspondiente vector de producción ¥ si la demanda final cambia a: 


1. А = (84,56,35). 
2. h= (56,63,70). 


Las cifras están en millones de unidades monetarias. « 
"m А А Dis Р 
Solución Га matriz de insumos А = [aij], aij = 2, está dada por 
^J 


80/320 100/320 100/400 
А = | 80/320 100/320 100/400 
80/320 60/320 100/400 


l1 3 1 
4 316 4 
=p ¿a ж 
=] 4 16 4 
1 3 1 
4 316 4 
Entonces, 
Lo d 
100 4 16 4 
B-A=|010|-|1 2! 
3 4 16 4 
001 1$ 1 
4 16 4 
M NEM 
4 16 4 
= pem ll 
= 4 16 4 
zu cs um 
4 16 4 


Calculemos, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz de Leontief 5 — A: 


?Recuerde que si U — [и] y V = [vij] son dos matrices del mismo tamaño, la notación U < V significa u;; < у;; para todo par 
ij; mientras Og» representa el vector que tiene sus n componentes nulas, y que utilizamos las notaciones i = (u, U2, .. ., Un) рага 
representar indistintamente a esta n-eada ordenada, o a la matriz columna | ш uz => и, [. 
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De donde 


Por tanto: 


(84, 56, 35), entonces 


> 


1. Sih 


X—(Is — A)-!À 
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2. Si h= (56, 63, 70), 


15 9 8 
" + 7115 
+= 8 6 8 
х=| wx 63 
i 13]L7?9 
281 
=| 238 |. v 
259 


Para resolver este tipo de problemas no siempre es necesario encontrar (1, — A)”, donde A es la ma- 
triz de insumos, pues si únicamente se va a buscar el vector de producción para un solo vector de deman- 
da dado hr, entonces es posible que convenga resolver por el método de Gauss el sistema (1, — A)X = ћ 16 
formando la matriz ampliada | /, — A hi ] para llevarla a forma escalonada y hacer sustitución regre- 
siva. Pero, dado que en la práctica la demanda final va cambiando por períodos, entonces el calcular una 
vez la inversa de la matriz de Leontief, y multiplicar por las correspondientes demandas finales, resulta 
más útil para estos casos. También, con frecuencia este tipo de problemas se plantea dando la infor- 
mación de la matriz de insumos, en vez de la tabla de insumo-demanda-producto, y la demanda final. 


» Ejemplo 6.16 Una economía está dividida en tres sectores: manufactura (Л), agricultura (12) y 
servicios (13). La siguiente tabla contiene la información (hipotética) del intercambio de las cantida- 


des de insumos entre ellas por unidad de producción: 


КТ 
Productor 


P T Т 
3/8 1/4 1/8 
1/8 1/8 1/4 


Encontrar las cantidades que tienen que producir (en millones de unidades monetarias) estas industrias 
para satisfacer la demanda final: 


e 82 unidades del sector manufactura. 
e 41 unidades del sector agricultura. 


e 123 unidades del sector de servicios. « 


3 1 3 
100 1/4 1/8 3/8] | 378 = 
Solución 0 1 0|-]|3/8 1/4 1/8 |= -i i -i 
0.0 1 1/8 1/8 1/4 ye cdi 3 
8 8 4 
Como el vector de demanda final es /; — [82 41 123 |У", el vector de produción X es la solución 
del sistema 
3 1 .3 
4 8 8 82 —1/8 -—1/8 3/4 | 123 
-$ 3 -i| 41 || 3/8 3/4 -1/8| 41 
e эй 3 | 123 3/4 —1/8 —3/8 | 82 
8 8 4 
1 1 —6 | —984 


~| -3/8 3/4 -1/8| 4 
3/4 1/8 —3/8| 82 
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1 1  —6|-—984 
9 19 
~| 0 $ —$|-328 
7 33 
0 exe Ж 820 
1 1 —6 | —984 
19 2624 
еШ M dE 
33 
0 -i : 820 
1 1 —6 | —984 
19 2624 
sej U =F |= 
4 5084 
о Rl T 
y al hacer sustitución regresiva obtenemos 
xi 272 
a» = 232 
X3 248 


Es decir, el sector de manufactura debe producir 272 unidades, el sector agropecuario debe producir 232 
unidades y el sector de servicios tiene que producir 248 unidades. Y 


Una cuestión básica, que ya mencionamos, es la posibilidad de que la matriz de Leontief pueda no ser 
invertible y si lo es, ello no garantiza (Z, AUR > Ona para todos los vectores de demanda admisibles. 
La suma de los elementos de una columna de la matriz de insumos representa la fracción de una unidad 
monetaria que la industria, que encabeza esa columna, gasta para crear una unidad monetaria de su 
propio producto. En una economía abierta existe un sector externo (exógeno), que consume la demanda 
final de cada sector industrial; este sector participa en el proceso, por ejemplo, con mano de obra; así que 
parte del gasto que hace cada industria debe destinarse a salarios, los cuales no están considerados en la 
matriz de insumos. Por tanto, en el modelo de Leontief, la suma de los elementos de cada columna debe 
ser inferior a una unidad monetaria; pues el resto se destina, por ejemplo, a pagar salarios. Esta propiedad 
es suficiente para garantizar la no singularidad de la matriz de Leontief y la no negatividad del producto 
de su inversa con los vectores de demanda que son admisibles. Enunciamos este resultado en la siguiente 
proposición y postergamos la demostración para el final de esta sección (apartado 6.3.4, proposición 
6.9) donde también se incluye un método de aproximación para la inversa de la matriz de Leontief. 


Proposición 6.1 Sea A una matriz de insumos para una economía abierta; esto es, А = laij] € 


n 
Da, aj; > О para todo par de subíndices i, j y Y a; y « 1, para todo ¡=1,2,...,n. Entonces: 
i=l 


1. La matriz de Leontief (I; — A), donde 1, es la matriz identidad de orden n, es invertible. 
2. Todas las componentes de la matriz (1, — А)! son no negativas. 


3. (1,4) > бо para todo Х > бао. 
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6.3.2 Modelo para economía cerrada 


En el análisis insumo-producto supusimos que existe una demanda externa de los productos que fabrican 
los sectores industriales que forman el sistema económico productivo. Sin embargo, es posible que en 
economías más simples todo lo producido por esos sectores sea consumido en su totalidad por ellos 
mismos. En tal caso el modelo de Leontief, para economías cerradas, consiste en encontrar valores de 
equilibrio del sistema; es decir, la relación que deben tener las producciones de cada sector de tal manera 
que sus ingresos igualen a sus egresos. Supongamos que una economía sencilla tiene la siguiente tabla 
insumo-producción, 


Productor 
Consumidor h b oe kh 
h ап ару c а (6.5) 
Lb 421 4022 =e Qs 
1, аһ аһ ttt Am 


donde aj; es la fracción del total de la producción de la industria 7; que requiere como insumo la in- 
dustria /;. En este modelo todo lo que produce una industria se consume en el sistema; así que los а 
satisfacen 0 < а; < 1 y Y; уа; = 1 para todo j; es decir, la suma de los elementos en cada columna 
es uno. Nuevamente, a la matriz A = [а;;] se le llama matriz de insumos o matriz de intercambio. Sea 
X = (x1,X2,...,Xn) el vector de producción; esto es, x; es la cantidad, en unidades monetarias, que la in- 
dustria J; debe producir para que se cumplan las condiciones de equilibrio. Sea J; una de estas industrias, 
entonces, de la tabla 6-5, el egreso total de /; está dado por 


айх + а2% +++ + inXn 
puesto que el egreso debe ser igual al ingreso, 
архі + 4 2X2 +: + AinXn = Xi. 


Por tanto, se obtiene el sistema lineal homogéneo 


(1-ап)х — 412X2 — o — Aina = 0 
—anxi + (l—-ampa — “6 — 29 Xn = 0 
—@п1Х\ а An2X2 Tm (1 ua | = 0) 
Es decir, 
(I; — AX = Ор" (6.6) 


Llamaremos a la matriz /, — A, matriz de Leontief para el modelo de economía cerrada. 


» Ejemplo 6.17 En una economía sencilla, la distribución insumo-producto se muestra en la siguiente 
tabla (hipotética): 


Agricultura 


Agricultura 


Construcción 
Vestido 
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Productor 


Construcción Vestido 


Encontrar qué condición debe cumplir el vector de producción para que los ingresos sean iguales a los 


egresos en cada sector«. 


Solución La matriz de insumo para este caso es 
1/4 1/2 1/4 
A=| 1/2 1/4 1/4 
1/4 1/4 1/2 
Resolvamos el sistema homogéneo (6.6): 
1 0 0 1/4 1/2 1/4 
h—-A = 0 1 0/-,| 1/2 1/4 1/4 
0.0 1 1/4 1/4 1/2 
3/4 —1/2 —1/4 
= —1/2 3/4 —1/4 
—1/4 -1/4 1/2 
—1/4 -1/4 1/2 
~ —1/2 3/4 —1/4 
3/4 —1/2 -—1/4 
1 1 —2 
~ —1/2 3/4 —1/4 
3/4 —1/2 -—1/4 
1 1 —2 
~ 0 5/4 —5/4 
0 —5/4 5/4 
1 —2 
~ 0 5/4 -5/4 
0 0 
11 -2 
~ 0. 1 —1 
00 0 
Al hacer sustitución regresiva obtenemos 
x 
хо |= ¿SO 
X3 


Es decir, los tres sectores deben producir el mismo nümero de unidades monetarias. 


v 


Para que existan soluciones del sistema (6.6) es necesario que la matriz /, — A no sea invertible 


(contrariamente al modelo para economía abierta); sin embargo, como la economía es cerrada, todo 
se vende y todo se compra dentro del propio sistema; por tanto, la suma de las componentes de cada 
columna en la matriz de insumo debe resultar igual a 1. Esto garantizará que la matriz de Leontief para 
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el modelo de economía cerrada no sea invertible y que el sistema homogéneo (6.6) tenga una infinidad 
de soluciones. Debido a esto, en el modelo de economía cerrada no se resuelve el problema de cómo 
fijar los valores de la producción en el vector que las contiene, sino las relaciones numéricas que ellos 
tienen; en el ejemplo precedente la relación es ху = x? = x3. El lector puede consultar la demostración 
de que la matriz de Leontief para el modelo de economía cerrada no es invertible en la proposición 6.2 
del siguiente apartado dedicado a ese fin. 


6.3.3 Singularidad de la matriz de Leontief рага el modelo de economía cerrada 


Requisitos: Criterios de independencia lineal en IR": 3.3.1 


Recordemos que en el inciso (b), del teorema 3.12, del apartado 3.3.1, mostramos que una matriz cuadra- 
da de orden n no es invertible si y sólo si los n vectores que corresponden a sus columnas son linealmente 
dependientes. Es evidente, dado que una matriz es invertible si y sólo si su matriz transpuesta lo es, que 
la citada afirmación del teorema 3.12 sigue siendo válida si en lugar de considerar los vectores columna 
de la matriz, se aplica el criterio a los vectores fila de la matriz. 


Proposición 6.2 Sea A = [aij] la matriz de insumos para el modelo de economía cerrada de Leontief, 
esto es: 


1. 0 € aj; € 1 para todo i, j. 
2 oa О ОО = 2 ert 


Entonces, la matriz de Leontief para el modelo de economía cerrada, 1„— A, no es invertible. 


DEMOSTRACIÓN M 1—а\\ d12 аз 7 =а 
da l-an —йз сз —an 
L—-A-| -44 432 l-a3 > 3 |. (6.7) 
Ani ал? an3 VE 1e dnn 


y ya que para cada ј = 1,...,п, Ў? у ai; = 1, entonces 


1—ац = —(-a21 — 431 —:::— an) 
ар = —(1— ад —d33 — ::: — an2) 
—аз = —(—az + (1— 433) —::: — аз) 
din — ( An — зп veea (1 бы) 
por tanto 
(1 —41, 12; —415,...,—414) = (E) Gan l= 49, da, — 24) 
(—1)(—431, —432, 1 — азз,..., —43n) 


ке ( 1)( аһ, —Og2, An3»»»»> L — а). 


Por lo que las filas de la matriz son linealmente dependientes y, por ende, la matriz /, —Anoesinvertible. Bi 
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6.3.4 Inversa de la matriz de Leontief para el modelo de economía abierta 
y método de aproximación 


Requisitos: Espacios vectoriales normados, nociones de límite de sucesiones reales: 4.2. 


Inversa de la matriz de Leontief 


En el ejemplo 4.41 vimos que ||(xi.32....,x5)||i = |ху| + [xo] +- + |xn| es una norma en R”; en el 


ejemplo 4.43 probamos que si А = [a;;] es una matriz de tamaño m x n, entonces ||A||; = X. Y). la; 


, 


la suma de los valores absolutos de todas las componentes de la matriz y ||A||.. = máx la;¡|:i=1,...,n, 
j=1,...,mj son normas en el espacio vectorial Mx». En el teorema 4.22 se hizo patente el hecho 
de que cualquier par de normas en un espacio vectorial de dimensión finita son equivalentes y que, 
por tanto, para fines de proximidad, se puede trabajar en cualquier espacio finitamente generado con 
la norma que más convenga. Vamos entonces a definir, en la siguiente proposición, una norma en el 
espacio de matrices cuadradas que será bastante cómoda para poder establecer la demostración de la 
proposición 6.1 y dar un método de aproximación a la inversa de la matriz de Leontief. 


Proposición 6.3 Sea A = [а] € Mp, con columnas k; = (a1,425,...,a,) =| а а зс aj É 
ЕТО deme 
all 
es decir, 
E 
lA || = cs 2, lai < 
Entonces ||- || es una norma en W. 


DEMOSTRACIÓN W 1. Claramente ||A|| > O para toda matriz A € ЭЛ. 
2. Si А = €, evidentemente ||A|| = 0. Supongamos que A = [a;¡] € Mi, y ||A|| = 0, entonces 
|а| < [|A]] - 0 
implica A = Ё. 


3. Sea à € Ry A = [ai] € 99t,. Entonces 


IAAT = máx [Ж 


máx [A] Ik; 
= |A| máx |[K; 
VAL máa d 


= АША! 


4. Si A = [aij] y B = [b;;] son matrices cuadradas de orden n con columnas [2 yh j, respectivamente, 


entonces 
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A+ B|| = máx [E,+%; 
ч ex six [++ tell 


< máx [Ill e Mh y 


2 1<ј<п 
< 411+ 18. 
De 1, 2, 3 у 4 se concluye que ||- || es una norma en M,. Ш 


La norma definida en la proposición anterior tiene una propiedad muy importante que no poseen 
otras normas, por ejemplo ||- ||... (cfr. ejercicio 327 del capítulo 4); esta es la razón por la que hemos 
dicho que es una norma cómoda para alcanzar el propósito de este apartado. La propiedad a la que 


hacemos referencia está contenida en el segundo inciso de la siguiente proposición. 


DEMOSTRACIÓN W 1. Sea A € M,, con columnas Ё, y X= (xi,25,...,x,) € R”. Entonces (cfr. ejemplo 1.15) 


Ах. = lii tok fro dex Rl 
< ра А + bello н +++ Ц 
< [А+ bol AT] +- + |А 
= [|All (lx1] + [02] +- |) 
= [/4/)11x 


2. Sean A,B € 9Jt,, con hj, j=1,2,...,n, las columnas de B. Entonces (cfr. ejemplo 1.14) 
AB=| А Ah  Aħ | 
y, por tanto, 
|AB| = máx [Айу 
< máx ||А||||7 |1 


1<ј<п 


= 1411181. w 
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Una sucesión de matrices cuadradas, {A, }, converge a lo más a una matriz L. En efecto, si L4, L5 € 
M, y la sucesión de matrices converge а Lı y a L2, entonces 


== || (Li — A») + (4, — Lo) || 
< |a —A,) || + [[(А„—)| 


y como {А,} converge а Lı y L, entonces ||(Li — А„)||, ||(А„ — L2)|| son arbitrariamente pequeños 
tomando v suficientemente grande; lo cual implica 


|L — L2]| =0 
y, por tanto, Lı = L». 


O Nota 6.1 Se puede probar, lo cual no haremos рага no extendernos más, que una sucesión (A, ] es 
convergente si y sólo si 


lím ||A, — A,|| = 0. 
и, 
Esta es un propiedad fundamental en las matemáticas que no se da únicamente en este caso, sino en 
cualquier espacio vectorial normado de dimensión finita. Pero no siempre es válida si la dimensión 
del espacio es infinita; de hecho, cuando se cumple en un espacio, se dice que éste es completo. Esta 


propiedad es de gran utilidad porque sirve para probar la convergencia de una sucesión aun cuando no 
sea posible exhibir explícitamente su límite. 


Las siguientes dos propiedades son sencillas de probar y se dejan de ejercicio las demostraciones al 
lector. 


Proposición 6.5 Si lím, „А, = L y lím, ,.,B, =H y о € R, entonces: 


Ж lím (А, +В,) = L4-H. 
ие 
2 lím aA, = aL. 
иу 


Proposición 6.6 Sean (A,] una sucesión de matrices cuadradas que converge а L € Mi, y M € 9Л,. 


Entonces 
lím MA, = ML. 
и—уоо 
DEMOSTRACIÓN Mi lím ||MA, — ML|| = lím ||M(A, — L) || 
исо и—усо 


ІЛ 


ит мА, — L| 


IMI ит A, — LI 
= |M||-0 
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lo cual implica 


йт МА, = МЇ. WM 


и оо 


(v) 


Proposición 6.7 Sea A, = [ау | una? sucesión de matrices cuadradas y L = [1] € Mi. Entonces 


límA, — L e lm at = i vij. 


[ER ио 


DEMOSTRACIÓN BI (=) Supongamos que Іїт,,_,.„А,, = L, entonces si i, j son un par de índices fijos, 


n 


4-4 € Y 42-1] 
k=1 
< |А, Д 
de donde 
Р (v) = 
lím dij == =: 


(<=) Sean p las columnas de la matriz A, y 1, las columnas de la matriz L. Entonces lím,,-;:. d = l;j 


V i, j implica 


lím | -l =0 


шоо 
y, por tanto, 
Ит |А, — L| = lím máx |k” — li 
vo и 1<]<1 
=0. Ш 


» Ejemplo 6.18 Probar que si A € M, es tal que ||A|| < 1, entonces 


Иш A" = С. 


шуо 


DEMOSTRACIÓN BI Sabemos que si (a, } es una sucesión de números reales, соп |a, | < 1 para todo v, entonces lím, 4y = 
0; por tanto, de la proposición 6.4, 


0< ит |A"|| < ит |A||" = 0, 
и оо шоо 


luego 
lím |А? || = 0; 
ио 
esto es, 
límA”=0. В 
шоо 


3En la notación at? , (v) es un supraíndice, no un exponente. 
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Proposición 6.8 (Serie geométrica en Wp) Sea A Є M, con ||A|| < 1. Se define S, = l, +A +A? + 
«== +A”, para cada v = 1,2,.... , donde I, es la matriz identidad de orden n. Entonces la sucesión 
(S, es convergente. 


DEMOSTRACIÓN Ш Sabemos que una sucesión de números reales (a, ) es convergente si y sólo si ím, ,, ,.. (a, — a,,) =0. 
Entonces, ya que, suponiendo sin perder generalidad que p > v, 


|15, —.5,]| = ПАА А] 
< tpe pant A 
Ela ae pA esses АЈА 


se desprende del hecho de que la serie geométrica У ||A||* converge, pues ||A|| < 1, que 
k=1 


2 7 v4l v+2 
Mm. |5 —5„| = lim, IA" + A]? ДАР) 


=0, 
Por tanto (cfr. nota 6.1), la sucesión (S,) es convergente. Mi 
Sea ahora L = lím, Sy. Tenemos 
S, =h +AA + AV. 
Multipliquemos ambos lados de la precedente igualdad por la matriz A para obtener 
AS, =A +A - A" AH: 

entonces 

5, — AS, = 1, А”! 
y, por tanto, 

(4, —A)$, 2 1, A5! (6.8) 
Al tomar el límite cuando v tiende a infinito (recuerde que ||A|| < 1), obtenemos 


i, — A). = (1,4) ím S, 
и-Уоо 


lím (4, – А), 


= m(I,—A") 


ио 

= [,— lím А+! 
шуо 

=L- 


=h, 
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lo cual prueba dos cosas: 


e la matriz de Leontief (7, — A), ||A|| < 1, es invertible 


e L= (I, —A)!; esto es, 


(1, —A) = lím 5, 


и 


= Иш (7, --A-- A2 +- +45). 
ихо 


Ahora bien, si А es un matriz de insumos, entonces las componentes de A son no negativas y Іа suma 


de ellas en cualquier columna de A es inferior a 1. Debido a que S, = 1, +A PA + --- РА” es su- 
(v 
ij 
converge (cfr. proposición 6.7) 


ma de matrices con componentes no negativas, la matriz S, tiene componentes c ) > 0 para todo v. 
(v) 
ij 

а la componente (1, А) de la matriz (1, — A) !; de donde se concluye que las componentes de la 


Y ya que S, converge a L = (I, — A) !, entonces cada componente с 


inversa de la matriz de Leontief son todas no negativas. De esta manera, si X es un vector de demanda, 
(4, — A) !X > Ор". Hemos probado así la proposición 6.1 que volvemos a hacer explícita aquí con el fin 
de resumir lo precedente. 


Proposición 6.9 Sea A una matriz de insumos para una economía abierta (А = |a;j] € Wa, |A|| < 1 


y aij > О para todo par de subíndices i, j). Entonces: 
1. La matriz de Leontief (1, — A), donde 1, es la matriz identidad de orden n, es invertible. 
2 (= А) "= i РАЧА. А7). 
y 00 
3. Todas las componentes de la matriz (1, — А) ® son no negativas. 


4. (I, A) IX» Une para todo X > @ 


Método de aproximación para la inversa de la matriz de Leontief 


Es claro que calcular manualmente por el método de Gauss-Jordan la inversa de una matriz de tamaño 
grande puede ser una tarea sumamente difícil, o incluso imposible. Sin embargo, para el caso de la 
matriz de Leontief, podemos formular un método de aproximación que puede ser bastante útil. De 
la igualdad (6.8) se tiene 


(1 — A 4A 44 aos AP) —[,— A", 


Entonces 
(А) e (p, FAHA o) (6.9) 
en la medida en la que 
AU ue 
de acuerdo con la norma ||- ||; esto es, en la medida en la que 


lAl + =~ 0. 
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Puesto que ||А|| < 1, ||A||"*! tiende a O cuando v tiende a infinito. Entonces se requiere tener un criterio 
para decidir qué valor v vamos a tomar para utilizar la aproximación (6.9); este valor es indudable- 
mente aquel en el que se considere que por primera vez ||A||"*! es muy cercana a cero. Para definir 


[o 


el significado de que ||А| sea cercana a cero, observemos que si T' es un valor positivo cualquiera, 


entonces 
А] «T 
implica que para todas las componentes de A”?! se бепе“ 
у] аец < MI «T. 


Entonces, si T es pequeño los valores absolutos de todas las componentes de A"*! son aún más pe- 
queños. De esta manera el valor de T es un margen de tolerancia a partir del cual se fija el cri- 
terio para considerar que la matriz A"*! es suficientemente cercana a la matriz O. Por ejemplo, si 
T < 10? = 0.00001, entonces ||A||"*! < T implica que todos los valores absolutos de las componentes 
de A”*! son inferiores a 0.00001; entonces se podría utilizar la aproximación (6.9) con este criterio de 
tolerancia. Si ya se ha fijado una tolerancia T, podemos saber cuál es el valor v más pequeño para el 


poe 


cual se tiene ||A||"*' < Т, pues esta desigualdad equivale a 


In(T) — 
"7 а) 


y se elige así el primer entero que satisface esta desigualdad para obtener la aproximación 
(=A)! = I-A - A? Y +4”. 
» Ejemplo 6.19 Supongamos que 
0.01 0.02 0.01 


А = | 0.02 0.00 0.03 
0.00 0.00 0.01 


es la matriz de insumos de un sistema abierto de economía у que la tolerancia fijada para Іа aproximación 
es T =0.001. Entonces, la suma de las componentes de las columnas de A son: 0.03, 0.02 y 0.05, por 


tanto, 
|А| = 0.05. 
Luego, 
In(T) In(0.001) 
= 1 
In(||Al|) In(0.05) 
& 2.0745 


De esta manera el primer entero v que satisface 
In(T) 


>к 158 2.0745 
In(I|A][) 


.. 1 " 1 
^En la notación aj " (v + 1) es un supraíndice, no un exponente. 
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es 
1=3, 
Así, la aproximación es (redondeando a 4 cifras decimales) 
EA ~ h +A+4? +4? 
1.0105 .02021 1.0819 x 10? 
& | 0.2021 1.0004 3.0519 x 10? 


0 0 1.0101 


Al hacer el producto de (1; — A) con la aproximación obtenemos 


1.0105 .02021 1.0819x 1072 .99999 —1.0x 1077 —5.7x1077 
(В —A) | 0.2021 1.0004 3.0519х 1072 |= 0 1.0 —3.8 х 1077 
0 0 1.0101 0 0 1.0 


cuyo resultado es próximo a la matriz identidad. < 


» Ejemplo 6.20 Sea la matriz de insumos 


Calcular el menor entero y que se requiere para aproximar la inversa de matriz de Leontief para la matriz 
A con una tolerancia T = 105. 


Solución Las sumas de las componentes de cada columna son 0.5, 0.8, 0.8, y 0.6; por tanto, ||A|| = 0.8. 
Puesto que se requiere 


In(1075) 
? In(.8) 


la respuesta es v — 51. Así, la aproximación está dada por 


= 1 = 50.594 


51 
(1 =A) = ц + y 
k=l 


y se requieren calcular las potencias sucesivas de la matriz A de 2 hasta 51. Y 


En la práctica, para sistemas grandes, o para sistemas con norma próxima a uno, es casi imposible 
hacer los cálculos manualmente para las potencias de A y se requiere de una computadora para realizar 
esta tarea y de métodos numéricos para calcular aproximadamente las potencias de la matriz de insumos 
(cfr. el capítulo 8). 
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6.4 Programación lineal 
Requisitos: Sistemas lineales y método de Gauss-Jordan: 1.2.1 a 1.2.5 


La programación lineal tiene como objetivo buscar máximos y/o mínimos de funciones lineales sujetas a 
restricciones también lineales. Aunque su base matemática es bastante elemental, fue hasta mediados del 
siglo anterior que surgieron problemas de optimización lineal. En tiempos de la Segunda Guerra Mun- 
dial, el ejército de Estados Unidos de América tuvo la necesidad de estudiar formas de asignar recursos 
materiales y humanos de la manera más eficiente y económica posible; fue entonces que los primeros 
problemas de programación lineal fueron resueltos. En la actualidad la optimización lineal se usa de 
manera sistemática en los negocios y en la industria para resolver problemas que podemos clasificar 
de maximización de ganancias y de minimización de costos. Delta Air Lines, por ejemplo, realiza a dia- 
rio más de 2 500 escalas en sus vuelos nacionales, a Canadá y a México; empleando unas 450 aeronaves 
de 10 flotillas diferentes, cuyas capacidades, velocidades, niveles de ruido generado y otros parámetros 
pueden variar. El problema de asignación de flotillas consiste en hacer coincidir aeronaves con escalas 
de vuelo de modo que los asientos vayan ocupados. El patrón de vuelos de las aeronaves dentro del sis- 
tema de rutas se llama itinerario. Delta es una de las primeras líneas aéreas que ha resuelto por completo 
el problema de asignación de flotillas. El itinerario debe diseñarse para alcanzar la mayor ganancia po- 
sible, maximizando ingresos con el menor costo directo de operación permisible. Delta puso en práctica 
un algoritmo de programación lineal para asignar los distintos tipos de flotillas a las diferentes escalas 
de vuelo con el objetivo de minimizar los costos derivados sujetos a varias restricciones operativas. La 
restricción operativa más importante es la cantidad de aeronaves disponibles en cada flota. Otros facto- 
res también esenciales a considerar son: la planeación del mantenimiento, la correlación de habilidades 
de los pilotos con los distintos tipos de aeronaves, la asignación de tiempos de descanso para pilotos, 
alcance y velocidad de las aeronaves y restricciones de los aeropuertos. El problema de programación 
que Delta resuelve diariamente involucra unas 60 000 variables y 40 000 restricciones y se estima que 
estos programas han logrado ahorrar a esta línea aérea alrededor de 100 millones de dólares anuales.? 


6.4.1 Enfoque geométrico 


En esta sección introducimos el método gráfico de programación lineal cuando se tienen sólo dos va- 
riables. Para ello comenzamos con un problema de aplicación para motivar los conceptos básicos de 
programación lineal. 


» Ejemplo 6.21 Una compañía tiene dos talleres donde produce cuatro tipos de libreros para armar 
que se venden en tiendas de autoservicio. La siguiente tabla contiene la información relativa a los datos 
de producción, costos y demanda. Encontrar el número de días que tiene que trabajar cada taller durante 
seis meses para proporcionar, de la manera más económica, los libreros requeridos. 


5Cfr. Radhka Subramanian, Richard Scheff, John Quillian, Steve Wiper, Roy Marsten, “Coldstart: Fleet Assignment at Delta 
Airlines", Interfaces 24, nám. 1 (1994). 
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Tipo de Producción diaria Producción diaria Demanda 
librero taller 1 taller 2 semestral 
A 120 40 4 800 
B 80 80 6400 
С 4800 
g | — o 100 6000 
Costos diarios » 


Planteamiento del problema: Sean x y y el número de días que tienen que trabajar los talleres 1 y 
2, respectivamente. Dado que los costos diarios de producción son fijos para cada taller, la función de 
costo está dada por 

C — 40000x + 60000y (6.10) 


Como se tienen que producir al menos 4 800 libreros del tipo A, 6 400 libreros del tipo B, 4 800 libreros 
del tipo C y 6000 libreros del tipo D a un costo mínimo, lo que se requiere es: 


Hallar el mínimo de С = 40000x + 60000y 


sujeto a las restricciones 120x+40y > 4800 (6.11) 
80x + 80у > 6400 
40x 4- 120y > 4800 
60x + 100y > 6000 
y 20 


Para resolver esta cuestión, necesitamos primero encontrar el conjunto de los pares (x, y) para los que 
se cumplen todas las restricciones y después buscar entre ellos a los que minimicen la función de costo. 
Es obvio que la solución (si existe) no es tan sencilla y se requiere de un análisis más profundo. Por eso 
estableceremos antes algunos tecnicismos y aspectos teóricos que serán la base para solucionar este tipo 
de problemas, llamados problemas de programación lineal. 


Formato general de un problema de programación lineal de dos variables 


Los problemas de programación lineal con dos variables se pueden plantear de la siguiente manera: 


Maximizar (o minimizar) la función lineal 


P = ax+ by 
sujeta a т restricciones lineales del tipo 
< di о 
айх+ару4 = di o (6.12) 
zw 


donde se supone que x, y son variables no negativas. А la función objetivo P = ax-- by se le dice función 
de ganancia si lo que se pretende es maximizar y función de costo si lo que se desea es minimizar. 
A] conjunto solución de las restricciones (6.12) se le llama conjunto factible y a cualquier elemento 
del mismo solución factible. Así, en el ejemplo anterior, la función objetivo C — 40000x -- 60000y es 
una función de costo y todo punto que pertenece al conjunto solución de las restricciones (6.11) es una 
solución factible para este problema. 
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(b) 


JA Figura 6-10 ° (a) Semiplano y > ax+ B. (b) Semiplano y < ax + 8. 


Semiplanos y conjuntos factibles 


Al conjunto solución de una desigualdad del tipo y > ох + f se le denomina semiplano (cfr. ejerci- 
cio 417, pág. 412). Consiste en todos los puntos (x,y) del plano que están por encima y en la rec- 
ta y = ax + B (cfr. figura 6-10(a)). De forma análoga se interpreta geométricamente el semiplano 
y € ax+ B; que es el conjunto de todos los pares (x, y) que están por debajo y en la recta у = ax + 8 
(cfr. figura 6-10(5)). En todo problema de programación lineal las variables son no negativas, entonces, 
para encontrar el conjunto factible, se tienen que intersecar todos los conjuntos solución de cada una de 
las restricciones lineales (semiplanos) recordando que se deben limitar al primer cuadrante. 


» Ejemplo 6.22 Hallar el conjunto factible para las restricciones del ejemplo de los libreros (6.21).4 


Solución El conjunto solución de las restricciones lineales (6.11) equivale a la intersección, en el 
primer cuadrante de los semiplanos 


y > 120—3x 
y > 80-x 

y > 40— ix 
y > 60— dx 


La figura 6-11 contiene un esbozo del conjunto factible de estas restricciones (sombreado). Y 


120 
100 
80 
60 
40 


20 


20 40 60 80 100 120 


JA Figura 6-11 ° Conjunto factible para el problema de la producción de libreros (ejemplos 6.21 y 6.22). 
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(a) (b) 


JA Figura 6-12 ° (a) Conjunto convexo. (b) Conjunto no convexo. 


Principio fundamental de la programación lineal 


Un conjunto A del plano es convexo (cfr. ejercicio 416, pág. 412) si dado cualquier par de puntos t, V € A, 
el segmento con punto inicial i y punto final v: 


está completamente contenido en A. El conjunto de la figura 6-12(a) es convexo; mientras que el con- 
junto contenido en esta misma figura (b) no es convexo. No es difícil mostrar que si A y B son conjuntos 
convexos, entonces AMB es un conjunto convexo y que todo semiplano (cfr. ejercicio 417, pág. 412) 
también es un conjunto convexo; luego, ya que todo conjunto factible es intersección finita de semi- 
planos, se desprende que todo conjunto factible es un conjunto convexo como el que se ilustra en la 
figura 6-13. Un segmento de recta formado por soluciones factibles que satisfacen ах + ару = d; para 
una de las restricciones (6.12) se denomina arista del conjunto factible. La intersección no vacía de dos 
o más aristas en un conjunto factible se llama punto esquina (o vértice) del mismo. 


d31X + d32y > d3 


JA Figura 6-13 ° Todo conjunto factible es un polígono convexo; a sus lados se les llama aristas у a sus vértices 
puntos esquina del conjunto factible. 


Supongamos ahora que el conjunto convexo, contenido en la figura 6-13, es el conjunto factible para 
las restricciones 
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апх+ару2 di 
091X+29y > d2 
азіх + азу 2 dz 
aşıx t da2y < da 


а51х + ds2y < ds 


ав1Х + аву < de 


у 0 
de un problema de programación lineal con función objetivo 
f=ax+by, 
y consideremos una solución factible (xo, yo). Para este punto la función objetivo tiene el valor 
ахо + Буо = fo. 
Por tanto, para todas las soluciones factibles (x, y) en la recta 
ax+by= fo 


se obtiene el mismo valor fo al evaluar en la función objetivo. De manera análoga en todas las soluciones 
factibles de la recta 
ax+by= fi 


la función objetivo tiene el valor constante fı y dado que las rectas ax 4- by = fo y ax+ by = f| tienen la 
misma pendiente (m — —a/b), son rectas paralelas (cfr. figura 6-14(i)). Si suponemos (por simplicidad) 
que b > 0, el máximo de la función objetivo se alcanza en aquellos puntos del conjunto factible que 
pertenecen а la línea recta ax + by = f que tiene mayor ordenada al origen y el mínimo corresponde a 
las soluciones factibles que están en la línea recta ax 4- by — f que tiene menor ordenada al origen. De 


JA Figura 6-14 ° 
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la figura 6-14(ii) se desprende que el máximo y el mínimo se alcanzan en puntos esquina del conjunto 
factible.^ Con esta discusión hemos hecho plausible la demostración del siguiente teorema. 


Teorema 6.3 (Principio fundamental de la programación lineal) Si una función objetivo tiene un 
valor óptimo (máximo o mínimo), éste se alcanza en un punto esquina del conjunto factible. 


Entonces, para hallar el máximo (mínimo) de una función objetivo f = ax + by, se procede de la 
siguiente manera: 


1. Graficar el conjunto factible definido por las restricciones. 

2. Determinar si la función objetivo tiene máximo (mínimo). 

3. De darse el paso 2, hallar las coordenadas de todos los puntos esquina del conjunto factible. 

4. Evaluar la función objetivo f = ax + by en cada punto esquina. El mayor (menor) valor obtenido 
será el máximo (mínimo) de la función objetivo en el conjunto factible. 


» Ejemplo 6.23 (Solución al ejemplo 6.21 de los libreros) Ahora sí tenemos la herramienta adecuada 
para resolver el problema de los libreros (6.21) presentado al inicio de este segmento. « 


Solución Recordemos que el problema consiste en minimizar la función de costo 
C = 40000х + 60000y 
sujeta a las restricciones (6.11); es decir, 


120x 4- 40y > 4800 
80x + 80у > 6400 
40x + 120y > 4800 
60x 4- 100y > 6000 
x,y-0 


El esbozo del conjunto factible se hizo en el ejemplo 6.22 y está contenido en la figura 6-11 (cfr. pág. 615) 
Resolviendo las correspondientes ecuaciones vemos que los puntos esquina (vértices) del conjunto fac- 
tible están dados por los puntos (0, 120), (120,0), (20,60) (intersección de las rectas 120x 4- 40y — 4800 
y 80x + 80y = 6400), (50,30) (intersección de las rectas 80x + 80y — 6400 y 60x + 100y — 6000), y 
(75,15) (intersección de las rectas 60x + 100y = 6000 y 40x + 120y = 4800). Así, al evaluar la función 
de costo en cada uno de los puntos esquina tenemos: 


C = 40000х + 60000y 
(0,120) $7200000 


6 Сото es natural, es posible que el valor óptimo (máximo o mínimo) de una función objetivo se alcance en más de un punto del 
conjunto factible. 
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De donde se obtiene un costo mínimo de $3800000 trabajando 50 días el taller 1 y 30 días el taller 2. 
Note que con esta solución óptima, trabajando 50 días el taller 1 y 30 el taller 2, se satisfacen exacta- 
mente las demandas de los libreros del tipo B y D (6400 y 6000 libreros, respectivamente); pero en el 
caso de los libreros del tipo A y C no sólo se cumple con la demanda (4 800), sino que además hay un 
excedente de 2 400 y 800 libreros, respectivamente, con un costo mínimo. Y 


Problemas no acotados 


No todo problema de programación lineal alcanza un valor óptimo, cuando sucede así se dice que dicho 
problema no es acotado. 


» Ejemplo 6.24 Sean las funciones objetivo (a) Р = 4x + 2y; (b) P = —3x + 5y; (c) P = —2x— y, 
y consideremos para cada una de estas funciones las restricciones 


x2 
y23 
xy>0 


cuyo conjunto solución, S, está bosquejado en la figura 6-15. Entonces: 


(a) Puesto que todo punto de la forma (2, y), y > 3, es una solución factible y іт, ,..(4(2) +2y) = ee, 
se desprende que P = 4x 4- 2y no alcanza un valor máximo en el conjunto factible S. Claramente 
P = Ax + Зу alcanza el valor mínimo 14 en (2,3) € S. Así, el problema de maximizar P = 4x + 2y 
sujeto a las restricciones dadas no es acotado. 


(b 


М 


Ya que todo punto de la forma (x, 3), х > 2, pertenece al conjunto factible y lím, 0 (—3x+5(3)) = 
—co, se deduce que P = —3x + 5y no alcanza un mínimo en S. De manera análoga, todo pun- 
to de la forma (2,y), y > 3, pertenece al conjunto factible y lím, ,..(—3(2) + 5y) = ee; por tan- 
to, P = —3x + 5y no alcanza máximo en 5. Entonces, los problemas de maximizar y minimizar 
P = —3x + 5y sujetos a las restricciones dadas no son acotados. 


(c) (x,3) € S para todo x > 2 y йт, ,,(—2x — 3) = —ee implican que P = —2x — y no alcanza mínimo 
еп $; sin embargo, máx(;yes(—2x — y) = —2(2) — 3 = —7; es decir, P = —2x — y alcanza su 
máximo, —7, en (2,3) € S.4 


JA Figura 6-15 ° 
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6.4.2 Método simplex para el problema estándar de programación lineal 


Como se mencionó al inicio de esta sección, un problema de programación lineal puede involucrar más 
de dos variables y varias restricciones. El planteamiento general está dado de la siguiente manera: 


Optimizar (maximizar o minimizar) f = cX +CX2 +: Сх, 


< bi 
sujeto a m restricciones del tipo aqXi--dpXo-b::--cajixQ4 4 =b; 0 
> bi 


(6.13) 


x20 Vj 


Nuevamente, el conjunto solución de las restricciones lineales (6.13) es el conjunto factible del proble- 
ma de programación lineal y resulta ser un conjunto convexo; a cualquier elemento del conjunto factible 
se le llama solución factible; a todo subconjunto de un hiperplano” formado por soluciones factibles 
que satisfacen la ecuación ах + арх +++ + ахь = bj, para alguna de las restricciones (6.13), se le 
dice arista o borde del conjunto factible, y a la intersección no vacía de n aristas se le denomina punto 
esquina del conjunto factible. Aunque el número de variables sea mayor a dos, sigue siendo válido 
el principio fundamental de la programación lineal enunciado en el teorema 6.3. Entonces, para 
resolver un problema de programación lineal con cualquier número de variables y restricciones, se tie- 
nen que encontrar todos los puntos esquina, evaluar la función objetivo y hallar así el valor óptimo (si 
es que la función objetivo alcanza uno). Este procedimiento puede implicar, en función del número de 
restricciones y variables, la resolución de un sistema considerablemente grande de ecuaciones lineales 
para encontrar los puntos esquina; lo cual puede ser, en la práctica, imposible aun con el uso de compu- 
tadoras. En la década de los cuarenta, el matemático George Dantzig creó un ingenioso método para 
minimizar estos cálculos llamado método simplex y a su estudio está dedicado este apartado. 


El problema estándar de programación lineal 


Antes de estudiar el método simplex para restricciones generales del tipo (6.13) comenzamos con este 
algoritmo para el problema estándar de programación lineal; el cual se establece de la siguiente 


forma: 
Maximizar P = сх d cx) Tc eX, 
ап + аро + з= + аһ < b 
| бл + 82320 + occ + dana < ba 
sujeto a : : ' . ; ES (6.14) 
AmiX1 A Am2X2 EN 5 + Amnn < by, 
X, 20.50 Vij 
Sié-[e e з e].x-[x m +: x f,b=[| bi b - bm yA=[0),1<i<m, 


] € j € n, el problema estándar de programación lineal (6.14) se puede escribir matricialmente como: 


Maximizar P-—c'X 
sujeto a AX<b (6.15) 


7 Cfr. ejercicio resuelto 9 del capítulo 5, pág. 502. 
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donde convenimos que para dos matrices U = [и], V = [у] del mismo tamaño, la notación U < V 
significa u;; € vi; para todo i, j. Cabe notar que? x — бк» es siempre punto esquina de todo problema 
estándar de programación lineal, ya que b > Ор". Con el fin de motivar el método simplex para el 
problema estándar (6.14), ilustraremos las ideas fundamentales a través de un problema de dos variables 
contenido en el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 6.25 Una fábrica manufactura dos artículos; para producir éstos se utilizan tres máquinas. 
La primera puede usarse a lo sumo 80 horas, la segunda a lo más 50 horas y la tercera se puede utilizar 
un máximo de 90 horas. El primer artículo usa dos horas en la primera máquina y una hora en cada una 
de las otras dos máquinas; mientras que el segundo artículo requiere una hora en la primera, una hora 
en la segunda máquina y dos horas en la tercera. Si la utilidad es de $500 por el primer artículo y $700 
por el segundo, ¿cuántas unidades de cada artículo deben fabricarse para maximizar la ganancia? 4 


Solución Sean хі y x? el número de unidades del primero y del segundo artículo, respectivamente, que 
la fábrica manufactura. Entonces la función de ganancia está dada por 


PS 500x4 + 700%. 


Puesto que la primera máquina se puede utilizar a lo más 80 horas, el primer artículo requiere 2 horas y el 
segundo 1 hora en esta máquina, se debe tener 2x; +x2 < 80. Ya que el primer artículo requiere 1 hora y 
el segundo 1 hora en la segunda máquina y ésta se puede utilizar a lo sumo 50 horas, se debe cumplir x, + 
хә X 50. Por último, como el primer artículo necesita 1 hora y el segundo 2 horas en la tercera máquina 
y ésta se puede emplear cuando mucho 90 horas, entonces x, +2x, < 90. Así, el problema a resolver es: 


maximizar P = 500x; +700x> (6.16) 
21 + x» < 80 
sujeto a Xy + x < 50 
Xx + 2x» < 90 (6.17) 
x1,x2>0 


La figura 6-16(a) contiene el conjunto factible, S, para este problema y los puntos esquina son (0,0), 
(0,45), (10,40) (intersección de las rectas ху + 2x5 = 90, x, -- x? = 50), (30,20) (intersección de las 
rectas 2x +x2 = 80 y xı +x2 = 50) y (40,0). La evaluación de la función de ganancia en cada uno de 


los puntos esquina se resume en la siguiente tabla: 


n 5 mm E — 31500 
(10,40) P(10,40) — 33000 
(30,20) P(30,20) — 29000 


(40,0) P(40,0) — 20000 


En la tabla se observa que el máximo se alcanza en (10,40); es decir, se deben producir 10 unidades del 
primer artículo y 40 unidades del segundo para una ganancia de $33 000. Y 

Resolvamos ahora el ejemplo precedente (6.25) con una perspectiva distinta, la del método simplex 
que, en esencia, consiste en tomar “atajos” a través de las aristas del conjunto factible hacia donde 


8La notación Ops representa el vector columna К x 1: Op ep 0: e 0 ['paracadak  1,2,... 
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10 30 40 50 90 x x50 x 
Xy scm : № =у = 0 


(а) (b) 
 ——m Figura 6-16 ° (a) Conjunto factible y puntos esquina del ejemplo 6.25. (b) Si hacen ceros dos variables del sistema 
6.18, la solución que resulta es un punto esquina del conjunto factible de las restricciones 6.17. 


se produzca un incremento con mayor rapidez en la función de ganancia. Sea (x,,x») cualquier punto 
del conjunto factible contenido en la figura 6-16, entonces se cumplen las restricciones (6.17); sean 
Y1>Y2,y3 > 0 tales que 


2x1 T Xx т у = 80, 
X + o» + у» = 50 y 
a + 22 + y = 90. 


Por ejemplo, si (x1,x2) = (10,20), entonces y; = 40, y; = 20 y уз = 40. De esta forma a cada solución 
factible (x1,x2) de este problema le corresponde una solución (x1,x2,y1,y2,y3) del sistema lineal 


2x + X + y = 80 
Xi + x + y = 30) (6.18) 
Xp + 2% + уз = 90 


a la cual le llamaremos también solución factible y viceversa. Los valores у, y2 y y3 se llaman variables 
de holgura y para el problema en cuestión representan, respectivamente, el número de horas restantes 
disponibles para la primera, segunda y tercera máquina, una vez que se ha decidido fabricar x, unidades 
del primer artículo y x; unidades del segundo artículo. Por medio del sistema (6.18) es posible identificar 
los puntos esquina y aristas del conjunto factible; por ejemplo, el punto esquina (0,45) corresponde a la 
solución (x1,x2, y1. уз, y3) de (6.18) para ху = 0 y уз = 0 (por ejemplo, la solución factible (0, 45,35,5,0) 
del sistema (6.18)); el punto esquina (10, 40) corresponde a la solución (x1,x2,y1,y2,y3) de (6.18) para 
y2 =0 y y3 =0 (esto es, la solución factible (10, 40, 20, O, 0) de (6.18)); etc. Esta información se sintetiza 
en la figura 6-16(b). Podemos resumir la información total de las variables cuando (x1,x2) es el punto 
esquina (0, 0) en la siguiente tabla: 


(6.19) 


Уз 
Р | —500 -700 0 


La primera fila contiene las variables del problema хі, x? y las variables de holgura y;; la primera 
columna contiene las variables de holgura; la última fila los coeficientes de la ecuación de costo (6.16) 
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pero en la forma P — 500x, — 700x» — Oy, — Oy, — Оуз = 0 (a esta fila se le Пата fila objetivo); de las 
filas segunda a tercera y de las columnas segunda a última se ha escrito la matriz aumentada del sistema 
lineal (6.18). Esta se llama tabla inicial para el problema de programación inicial, ella contiene toda la 
información necesaria para saber el valor de todas las variables cuando (x1,x2) es el punto esquina (0, 0): 


e Obviamente, x; = 0 y x2 = 0 porque hemos supuesto que (x1,x2) es el punto esquina (0, 0); sin 
embargo, en la tabla inicial esta información se ve plasmada por el hecho de que ninguno de los 
vectores debajo de las etiquetas x, y x» de la primera fila es alguno de los vectores canónicos 
unitarios (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), o (0, 0, 1, 0). 


e Las variables de holgura, contenidas en la primera columna, toman los valores correspondientes 


en la última columna: y, = 80, y; = 50 y уз = 90. En este estado, (x1,x2) = (0, 0), las tres variables 
de holgura son no nulas y este hecho se refleja en la tabla inicial al estar debajo de las etiquetas 
Yi, Y2 y y3, de la primera fila, los vectores canónicos unitarios (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0) y (0, O, 1, 0), 
respectivamente. 

e La función de ganancia P, en la primera columna, toma el valor del registro de la fila objetivo en 
la última columna: P — 0. 


De la solución del ejemplo 6.25 sabemos que el máximo de este problema de producción se alcanza 
en el punto esquina (10, 40). De la figura 6-16 es claro que podemos evitar la evaluación de la función 
de ganancia en los puntos esquina (40, 0) y (30, 20) si se toma un “atajo” al “avanzar” por la arista 
xı = 0 para llegar al punto esquina (45, 0). ¿Cómo se puede obtener esta misma información de la tabla 
inicial? Al estar en el punto esquina (0, 0) únicamente existen dos aristas a través de los cuales pueden 
incrementarse x, O x2, que son x, = 0 o x2 = О y dado que la función de ganancia es P = 500х + 700%, 
entonces P tiene un incremento más rápido si se permite que x» sea distinto de cero (en este caso 
Р = 700x, ya que x, = 0); es decir, al variar x» a lo largo de la arista ху = 0 (cfr. figura 6-16). Esta 
información se puede conseguir en la tabla inicial (6.19) eligiendo la variable que se encuentra en la 
columna que corresponde al registro negativo de mayor valor absoluto en la fila objetivo de la tabla 6.19 
(la áltima fila). En nuestro caso concreto —700 es el registro con mayor valor absoluto y la variable 
que se encuentra arriba de este registro, en la misma columna, es x». A esta columna le llamaremos 
columna pivote para la tabla inicial. Al desplazarse a lo largo de la arista ху = 0 se llegará al punto 
esquina (0, 45); nuevamente esta información la podemos obtener de la tabla inicial. Como el siguiente 
punto esquina a lo largo de la arista x, = 0 pertenece a cierta arista, entonces alguna de las variables de 
holgura, y;, tiene que ser cero en el sistema (6.18). Podemos analizar todas las posibilidades mediante el 
sistema (6.18): si y; = 0, se obtiene x? = 80 y, por tanto, y? = —30 y уз = —70 (recuerde que x, = 0); si 
y, = 0, entonces x; = 50, y; = 30 y y; = —10; si уз = 0, se tiene x; = 45, y; = 35 y у = 5. Puesto que 
las variables de holgura tienen que ser no negativas, la única posibilidad es уз = 0, con lo que se alcanza 
el punto esquina (0, 45, 35, 5, 0) para el sistema (6.18); es decir, el punto esquina (0, 45) del conjunto 


factible con los valores de holgura y, — 35, y? — 5 y y3 — 0. Ahora bien 


cM. 
z= 1 X2 
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de donde se observa que la menor razón de Во, T y 20, x= 2 = 45, satisface la restricción y; > 0 
para todo i. Para saber cuál es esta razón, utilizando la tabla inicial 6.19, simplemente se calculan los 
cocientes al dividir cada registro de la última columna entre el registro correspondiente en la misma fila 
que está en la columna objetivo (exceptuando los registros en la fila objetivo) y se elige de entre éstos 
el valor mínimo. A la fila en la tabla inicial, que contiene los registros que hacen mínima esta razón, le 
llamaremos fila pivote. Podemos utilizar la información conocida de que x, =0 y y3 =0 para calcular el 
punto esquina (0, 45) con el contenido de la tabla inicial 6.19. Empleamos el método de Gauss-Jordan 
para cambiar la escala del registro contenido en la intersección de la fila pivote y la columna pivote (en 


este caso 2) a 1 y con este elemento transformar los registros por encima y por debajo de éste en ceros: 


2 110 0 80 2 110 0 80 
1 10 1 0 50 1 101 0 50 
1 2 09 190| 7 1/2 1 0 0 1/2 45 
-500 —7000 00 0 —500 -700 0 0 0 0 
3/2. 0 1 9 —1/2 35 

120 4 1 1/2 5 

1/3 1 0 0 1% 45 

-150 0 0 0 350 31500 


Dado que x; = уз = 0, tenemos: x» = 45, yı = 35 y y2 = 5; es decir, la solución factible (0, 45, 35, 5, 0) 
del sistema (6.18) con P — 31500. Esta información la podemos representar en una segunda tabla, análo- 
ga a la inicial, que nos proporciona la información del estado del problema en el punto esquina (0, 45): 


X1 X2 y Уу? Уз 
0 1 0 35 
0 $ d 5 (6.20) 
1 0'0 45 
P | -150 0 0 0 350 | 31500 


De nuevo, esta segunda tabla se interpreta con el espíritu de la tabla inicial: las variables que están en la 
primera columna tienen los valores correspondientes en la última columna y las variables de la primera 
fila que no están en la primera columna toman el valor cero; es decir, (x1,x2,Y1,Y2,yY3) = (0, 45, 35, 5, 0) 
y Р = 31500. А las variables que se encuentran en la primera columna en ambas tablas se les llama 
variables básicas y a las restantes variables no básicas. En la tabla inicial las variables básicas son у, 
y2, уз y las variables no básicas son x; y х2; mientras que en la tabla para el estado del problema en el 
punto esquina (0, 45) las variables básicas y no básicas son, respectivamente, y1, yo, X2 y X1, ya. Note 
que otra vez, como en la tabla inicial, los vectores que están por debajo de cada variable básica de 
la primera fila son los vectores unitarios canónicos (0, 0, 1, 0), (1,0,0, 0) y (0, 1,0,0) para x», yı y 
y2, respectivamente. De manera completamente análoga, veamos cómo es posible formar la tabla que 
corresponde al estado del problema en el siguiente punto esquina (que, como sabemos del ejemplo 6.25, 
es (10,40)) siguiendo una arista para obtener el incremento de P más rápido posible. En la fila objetivo 
el registro negativo con mayor valor absoluto de la tabla (6.20) es —150; ahora x, va a incrementar su 
valor de cero a un valor mayor a cero y pasará de ser variable no básica a variable básica en la siguiente 
tabla; así la columna pivote en este estado es la que contiene a ху. Alguna de las variables de la primera 
columna de (6.20) pasará de ser variable básica a variable no básica. Para saber cuál es, calculamos los 
cocientes al dividir los registros de la última columna de (6.20) entre los correspondientes registros de 


la columna pivote (excepto los de la fila objetivo): 
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35 _ 70 
Na 
3 
Š = 10, 
4 
2 gp 


la menor razón es тз que corresponde a la variable y2. Se dice que уз es variable básica saliente y 
xı es variable básica entrante para establecer la siguiente tabla. Como x, será variable básica, los 
elementos que están por debajo de ella deben corresponder a un vector canónico unitario; para hacer 
esto utilizamos el elemento que se encuentra en la intersección de la fila pivote y la columna pivote 
para, con el método de Gauss-Jordan, cambiar la escala de este elemento a 1 y transformar los registros 
por encima y debajo de éste en ceros: 


20 
10 
40 
300 200 | 33000 


P [| 150 


De la última tabla obtenemos la solución factible (10, 40, 20, 0, 0) y P = 33000, es decir, x; = 10, 
x2 — 40 para una ganancia P — 33000. Hemos encontrado la solución del problema, ¿pero cómo saber 
por este método que efectivamente ya se alcanzó el máximo y debemos detener el proceso? La respuesta 
es sencilla, la fila objetivo de la última tabla no contiene ya registros negativos; es ésta la señal que nos 
indica que hemos llegado al valor óptimo, porque ya no tenemos una dirección que seguir a través de 
una arista para incrementar la función objetivo. En la figura 6-16 se puede observar claramente la razón 
de este argumento. 


Motivados por la precedente discusión resumimos a continuación el algoritmo para resolver este tipo 
de problemas. 


Método simplex para el problema estándar de programación lineal 


Para resolver el problema estándar de programación lineal: 


maximizar Р = cux + cx) d eX, (6.21) 
ап + аро + c + аһ < b 
| Фі + ао + == + ann € ba 
sujeto a . , А (6.22) 
Am1X1 + ао + “e + Amnn $ by, 


x20 5-0 Vi, j 


o en su forma matricial equivalente (6.15) (cfr. pág. 620), se procede de la siguiente manera: 


PLE 1: Se incorporan m variables de holgura y;,y>,..., yj, > 0 al sistema de desigualdades (6.22) para 
transformar éste en el sistema de ecuaciones 


auxi + аро + #= + ах + y = bj 


aX + dx + ++ + аһ + y = b 
. А 3 p Й : (6.23) 


Am1X1 + Am2X2 E E + AmnXn + Ym = by, 
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A toda solución (X/,X2,...,Xn,Y1>Y2)++->Ym) del sistema (6.23) se le nombra solución factible; 
al conjunto de todas sus soluciones conjunto factible del problema estándar de programación 
lineal y toda solución de este sistema que se obtiene al hacer ceros n de las n 4- т variables, es un 
punto esquina del conjunto factible para las restricciones (6.22). 


PLE 2: Se construye la tabla inicial 


xl X2 Su Xn Ji уз? 

y». ар = аһ 1 0 

уз | dn azn + An 1 
(6.24) 

Ym ат] Am2 ҮРҮ Amn 0 0 

P 6] 09 sse —Cn 0 0 


o, en forma matricial 


que está conformada por: 


1. Primera fila: las variables del problema x;,x>,...,x, y las variables de holgura у, y>,..., Y, por 
encima de la matriz ampliada [A | Zm], donde /„ es la matriz identidad de orden т. 

2. Primera columna: las variables de holgura у, y2,..., ym en la columna adyacente a la izquierda de 
la matriz [A | Zn]. 

3. Ültima fila: la variable P para la función de ganancia y los negativos —c; de los coeficientes de las 
variables x; de ésta en (6.21); los registros finales de esta fila son ceros. 

4. Ültima columna: los valores bi, b», ..., b, de las restricciones del problema; el registro final de esta 


columna es cero. 


PLE 3: A partir de la tabla inicial se calculan en forma recurrente tablas que darán información del 
estado del problema en puntos esquina adyacentes para los que la función objetivo se va incremen- 
tando. En cada una de estas tablas emplearemos las siguientes connotaciones e interpretaciones. 


1. La primera fila es idéntica a la primera fila de la tabla inicial. 
2. A la última fila se le llama fila objetivo. 


3. Las variables de la primera fila que están por encima de columnas que contienen a uno de los 


> 


1 
vectores canónicos unitarios de la base de R”*!, 2; = (0,...,0,1,0,...,0), se llaman variables 
мә 


m+l 
básicas y las restantes variables no básicas. (Así, en la tabla inicial, las variables de holgura, у;, 


son todas básicas y las variables del problema, x;, son todas no básicas.) 

4. Cada variable en la primera columna (excepto la variable P) es básica y tiene el valor que corres- 
ponde al registro que está en la fila a la que pertenece y en la última columna. (En la tabla inicial 
cada variable de holgura es básica y у; = b; para todo i.) 


5. Las variables no básicas tienen valores nulos. (En la tabla inicial х; = 0 para todo /.) 
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6. La variable P, para la función de ganancia, toma el valor del registro que se encuentra en la última 
columna de la fila objetivo. (Así, en la tabla inicial, P — 0.) 


PLE 4: Para calcular la tabla siguiente (v + 1) a partir de una tabla precedente (v) se procede así: 


1. Una de las variables no básicas de la tabla (v) será variable básica en la tabla (v + 1); a esta variable 
se le Пата variable básica entrante. Para elegir la variable básica entrante se identifica el registro 
no negativo de mayor valor absoluto en la fila objetivo de la tabla (1), la variable que se encuentre 
en la columna donde está ese registro será la variable básica entrante; dicha columna se llama 
columna pivote. 


2. Una de las variables básicas, que están en la primera columna de la tabla (v), será variable no 
básica en la tabla (v 4- 1), a ésta se le llama variable básica saliente. Para decidir cuál es la 
variable básica saliente se calculan los cocientes, definidos y no negativos, de dividir los registros 
de la última columna entre los registros de la columna objetivo de la tabla (v) (únicamente los que 
corresponden a filas que contienen variables básicas); la fila que corresponda a la menor razón 
no negativa es la que contendrá la variable básica saliente.? A esta fila se le llama fila pivote. 

3. Si todos los registros de la fila pivote son cero o negativos, entonces el problema no es acotado; 
es decir, la función de ganancia no alcanza el máximo. 

4. La variable básica entrante de la tabla (v) ocupará el lugar de la variable básica saliente en la 
primera columna de la tabla (v + 1). 

5. Mediante el método de Gauss-Jordan el registro contenido en la intersección de la fila pivote y 
la columna pivote se convierte a 1, mediante un cambio de escala y se transforman en ceros los 
elementos por encima y por debajo de ese registro en la tabla (v). 

6. La tabla obtenida mediante los pasos precedentes será la tabla (v + 1). El punto ¥ = (x1,X2,...,Xn), 
que corresponde a los valores que contiene la tabla (v 4- 1), es el punto esquina que da la infor- 
mación del problema en ese estado; es decir, en dicho punto esquina. 


PLE 5: El proceso termina cuando por primera vez se obtiene una tabla que no contiene registros 
negativos en la fila objetivo. Los valores que toman P y X = (x1,X5,...,x,) en esta tabla serán el 
valor máximo y un punto esquina donde éste se alcanza, respectivamente. 


O Nota 6.2 


1. Para poder tener m variables básicas en la construcción de cada tabla al emplear el método simplex, 


supondremos que la matriz A en (6.15) tiene rango т. 


2. Existen algunos casos, generalmente cuando se presentan restricciones redundantes, en los que en 
el paso PLE 4, del método simplex, para seleccionar una fila pivote, se obtiene una razón nula; esto 
es, hay una variable básica que es igual a cero. Se dice entonces que la respectiva solución básica 
[X y| de la primera columna, en la tabla correspondiente, es degenerada. Cuando esto sucede es 
posible que en lugar de que el método simplex produzca una solución óptima, entre en un ciclo in- 
finito y no se pueda encontrar la solución aun si ésta existe. En este libro no trataremos esos casos. 


Ilustremos el algoritmo anterior con el ejemplo de un problema de programación lineal estándar de más 


de dos variables. 


9Si existen dos o más razónes mínimas no negativas iguales, se puede elegir cualquiera de las filas correspondientes para deter- 
minar la variable básica saliente. 
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» Ejemplo 6.26 Una empresa fabrica "cocinetas" en tres modelos: МІ, M2 y M3. Los tiempos de 
fabricación para estos modelos son de tres semanas, dos semanas y una semana, respectivamente. Por 
cuestiones de espacio únicamente puede almacenar a lo más 28 “cocinetas” en total al año y la empresa 
labora 48 semanas al año. La ganancia neta por unidad para los modelos МІ, М2 y M3 son $5 000, 
$4000 y $3000, respectivamente. La empresa necesita saber cuántas unidades de cada modelo debe 
fabricar para maximizar la ganancia por la venta de estos artículos. < 


Solución Sean xj, x» y x3 el número de unidades que la empresa debe fabricar de sendos modelos 
МІ, M2 y M3. Entonces la ganancia (en miles) es P = 5x, + 4x2 + 3x3. Dado que la empresa puede 
almacenar a lo más 28 “cocinetas”, labora 48 semanas en un año, el modelo М1 se fabrica en 3 semanas, 
el M2 en dos semanas y el МЗ se manufactura en una semana, entonces хі, x» y хз deben satisfacer las 
restricciones 


x+x+x x 28 
3x, + 2х2 + x3 < 48 


Es decir, el problema es: 


maximizar Р = 5x; +4% +3x3 
sujeto a Ap cde OQ че зу € 
J 3x + 22 + x, < 48 


X132,x3 2 0 


Este es un problema estándar de programación lineal. Se incorporan dos variables de holgura (una para 
cada restricción) para transformar el sistema de desigualdades en el sistema lineal 


28 
48 


Ap + X» cb жж d y 
Зу + 2x» + x t y 


Formemos la tabla inicial de acuerdo con (6.24) del método simplex para el problema estándar de 
programación lineal: 


El registro negativo con mayor valor absoluto de la fila objetivo es —5, por tanto, x, es la variable 
básica entrante y la columna donde se encuentra es la columna pivote; la menor razón de 28/1 — 28 y 
48/3 — 16 (los cocientes de los registros de la última columna con la columna pivote) es 48/3, por lo 
que y, es la variable básica saliente y la fila donde se encuentra es la fila pivote. Con el registro que 
está en la intersección de la fila pivote y la columna pivote de la tabla inicial (3), empleamos el método 
de Gauss-Jordan para cambiar su escala a 1 y transformar en ceros todos los registros por encima y 
debajo de él: 


xi хо хз yl y | 
1/3 273 -1/3 |12 


0 1 
alt 325 15 © 1311 
0 0 


ES 3 5/3 | 80 
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El registro negativo de mayor valor absoluto en la fila objetivo de la última tabla es —4/3, por lo 
que donde se encuentra se tiene la columna pivote y x3 es la variable básica entrante. Las razones 
de los registros de la última columna con los de la columna pivote son 12/(2/3) = 18, 16/(1/3) = 48, 
la menor es 12/(2/3); entonces la variable básica saliente es y; y la fila donde se encuentra es la fila pi- 
vote. Al registro en la intersección de la fila pivote y la columna pivote, 2/3, le cambiamos la escala a 1 
y hacemos ceros los elementos por debajo de éste mediante el método de Gauss-Jordan: 


Xx X2 X3 y 32 ХІ Хә X3 Ут уз 
—1/3 12 xs 1 0 1/2 1 3/2 —1/2 18 


xlo 1/3 2/ 1 Е 
ali 23 13 0 13| 16 | 142 0 —12 1/2] 10 
0 


P|O —2/3 -4/3 5/3180 Р[ 0 0 0 2 Г | 104 


Puesto que la fila objetivo de la última tabla no tiene registros negativos, el proceso ha terminado con el 
valor máximo P = 104 que se alcanza en xı = 10, x3 = 18 y x» = 0. Es decir, la empresa debe fabricar 
xı = 10 “cocinetas” del modelo МІ, x2 = 0 “cocinetas” del modelo M2 y x3 = 18 “cocinetas” del modelo 
МЗ para obtener una ganancia máxima de $104 000. Y 


» Ejemplo 6.27 


Maximizar Р = 3x1 + 20 +x3 

хл + x < 2 
x» < 1 

X1,X2,Xx3 > 04 


sujeto a 


Solución El sistema lineal con las correspondientes variables de holgura es 


xi + x» + y 2 
X2 + у = 1 


II 


y la tabla inicial 


ХІ X2 Xs Yi X 


El registro negativo con mayor valor absoluto en la fila objetivo es —3, así que la columna pivote es 
la que contiene a x;; la menor razón positiva de los registros de la última columna a los de la columna 
pivote es 2/1, por tanto, la fila pivote es la que contiene y;. Entonces, la siguiente tabla es 


En esta tabla el registro negativo con mayor valor absoluto en la fila objetivo es —1; así que la columna 
pivote es la que contiene x3; sin embargo, todos los registros de la columna pivote son ceros, entonces 
el problema es no acotado; es decir, P no alcanza valor máximo en el conjunto factible. Este hecho es 
fácil de comprobar: los puntos (0, 0, хз), хз > 0, satisfacen evidentemente las restricciones y puesto que 


lím Р(0, 0, з) = lím x3 = co 
хз 9 хз 99 


es evidente que P no alcanza máximo en el conjunto factible. Y 
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Minimización por medio de la maximización 


Si B es cualquier conjunto de números reales utilizamos las notaciones máx(B) y mín(B) para represen- 
tar el máximo y el mínimo de los elementos de B (si es que B los tiene), respectivamente, y si A es un 
conjunto de números reales, —A denota el conjunto formado por los negativos de los elementos de A. Si 
uno de máx(—A) o mín(A) existe, entonces el otro también y, además, 


mín(A) = — máx(—A) (6.25) 
En efecto, supongamos que mín(A) existe, entonces mín(A) € A y 
mín(A) <a VacA, 
por tanto, 
—mín(A) >-—a VacA, 
luego, 
— mín(A) = máx(—A); 


si máx(—A) existe, entonces máx(—A) € —A y 


тіх(-А) 2 —a VacA, 
por lo que 
—máx(-A)<a VacA, 
y, por tanto, 
— máx(—A) = mín(A). 


Podemos usar (6.25) para resolver problemas de minimización con la misma técnica de maximización; 
calculando el máximo de —C y multiplicando este resultado por —1. 


»- Ejemplo 6.28 
Minimizar C = –х + 8x; + 4x3 
Xy ++ deo E © 5 
sujeto a 2xj + x» + 3x3 < 16 (6.26) 
Зу + 20 + x < 25 
X1,32,X3 2 0 
Solución El problema se puede resolver maximizando la función Р = —C = x, — 8x2 — 4x3 sujeta a las 


mismas restricciones. La tabla inicial es entonces 
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El registro negativo con mayor valor absoluto en la fila objetivo es —1 y la menor razón de la última 
columna en la columna objetivo es 5/1; así que sale la variable y; de la primera columna y entra la 
variable x;; hacemos un pivote con el método de Gauss-Jordan para convertir a ceros los registros por 
debajo del elemento que se encuentra en la intersección de la fila pivote y la columna pivote: 


Dado que ya no hay registros negativos en la fila objetivo, el proceso ha terminado. Así que el máximo 
de P = —C es 5 y se alcanza еп (5, 0, 0). Por tanto, el mínimo de C = —x1 + 8x2 + 4x3 sujeto a las 
restricciones (6.26) es C = —5 y se alcanza еп ху =5,x2=0yx3=0. v 


6.4.3 Restricciones generales y método simplex de dos fases 


Antes de atacar el problema de programación lineal con restricciones generales de los tipos (6.13) (cfr. 
pág. 620), observemos lo siguiente: 


S1. Todo problema de minimización de una función de costo C se puede resolver maximizando la 
función de ganancia P — —C. 


S2. Toda restricción del tipo 


aai + dioXo e d üigXs > bi 


se puede transformar en la restricción equivalente 


dixi —dpXs == — dit, € By; 


S3. Cualquier restricción de la forma 


аах + охо + == А аьа = by 


equivale al par de restricciones 


IA 


аах + арх +: + ахл by, 


аах арх +: Бахь 2 by. 


Entonces, para solucionar cualquier problema de programación lineal con restricciones generales (6.13), 
basta saber cómo se resuelve el problema de programación lineal 


maximizar P=C'X 
sujeto a AX<b (6.27) 


donde b = [Ы b» + bm | у105 b; € R; es decir, los números b; pueden ser negativos. 
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Para resolver el problema (6.27) utilizaremos una técnica que consta de dos etapas o fases. En la 
primera, a partir de la información en el planteamiento original, se construye una tabla que contiene el 
estado del problema en un punto esquina del conjunto factible con los elementos de la última columna 
no negativos; en la segunda fase simplemente se aplica el método simplex para el problema estándar 
tomando como tabla inicial aquella construida en la primera fase. Vamos a ilustrar las ideas centrales de 
este método con el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 6.29 Resolver el problema de programación lineal 


maximizar Р = 3x1 + 5x2 
=X + 5% ES 29 
у a + ж > 7 
sujeto a ha 4 25 € 32 (6.28) 
xy + 3x» > 13 
x1,x2 2 04 


Solución Etapa I: Construcción de una tabla inicial: 


1. Transformemos la segunda y cuarta restricciones en (6.28), que son del tipo > , en restricciones de 
la forma < para obtener el problema equivalente 


maximizar P = 3x1 + 5x2 


—x; + 5m < 29 
Р —x| — x < -7 
sujeto а тү = 32 (6.29) 
=x] — Зо < -13 
X32 20 


2. Incorporemos, de manera análoga a como se hace en el problema estándar, variables de holgura 
Y1,2,Y3,Y4 > О para transformar las restricciones (6.29) en el sistema de ecuaciones 


exp de 339 + Y = 29 
=й = 3 E .39 = —7 
Зу + 2х + уз = 32 (920) 
m oM EE. + e == 


3. Para aplicar el método simplex como se hace en el caso estándar necesitamos: 


(a) que los términos independientes de (6.30) en el lado derecho de los signos de igualdad sean 
positivos, 


(b) una tabla inicial con el estado del problema en un punto esquina del conjunto factible. 
Para alcanzar este objetivo, construyamos la siguiente matriz, que contiene la matriz ampliada del siste- 


ma (6.30) y en su última fila, a la fila objetivo (sin la etiqueta P) de este problema tal como se forma en 
el caso estándar: 


el 5 л Q D Q. 329 
=p s mo Lou 7 

3 2 0 0 1.0 32 
-] =3. 0 0 0.1 =B 
=з =3 9 000 0 
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Con ella vamos a seleccionar el registro negativo que se encuentre más abajo en su última columna 
y elegimos, en la fila que lo contiene, un elemento negativo para transformarlo a 1 mediante cambio 
de escala y con él convertir en ceros los elementos que están arriba y abajo mediante el método de 
Gauss-Jordan (en este caso se eligió a —1): 


=1 51000 29 el 100 0 29 
=ї =1 Q L Q0 Q «7 el. erp 9 TOGO 9 < 
3 2 900 1 0 32 ~ 3 0.0 I 0 32 
= =3 9.39. 09. X =B 1 3000-11 
=з => 0 0 00 0 =3 -5 0 0 0 Q0 0 
0 8 100-1 4 

0 2.0 10 -I 6 

~ 0 =7 00 1 3- =7 

1 3000-11 

0 4 000-3 39 


Repetimos lo anterior ahora con el registro —7 de la áltima columna en la matriz precedente; pero, para 
asegurarnos que los registros en la última columna por debajo de —7 continúen positivos, calculamos 
las razones no negativas y definidas de los registros de la última columna con los registros de la segunda 
columna que están por debajo de —7, a partir del propio —7 (sin incluir en este paso la última fila) y 
elegimos la menor; el registro en la fila de la segunda columna que corresponde a la razón mínima se 
utiliza para cambiar su escala a 1 y transformar los elementos por debajo y encima de él en ceros, con 
el método de Gauss-Jordan. De —7/(—7), 13/3 la razón mínima es —7/(—7), entonces: 


VO £1 бф -i 4 08 10 0 -—1 4 
0 3 9 1 9 1 ő 0 20.1 б =i 6 
Ü T бб 1 % T7 р 10б ат „7 d 
| 300 0 =i 13 1300 0 -1 B 
0 4000 -3 39 0400 0  —3 39 
[9 0 10 8/7 17/7 34 
00.01 27-17 4 

жє [9 23909 007: 377 1 (6.31) 
10 0 D. 5/7. XT 30 
D. U 0 0 47 -9/7 35 


Con lo que obtenemos el punto esquina (x1,x2) = (10,1) para una ganancia P = 35; es decir, la solu- 
ción factible (x1,x2,y1,y2,y3) = (10, 1, 34, 4, 0) del sistema (6.30). Con la matriz (6.31) ahora podemos 
construir la tabla inicial para el estado en el punto esquina (10, 1); es decir, en la solución factible 
(x1,X2,y1>Y2,y3) = (10, 1, 34, 4, 0) del sistema (6.30): 


| x A» у J2 Уз У4 
110 0 1 0 8/7 17/7 | 34 
0 0 1 
1 0 0 (6.32) 
0 0 0 
0 0 0 


Etapa II: Apliquemos ahora directamente el método simplex del caso estándar tomando como tabla 
inicial la tabla (6.32): 
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X1 X2 уу Y 


23 y4 


0 0 1 Q 
0 0 0 | 
0 1 0 0 
1 0 0 0 
PIO Оо 0 0 4/7 —9/7 | 35 
0 0 0 
" 0 0 1 
0 1| 0 0 
1 0 0 0 
P9 0 0 0 4/7 —9/7 | 35 
Xj x Jd. e y3 У4 
410 0 7/17 0 8/17 1114 
x pa 9 1/17 1 6/17 0 6 
x|o 1 3/7 0 1/17 0 7 
xy | 1 0 -—2/17 0 5/17 0 6 
Р|О 0 9/17 © 20/17 0 |53 
De donde se obtiene la solución (x1,x2) = (6, 7) para un máximo Р = 53. v 
A continuación resumimos el algoritmo que motivamos con el ejemplo precedente. 
Método simplex de dos fases 
Para resolver el problema? 
maximizar Pas 
= Pr 0 
sujeto a yu restricciones del tipo IT a = $ 0 (6.33) 
2 Pi 


x; ZO,Dj € R, Vi, j 
se procede de la siguiente manera: 


Fase 1: Construcción de una tabla inicial. 


1. (a) Toda restricción del tipo = en (6.33) se transforma en un par de restricciones equivalentes de 
los tipos < y > (cfr. S3, pág. 631). 
(b) Todas las restricciones que resulten con el símbolo > en el paso (a) y todas las restricciones 
de la forma > en (6.33) se transforman en restricciones del tipo < (cfr. S2, pág. 631) para 
obtener un sistema de restricciones equivalente de la forma 


У aix; € bi, Vedi (6.34) 
j=l 
2. Para cada i = 1,...,m se incorpora a la restricción (6.34) una variable de holgura y; > 0 para 


transformar esta restricción en la ecuación 


"Recuerde que para hallar el mínimo de una función de costo C, se calcula el máximo de —C y el resultado se multiplica por — 1 
(cfr. pág. 630 y S1 de la pág. 631). 
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У aix; + yi bi (6.35) 
j=l 
. Se forma la matriz 
A Ld b 
x 6.36 
| -& б, 0 | M 
donde | A In b ] es la matriz ampliada de coeficientes del sistema (6.35), esto es, A = [aij]. 
I, es la matriz identidad de orden m y b= [bi b e Ь„ |; с=[ са e = с, |у 
Ор =[0 0 = OF. 
= 


т 
. Sea by el último elemento negativo de la columna que contiene а b de la matriz (6.36). Se elige 
un registro negativo en la fila donde está bg, digamos ак; y se calculan las razones no negativas 
y definidas de los registros en la columna que contiene a b con los registros de la columna que 
contiene аку, de b, hacia abajo; esto es, las razones b; /а jə l = К,...,т, que resulten no negativas 
y estén definidas. Al registro a;; que corresponde a la mínima razón se le cambia la escala a 1 y 
con el método de Gauss-Jordan se transforman en ceros los elementos por encima y por debajo de 
él obteniendo una matriz equivalente por filas a la matriz (6.36). 

. Se aplica el proceso anterior de manera iterativa hasta obtener, por primera vez, que los primeros 
m elementos en la última columna sean no negativos, resultando una matriz equivalente a todas las 
precedentes de la forma 


| As Ba | (6.37) 
eom 

con Ay € ОЛ нен» b, Pi Des ym ER. 
. La solución (x1,X2,...>Xn,Y1>Y2>-+->»)m) del sistema [A,, Ib] es una solución factible del sistema 


equivalente (6.35); donde las variables que corresponden a columnas que no son vectores unitarios 
canónicos (que no son variables básicas) tienen valor cero y las restantes (las básicas) toman el 
valor que se encuentra en la última columna de (6.37) en la fila que tiene el único uno del vec- 
tor canónico por debajo de la variable básica. Por tanto (x1,X5,...,x,), es un punto esquina del 
conjunto factible y P = т en este punto esquina. 

. Con la información del inciso anterior y con la matriz (6.37) se construye la tabla inicial para el 
estado del problema en el punto esquina (x;,x»,...,x,) hallado en el paso anterior. 


Fase II: Se aplica el método simplex para el caso estándar a la tabla inicial encontrada en la fase I. 


> Ejemplo 6.30 Resolver el problema 


maximizar Р = 3x1 + 200 — х3 
x + 3a + x < 9 
sujeto a 2x1 + 30 — x > 2 (6.38) 
Зу — 2a + x > 5 


X1,32,X3 > 04 


Solución Fase І: Las restricciones 2x, + 3x5 — x4 > 2 y 3x1 — 2x5 + x3 > 5 en (6.38) se transforman en 


—2x, — 3x5 +з < —2 y —3x4 + 2x5 — x4 < —5, respectivamente. Al incorporar las variables de holgura 


se obtiene el sistema 
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X1 e 3x2 + X3 + yı = 9 
—2x| — 3x» + 23 + y = —2 
—3x; + 2a — 2x3 + уз = —5 


1 © 1100 9 
=a +=3 Ld 1 o -=2 
=3 2 oc] Q 1 =3 
-3 2 1000 0 


El último registro negativo de la última columna en la matriz anterior es —5; elijamos el registro 
—1 que se encuentra en la misma fila (la única razón no negativa para este caso es —5/(—1) = 5). 
Entonces, al cambiar la escala de este registro a 1 y aplicar el método de Gauss-Jordan se obtiene 


1 3 1100 9 i 51100 0 9 
= ыш — 43 Q 0-23 E - BULL DL 
ЕЕ Е Ы * e$ 10 5 bo 
-3 - 1 0010 0 =з = odd 0 0 0 

2 dy dO 1 4 
S UDI 1< 
~ Ao DOG 4 3$ 
-6 0 0 0 0 1 <= 


Repetimos el paso anterior ahora con el registro —7 de la áltima columna en la matriz anterior. 
Tomando a —1 para registro electo en la fila donde se encuentra —7. Como no hay razones positivas 
por debajo de este registro (de — 1), cambiamos la escala a 1 del elemento — 1 y transformamos los 
registros por encima y por debajo de él a ceros mediante el método de Gauss-Jordan: 


TZ SOLO T 4 202 EDI 0 i 4 
zx IL od 1 =7 5 X50 a 7 
$m d$) ep $1 ^" З 2010 d p 5 
-6- 0 8 D Q 1 —$ = 000 6 1-3 
7 001 5 6 3l 

$5 14 eb ep 7 

~ 13.0.1 0 —2 -3 19 
61б об 11-23 


Efectuamos el mismo proceso ahora con el registro —31 de la última columna еп la matriz prece- 
dente: la menor razón de —31/(—27), 7/5 y 19/13 es 7/5, entonces 


HELD o4 0б 1 5o 43 7 бф 1 5 6 31 
Xo 0 Lb 7 Dd 00 s ys 3 

їз oio лз з ui” B iv > 3 19 
500.0 d 1.3 -& 000 0 il 3 
Ü 27/5 0 1 —2/5 3/5 34/5 

ї (1500-15-15 75 

© que jd. 35 35 as 

0 6/5 0 0 —6/5 -1/5 17/5 


La solución factible es, por tanto (x1,x2,x3,y1,Y2,y3) = (7/5,0,4/5,34/5,0,0) y la tabla inicial 
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P | —4 


3 
S 
ы 
w 
Е 
< 
N 
< 
uy 


2 |0 1 2/1 3/11 0 
луй suu du 6 3/0] 3 
»|0 0 271 13/11 1 —3/1. 10 
o 0 301 211 0 JMB 
Xy. X X yi Y» y» 
»lo n 2 30 1][22 
wa d * E r0 9] 9 
»|0 3 3 2 1 0|16 
Pio 7 4 3 0 92 


de donde se desprende que el máximo es Р = 27 y se alcanza en ху =9,x2=0yx3=0. Y 


» Ejemplo 6.31 Resolver el problema 


maximizar Р = 3x1 + 2х2 

: 2x + x» < 4 

sujeto a X. de gem 3 (6.39) 
Xji,32 2 04 


Solución Fase I: Utilizamos el sistema de restricciones 


xix < 3 


x+x>3 


equivalente a la restricción ху + x? = 3 en lugar de ésta. Entonces, el sistema de restricciones 
(6.39) equivale a 


2x1 + x < 4 
xy + x» < 3 
-=x — x < —3 
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Por tanto, la matriz con la que se tiene que trabajar para obtener una tabla inicial es 


2 1100 4 
1 1 0 I Q9 3 
=] 1 0 0 I =3 
=з —2.0 0 0 “0 


ү ж Акак» 4 О =i 10 2 =2 
1 1^0 $0 3 0 OC 0 1 1 0 
«ouod eb dl YU @ 1 3 
eA 2,0 0.8 © 100 9 
йй L| 0 —- 2 

FE UO 1 13 

ds to 14 31 1 

б T L7 


La tabla inicial es 


con lo que se obtiene el valor máximo P = 7 que se alcanza en xı = 1 y x2 =2. wv 


» Ejemplo 6.32 Una empresa tiene dos plantas, P; y P», donde fabrica motores que envía a dos plantas 
de ensamblaje de automóviles, E, y E». La siguiente tabla contiene la información de los costos netos 
(en dólares) por transportación de cada unidad que se envía de la planta de producción P; a la planta de 


ensamblaje Е;: 


P, puede fabricar а lo más 700 motores por semana y P» puede fabricar а lo sumo 500 motores por 
semana. La planta E, necesita que al menos se le envíen 600 motores a la semana y Ez requiere de al 
menos 400 motores por semana. Encontrar la cantidad que cada planta de producción debe mandar por 
semana a cada planta de ensamblaje, para que la empresa satisfaga la demanda necesaria a un costo 


mínimo. < 
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Solución Sean 
xı : cantidad de motores por semana que envía Р, a Ej, 


X»: cantidad de motores por semana que envía Р, a E», 
хз : cantidad de motores por semana que envía P» a Ej, 


X4 : cantidad de motores por semana que envía P» a E». 
Entonces, de la tabla anterior, el costo por transporte es 
C = 250х + 300 + 400x3 + 350x4. 


Dado que la planta Р, produce a lo más 700 motores y la planta P» fabrica a lo sumo 500 motores por 
semana, se debe tener 

xix, < 700 у 

хз+м < 500. 


Como E; y E) deben recibir al menos 600 y 400 motores, respectivamente, a la semana, se debe cumplir 


X] T X3 


IV 


600 y 
X2 + X4 2 400. 


Entonces, el problema consiste en 


minimizar C = 250х + 300x, + 400x3 + 350x4 


xy + x» < 700 
: хз + xa < 500 
sujeto a Ah + з > 600 (6.40) 
Xx + x4 > 400 
X1,32,X3,X4 > 0 


Fase I: Transformemos las desigualdades del tipo > de (6.40) en el sentido < para obtener las restric- 
ciones equivalentes 


Xi + x < 700 
X3 + x4 < 500 
= — x4 < -—600 
—X2 — м < —400 


Al incorporar las variables de holgura y la fila objetivo!! obtenemos la matriz (6.36), para este 


caso, 
1 i 0 0.1 00 0 700 
0 0 1 10100 500 
—1 0 —1 0 0 0 1 0 —600 
0 —1 0 —1 0 0 O 1 —400 
250 300 400 350 0 0 0 0 0 


11Note que es un problema de minimización y, por tanto, mín(C) = — máx(—C). 
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Ahora continuamos con el proceso de la fase I para obtener una tabla inicial para este problema: 


1 1 0 09010 90 0 700 | 
0 0 1 10100 500 
=} d ep; 00 0 1 U.-00 
Ü eL — =t 0 0 1 4d 
250 300 400 35000 0 0 O 0 
10б 0 b i00 4 300 
00 1 1010 0 500 
all € i 0 9 0 i1 0 —600 
01 0 1000 -1 400 
250 0 400 50 0 0 0 300 —120000 
6-0 pod: D 0 1 1 —300 
DO 1 01 0 о 500 
“LD. y 000 М 0 600 
01 0 100 0 =] 400 
0 0 150 50 0 0 250 300 —270000 
o 0 1 | = 0 1 cj 300 
ооо б d i 1 1 200 
г | 1200 ==] ió б 1 300 (6.41) 
0 1 0 lO 6 =i 400 
0 0 0 —100 150 0 400 450 —315000 


Puesto que los primeros cuatro registros en la última columna de la matriz (6.41) son no negativos, 
la tabla inicial para este problema es 


Xp ХХ; X3 X4 Nd - у? y3 У4 
0 0 1 0 300 
0 0 0 1 200 
1 0 0 0 300 (642) 
0 1.0 0 400 
P|0 0 0 -—100 150 0 400 450 | —315000 


Fase П: Continuamos con la fase П para este problema tomando como tabla inicial (6.42), 


Xj X2 X5 X4 Ji. 9 уз ya | 
23110 0 1 її -— OQ ll c 300 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 t 0 0 
0 0 0 0 


0 0 I 0 300 

0 0 0 1 200 

be 1 0 0 0 600 
0 1 0 0 100 

PIO 0 100 0 50 0 300 350 | —285000 


Entonces, x; = 600, x» = 100, x3 = 0, x4 = 300 у P = —285000. Es decir, P; debe enviar 600 
motores a E, y 100 motores a E»; mientras que P» debe enviar 300 motores a E» y ningún motor a 
E, con un costo mínimo total de $285 000. Y 
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6.4.4 Dualidad 


Todo problema estándar de programación lineal tiene asociado un problema dual de programación lineal, 
de tal manera que si se conoce la solución de uno de ellos, también se conoce la solución del otro. Para 
motivar este concepto usaremos el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 6.33 Se requiere satisfacer las necesidades alimenticias de vitaminas A, B y C para cierto 
animal de granja. Para ello existen dos tipos de alimentos, А y Р, que se les da mezclados a comer a 
estos animales. Las unidades por gramo de cada vitamina en cada alimento, los costos de cada alimento 
por gramo y los requerimientos mínimos diarios de vitaminas están contenidos en la siguiente tabla: 


Vitamina Е Р Requerimientos 


A 1 unidad/g 2 unidades/g 120 unidades 


Hallar las cantidades en gramos que se tienen que comprar de cada alimento para satisfacer los requeri- 


(6.43) 


mientos vitamínicos a un costo mínimo. «4 


Solución Sean у; y y2, las cantidades (en gramos) que se compran de sendos alimentos А y №. En- 
tonces, la función de costo (en centavos) para esta compra es 


C = 10y; + 12y2. 


De la tabla precedente se observa que y, y y» deben satisfacer 


yit2y» > 120, 
2y1+3y > 180 y 
Зу + 2 150. 


Por tanto, el problema a resolver es 


minimizar C = 10y; + 12у» 


X» + 22 > 120 
sujeto a Зу + Зу) > 180 (6.44) 
35 + Y» 2 150 
уу? 20 


En la figura 6-17 se encuentra el bosquejo del conjunto factible y los puntos esquina para las restriccio- 


nes (6.44) y, la siguiente tabla, contiene la evaluación de la función de costo en dichos puntos: 


Cc) - n E 


Por lo que el costo mínimo es С = 864 y se alcanza en (y1,y2) = (36,42); es decir, se deben comprar 
yı = 36 gramos de alimento А y y2 = 42 gramos de alimento № para un costo mínimo de $8.64 Y 
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150 


60 


50 90 120 


JA Figura 6-17 + 


Pensemos nuevamente en el ejemplo precedente, pero desde el punto de vista de un competidor 
de diferente giro. Supongamos que también una farmacia veterinaria quiere competir vendiendo estas 
vitaminas de producción sintética. Sean x1, x? y хз los precios (en centavos) por unidad de las vitaminas 
A, B y C, respectivamente, que desea determinar la farmacia para optimizar su ganancia. Entonces, 
puesto que se requieren al menos (y con ello es suficiente) 120, 180 y 150 unidades de sendas vitaminas, 


la ganancia por venta de éstas es 
P = 120x, + 180x> + 150x3 


y como la farmacia quiere competir con los precios de los alimentos А y 75, de la segunda y tercera 
columnas de la tabla (6.43), se desprenden las restricciones 


x1+20+3%8 < 10 y 
2x1 +3x2+x3 < 12. 


Así, lo que se necesita resolver es: 


maximizar P = 120х + 180% + 150x3 
х + 22 + 3x3 
2Xi + жэ + з 
X1,22,X3 2 0 


10 


12 (6.45) 


M < 
sujeto a < 


Antes de resolver este problema notemos que la forma matricial de (6.45) es 


maximizar P=C'X 
sujeto a AX<b 


donde 
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mientras que la forma matricial de (6.44), del ejemplo 6.33 es 


minimizar C=b'5 
sujeto a Aye 
y > UE 


Se dice entonces que cada uno de estos problemas es dual del otro. Ahora resolvamos por el método 
simplex el problema (6.45): el sistema de igualdades correspondiente al incorporar las variables de 


holgura es 
х + 2x2 + Зз + y = 10 
2x1 + Зо + x + y = 12 


y al construir la tabla inicial y aplicar el método simplex tenemos 


" D i 37 -17 6/7 
xl HL 9 -17 37] 359 
P| -90/7 0 0 270/7 240/7 | 5589/7 

" 105 1 35 —1/5 | 35 


X3 (0) 
al1 7/5 0 -1/5 3/5 | 26/5 
P 


18 0 36 42 | 864 


Por tanto, la solución óptima es P = 864 y se alcanza en ху = 26/5, x2 = 0 y x3 = 8/5; donde observamos 
que los valores en la fila objetivo por debajo de las columnas etiquetadas con variables de holgura del 
problema (6.45), en la tabla final, son precisamente los valores donde se alcanza el mínimo del problema 
dual (6.44): у = 36, y2 = 42; además, Р = 864 = C en los dos problemas. Esta no es una simple 
coincidencia y se cumple para todo par de problemas duales. 


Definición 6.2 Sea el problema estándar de programación lineal 


maximizar Р= с 
sujeto а AX<b (6.46) 


A 
minimizar C —b'y 
sujeto a D (6.47) 
y > Ор" 


donde y es el vector columna que contiene las variables de holgura de (6.46), se le llama proble- 
ma dual de (6.46) y viceversa. Se acostumbra decir de acuerdo a su orden de aparición, pro- 
blema primal y problema dual, respectivamente, para hacer énfasis en dicho orden. 
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Teorema 6.4 (De dualidad) Si uno de los dos problemas duales (6.46), (6.47) alcanza solución 
óptima, el otro también y ambos valores óptimos son iguales; es decir, P = C. Además, si se resuelve 
el problema (6.46) y el valor máximo P se alcanza en la solución factible |x' y'|, entonces el valor 
óptimo de su problema dual (6.47) se alcanza en у = | уу yo: ym | donde cada y; toma el 
valor que está por debajo de esta variable, en la última fila, en la tabla final del método simplex para 


resolver (6.46). Se tiene un resultado análogo si se resuelve (6.47). 


> Ejemplo 6.34 Resolver el ejemplo (6.44) por medio del método simplex y comprobar para este caso 
el teorema de dualidad. « 


Solución — Transformamos las restricciones (6.44) al sistema de desigualdades equivalente 


ey = 2% <. —120 
Yu = Yy £ 180 
=Y — ж £ 150 


e incorporamos las variables de holgura x¡,x2,x3 > O para obtener el sistema 


eg = ys cb d = -120 
—2Y1 = 3% tox = -—180 
=3 =. уз +x3 = —150 


construimos la matriz (6.37) para este caso y aplicamos la fase 1 


_1 —2 1 0 0 —120 >. 0.1 0 —2 180 
—2 =з U 1 0 —180 7 0 0 1 =3 2770 
=з b Y О 1 =150 39. d og —1 150 
10 1200 0 0 —26 0 0 0 12 -1800 
para obtener la tabla inicial correspondiente y ejecutar la fase II: 
л Ууз x x» ЭЗ y уз Xy x X3 


x 5 0 1 9 -3 180 » ll 9 Xs 0 —2у5 36 
х2 7 © U 1 3 390 э x» 16 0 15 1 1/8 18 
» 3 1 o 4. 150 у |0 1 -3/ 0 1/5 42 
—-С|-—6 0 0 0 12|-180 —С|[0 0 265 0 8/5 | —864 


Efectivamente, de acuerdo a la tabla final, ху = 26/5, x2 = 0,x3 = 8/5 y С = 864 = P para y = 36 y 
y» = 42, como afirma el teorema 6.4 y como vimos en el ejemplo 6.33 y la discusión que le sigue. Y 


6.5 Teoría de juegos 


Requisitos: Operaciones con matrices y programación lineal (para el apartado 6.6.4): 1.1.1 a 1.1.3 
y 6.4. 
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6.5.1 Juegos estrictamente determinados y puntos silla 


Supongamos que dos personas ejecutan repetidas veces el siguiente juego: 


e La persona P elige la cara de una moneda, la persona Q intenta adivinar la cara que escogió P. 
e P paga a Q $4.00, si P elige sol y O adivina. 

e P paga a Q $3.00, si P elige águila y Q adivina. 

e Q paga a P $5.00, si Q no adivina. 


Observamos primero que éste es un juego de suma cero, ya que lo que gana uno de los jugadores lo 
pierde el segundo. Por otro lado, podemos mostrar la ganancia (o pérdida) que tiene en una ejecución 
dada del juego P y, por tanto, la pérdida (o ganancia) que tiene el jugador O, en la siguiente matriz de 
pagos (ganancias con nümeros positivos y pérdidas con nümeros negativos): 


Q 
A S 


HS [5] 


donde las filas representan las elecciones que hace P y las columnas las que hace Q. 

En general, si A = (a; il es una matriz de tamaño m x n, entonces se puede realizar un juego matricial 
de suma cero entre dos jugadores P y Q, el cual consiste en que P elige una fila de A, sin que Q sepa 
cuál fila eligió, y entonces Q hace lo propio, de manera independiente, con una columna. El elemento 
aij de A que se encuentra en la fila i y columna j que escogieron P y O, respectivamente, es el pago que 
hace Q a P si ajj > 0 y el pago que hace P a O si aj; < 0. En este caso P tiene m posibles elecciones y О 
tiene n posibles elecciones cada vez que se repita el juego. Supondremos en toda esta sección, aunque 
no se haga explícito, que todo juego será de suma cero. 


» Ejemplo 6.35 Consideremos el siguiente juego de suma cero entre dos jugadores P y О con matriz 
de pagos para P (P juega por filas) dada por 


3 Э 
ER 
Es evidente que el jugador P siempre elegirá la primera fila, pues con esta elección por lo menos gana 
$3.00. Mientras que el jugador Q siempre elegirá la primera columna porque así minimiza su pérdida, 


lo más que pierde son $2.00. Este juego es desfavorable para Q y favorable para P. Ambos jugadores 
han usado la mejor estrategia posible y el valor del juego es entonces $3.00. 


Note que en el ejemplo precedente el elemento en la primera fila y primera columna resulta ser 
el mayor de la columna donde se encuentra y el menor de la fila donde él está. En general, un juego 
matricial es estrictamente determinado si y sólo si la matriz de pagos contiene un elemento a;; que es 
el menor de la fila i y el mayor de la columna j; en tal caso el valor del juego es dicho elemento а;; y 
se le llama punto silla. Así, el juego de las monedas al inicio de este segmento que tiene por matriz de 
pagos a 
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no es estrictamente determinado. Los juegos realmente interesantes son como éstos, los no estrictamente 
determinados y a su estudio nos abocamos en lo que resta de esta sección. 


6.5.2 Estrategias y pagos esperados 


Regresemos al juego de las monedas con la matriz de pagos precedente. ¿Qué estrategia debe seguir 
entonces cada jugador? Evidentemente, la que a la larga maximice la ganancia para uno y minimice la 
pérdida para el otro. Si P sigue una estrategia, por ejemplo, elegir siempre la primera fila, entonces Q 
se dará cuenta de esto y contrarrestará, en perjuicio de P, eligiendo siempre la primera columna. Si P 
comienza a elegir con mucha frecuencia la segunda fila, entonces O elegirá constantemente la segunda 
columna. Parece ser que no conviene a ninguno de los dos jugadores seguir algún tipo de patrón, sino 
más bien hacer en cada jugada una elección racional al azar. 

Supongamos que P y O juegan un juego de suma cero no estrictamente determinado con matriz de 


pagos 
dim | ап di | 
ау 922 
donde P elige por filas y Q por columnas y que P y Q distribuyen en forma aleatoria las elecciones de 


filas y columnas como sigue: 


1. P elige la primera fila con una proporción fija p; y la segunda fila con una proporción p» = 1 — рі. 


2. О elige la primera columna con una proporción fija qı y la segunda columna con una proporción 


q)—1-q:. 


Lo anterior significa que la probabilidad de que P elija la primera fila es ру, que elija la segunda es 
p2 = 1— pı; mientras que la probabilidad de que О elija la primera columna es qı y de que elija la 
segunda columna es 42 = 1 — ау. De esta manera, aunque las probabilidades son fijas, es imposible que 
uno de los jugadores pueda adivinar en una jugada dada qué seleccionará el contrincante. Por ejemplo, 
si pı = 3/4 y qı = 2/3, entonces el jugador P decidirá por la primera fila tres cuartas partes de las veces 
que juegue y la fila dos, una cuarta parte de estas veces; mientras que el jugador Q optará dos terceras 
partes por la primera columna y una tercera parte por la segunda columna. Supongamos que éste es el 
Caso; es decir, P y Q asignan las probabilidades de los dos incisos anteriores para las elecciones de filas y 
columnas, respectivamente; se dice entonces que los vectores de probabilidad р = (pi. p2) y d = (qi.qo) 
son estrategias para sendos jugadores. Así, después de varias ejecuciones del juego matricial, el jugador 
P ha ganado en promedio 


E(p.d) = pyauqi  piaiaq2 + р2а2191 + 202242 
- ап 12 а 
[Di АЕ „|| 
ya que р;а; es claramente la proporción de las veces que se ejecute el juego en las que P seleccionará la 


fila i y O la columna j; con lo que se obtendrá el valor а;; en una proporción p;q; de las veces que se eje- 
cuta el juego. Al valor númerico Е(р, 4) se le llama el valor esperado del juego para las estrategias p y д. 
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Definición 6.3 Sean P y O dos contrincantes que juegan un juego matricial no estrictamente de- 
terminado de suma cero con matriz de pagos А = [aij] de tamaño m x n. Se supone que el jugador 
P elige la fila i con probabilidad р: y el jugador O elige la columna j con probabilidad qj; con 
0 € p; € 1, 0 € д; € 1 para todo i = 1,...т, para todo j = 1,...,n; Xi pi=1 y Mia; = 1. Si 


PB=(p1,P2,---»Pm) =[ р po occ Pmlyd=(q1,92,---qm)=l 9 42 -- qn |, se define 
E(p.d) = В'АЯ 


у se Пата el valor esperado del juego para la estrategia p del jugador P y para la estrategia д del 
jugador O. 


Intuitivamente Е(р, 9) es el valor que en promedio gana (o pierde) el jugador P (pierde o gana el 
jugador О) después de realizar un considerable número de juegos. 


> Ejemplo 6.36 Si A = | E 2 J 5e eum va- aun. 


s6o=[28 u5]| 3 | 12] 


Entonces, a la larga, el jugador P tendrá en promedio una ganancia de 5/6 (en unidades de lo que estén 
apostando) y el jugador O tendrá en promedio esta pérdida. « 


En el ejemplo anterior el juego es favorable para P y desfavorable para О. En general, ¿cuál es la 
mejor estrategia que deben seguir dos jugadores en un juego matricial no determinado estrictamente? Es 
evidente que P debe elegir р para maximizar su ganancia promedio y О debe escoger 7, de tal suerte que 
minimice su pérdida promedio. Parece una labor sumamente complicada que tanto P como Q encuentren 
sendos vectores de probabilidad p y 9, de tal suerte que ambos logren ese objetivo. En el siglo pasado 
John von Neumann, uno de los grandes matemáticos que han existido, demostró que sí existen vectores 
de probabilidad p y d para los cuales se alcanzan esos valores óptimos. 


Teorema 6.5 (Minimax) Si A = [а;;| una matriz de pagos de un juego de suma cero con dos contrin- 
cantes P y Q, entonces existen v € R, po y do, estrategias para sendos jugadores, tales que: 


І. v € E(Po,d) para toda estrategia d de О. 
2. E(p,do) € v para toda estrategia p de P. 


El teorema precedente tiene implicaciones sumamente importantes y bien vale la pena ahondar un 
poco más en las que nos interesan en esta sección: 


e El primer inciso de este teorema significa que existe un valor mínimo garantizado, v, como ga- 
nancia promedio para P con la estrategia po sin importar la estrategia d que utilice el jugador Q. 

e En contraparte, existe una estrategia до para el jugador О, tal que su máxima pérdida en promedio 
es v, independientemente de la estrategia que use P. 
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e Si ambos jugadores utilizan las estrategias ро y do de este teorema, entonces E(po,do) € v < 
E(Bo,4) y, por tanto, 
E(po.do) = v. 


O Nota 6.3 Debido a que el jugador Q desea minimizar su máxima pérdida, a la proposición 6.5 se le 


conoce como teorema Minimax. 


Definición 6.4 Los vectores de probabilidad po y do del teorema 6.5 se llaman estrategias óptimas 
de los jugadores P y O, respectivamente, para el juego matricial А = [а:;|; mientras que a E(po. do) 
se le conoce como el valor esperado del juego. 


El teorema 6.5 sólo postula la existencia de estrategias Óptimas y el valor esperado; sin embargo, 
no dice cómo encontrar esos valores. Para el caso de una matriz de pagos 2 x 2 es muy sencillo dar 
un algoritmo para ello; pero el caso general es más complicado y lo veremos más adelante. Antes de 
hacer plausible el resultado para matrices 2 x 2 necesitamos de unos cuantos preliminares que hacemos 
patentes a continuación; la demostración es sencilla y se deja de ejercicio al lector. 


Proposición 6.10 Sea A = [а;;| una matriz de pagos de un juego de suma cero que no está estricta- 
mente determinado para un par de contrincantes P y Q, v € IR y po, qo estrategias de sendos oponen- 
tes. Entonces: 

1. РА > v si y sólo si E(po,d) = PyAd 2 v para toda estrategia 9 de О. 

2. 4А < v si y sólo si E(p.do) = p'Ago < v para toda estrategia p de О. 


6.5.3 Estrategias óptimas y valor esperado para juegos matriciales con matriz de pagos 2 x 2 


Ahora supongamos que tenemos un par de oponentes, P y O, que ejecutan un juego de suma cero que 
no es estrictamente determinado con matriz de pagos 


As | ап 412 | | 
d» an 
No es difícil probar, por ser el juego no estrictamente determinado, que аџ + 422 — a12 — a21 Æ 0. Sea 
Р = (р,1— p) una estrategia cualquiera de P. En la figura 6-18(a) se bosquejan las gráficas de las rectas 
E¡(p) = ap +a21(1— p) y Ex(p) = anp + (1 — p)an ambas como funciones de p. Sea v el valor 
esperado del juego, el cual existe por el teorema 6.5, entonces, por el primer inciso de la proposición 
anterior, se debe tener 


IV 
- 
< 


а1р+а1(1— р) 
арр+ (1 — pjan > ¥ 
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(b) 


EH Figura 6-18 ° 


Al observar la figura 6-18(a), se concluye que el único valor de p para el que se cumplen ambas de- 
sigualdades es р = pi, donde se intersecan las rectas E = E; (p) y E = E»(p) y que v es precisamente la 
ordenada que tienen en común ambas rectas para el valor ру. Unos cálculos simples producen 


_ an — 421 
т=з —Ó 
411 + 422 — 412 — 021 
— 092-3412 
ап à» —412—485 
Por otra parte, la figura 6-18(b) contiene el bosquejo de las rectas А. (4) = a114 +a12(1 — q) y (д) = 


а214 + (1 — 4)аә2, ambas en función de todos los posibles valores q para las estrategias (q,1 — q) de Q. 
Del segundo inciso de la proposición 6.10 se debe cumplir 


ІЛ 


а194+а0(1— q) v 


ІЛ 


d51q +(1—q)a2, y 


Nuevamente, del bosquejo en la figura 6-18(b) se deduce que el único valor q = q, para el que se 
cumplen ambas restricciones es la abscisa donde se intersecan las rectas E = F (q) y E = F(q) y que v 
debe ser la ordenada que tienen ambas rectas para el valor qı. Desarrollando el correspondiente cálculo 
se tiene 

422 — 412 


411 + 422 — 412 — 021 


| 441022 — 021012 


411 т 422 — 412 — 021 


En resumen: las estrategias Óptimas Po, do para sendos jugadores P y O, en un juego de suma cero no 


А : a dj d > 
estrictamente determinado y con una matriz de pagos А = "a 12 [, el valor esperado del juego 
21 
están dados por 
422 — 021 a2) — 412 
4 411 T 422 — 412 — 421 Е 411 7 422 — 412 — 921 
Po = , до = s (6.48) 
а = 42 а — 021 
411 + 422 — 412 —05| 411 7 422 — 412 — 421 
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411422 — 421412 


A - (6.49) 
411 + 422 — 412 — 021 


E(po.qo) = 


respectivamente. 


» Ejemplo 6.37 Calcular las estrategias óptimas del juego de las monedas dado al inicio de esta sec- 


[3 3]. 


Solución — Sustituyendo аџ = —3, ар = 5, a21 = 5 y a»? = —4 en (6.48) y (6.49), se obtiene 


ción; es decir, para la matriz de pagos 


Po = (9/17,8/17), 
do — (9/17,8/17) y 
E(Bo.do) = 13/17. v 


» Ejemplo 6.38 Resolver el ejemplo precedente, pero con la matriz de pagos 


"s [ral 


Solución Nuevamente al utilizar las fórmulas (6.48) y (6.49), 


Po = (1/2,1/2), 
do = (1/2,1/2) y 


Esto produce un juego justo, como suele llamarse a todo juego con valor esperado cero. Es claro que el 
lector pudo, sin tener que hacer un sólo cálculo, dar la misma respuesta por pura intuición, ¿o no? 


» Ejemplo 6.39 (Un juego de política) En un municipio existen dos candidatos a la presidencia del 
mismo, el candidato P y el candidato O. A lo largo de toda la campaña electoral se han propuesto tratar 
dos asuntos claves, los relacionados con el propio municipio (M) y los relacionados con el estado al que 
pertenece ese municipio (E). La siguiente matriz contiene los puntos asignados a cada estrategia de los 
candidatos. 


Si el candidato P trata con mucha frecuencia asuntos estatales, el candidato O puede contrarrestar la campaña 
de P tratando asuntos municipales. ¿En qué proporciones deben tratar cada uno de los asuntos para 
encontrar una estrategia óptima si se supone, además, que los puntos que gana uno los pierde el otro? 4 
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Solución Es claro que este juego no es estrictamente determinado. Si ро es la estrategia Óptima para 
el candidato P y до es la mejor estrategia para el candidato О, al aplicar las fórmulas (6.48) у (6.49) 


obtenemos =(1/2,1/2), 
do=(3/5,2/5) y 
E(po.do) = 1. 


De esta manera el candidato Р debe dedicar la mitad de la campaña а los asuntos municipales y la otra 
mitad a los estatales; el candidato O tiene por estrategia óptima dedicar 3/5 partes de la campaña a los 
asuntos municipales y 2/5 partes a los estatales. Pero a pesar de ello a la larga el candidato P estará al 
menos un punto por arriba de su contrincante al final de la campaña. Y 


» Ejemplo 6.40 (Decisión quirúrgica) Un paciente posiblemente tenga cierto tumor que puede ser 
maligno o no. La única opción para tratar esta enfermedad es por medio de una intervención quirúrgica. 
Si el tumor es maligno y no es extirpado, entonces el paciente tiene una esperanza de vida de 4 años. Si 
se le practica la operación y el tumor es maligno, tiene una esperanza de vida de 22 años. Debido a 
efectos secundarios que provoca la intervención quirúrgica, si el tumor no es maligno y el paciente es 
operado, su esperanza de vida es de 26 aíios y si el tumor no es maligno y el paciente no es operado, su 
esperanza de vida es de 32 años. Si la probabilidad de que el tumor que padece el paciente sea maligno 
es qı, determinar el umbral de q, a partir del cual es recomendable la intervención quirúrgica. « 


Solución Para dar un criterio de decisión al paciente, supongamos que este es un juego de suma cero 
donde el jugador que juega por renglones es el paciente (P) y el que juega las columnas es la propia 
naturaleza (N). En la primera fila de la matriz de pagos vamos a considerar la decisión del paciente de 
ser intervenido quirúrgicamente (I) y la segunda fila la de no serlo (NI); mientras que la primera columna 
corresponde a que el tumor es maligno (M) y la segunda a que el tumor no lo es (NM). Entonces la matriz 


de pagos es 
N 


pA 
M NM 


I 22 26 
d | NI | 4 32 | 
Es evidente que este problema es estrictamente determinado con valor del juego 22. Sin embargo, con- 


vendría al paciente decidir no ser operado, ya que de no ser maligno el tumor la operación reduce la 
esperanza natural de vida en 6 años. Si decide ser operado, entonces p = (1,0) y, por tanto, 


zx 2$: 22 26 qi 
EES|1 o] 4 [Б] 


y si decide no operarse р = (0,1) y 


m 22 26 
Ex(p.d) = [ 0 1]| 4 2s 


Así, sería conveniente para el paciente decidir operarse si E, (p,d) > E2(p,d); esto es, si 


—4q1 +26 > —28q, +32 
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lo cual implica 


1 
di > Т 
Es decir, el paciente puede decidir operarse si la probabilidad de que el tumor sea maligno es mayor a 


0.25. v 


¿Usted qué haría? Si la probabilidad de que el tumor sea maligno es, por ejemplo, q, = 0.20, entonces 
el paciente, de acuerdo a este criterio, no se operaría; sin embargo, aún tiene 20% de posibilidades de 


que el tumor sea maligno. 


6.5.4 Estrategias óptimas y valor esperado con programación lineal para juegos 
matriciales con matriz de pagos m x n 


Se puede probar que si A = [a;;] es una matriz de pagos de tamaño т x n para un juego de suma cero 
entre dos contrincantes P y O, v es el valor esperado del juego, po y do son las estrategias óptimas, r € IR 
y B = [aij + r]; entonces, el juego con matriz de pagos B tiene las mismas estrategias óptimas que A y su 
valor esperado es v 4- г. Por tanto, podemos suponer que si А es una matriz de pagos, las componentes 
de A son números positivos; pues, de no ser así, se puede sumar un número adecuado r a todas ellas para 
transformarlas en números positivos, calcular las estrategias óptimas de la matriz resultante y su valor es- 
perado у;; así las estrategias óptimas serán las mismas para A y su valor esperado será v = v, — r. Supon- 
dremos en lo que sigue que A = [a;] es una matriz de pagos de tamaño m x п con componentes positivas. 

Recordemos que el objetivo del jugador Q es minimizar su máxima pérdida promedio. Sea 4 — 
(d1. 2... q4) el vector variable de probabilidades para las posibles estrategias del jugador О. Entonces, 
O, por el segundo inciso de la proposición 6.10, debe hallar el mínimo de entre todos los números v € R, 


tales que todas las componentes de Ag son menores o iguales a v; esto es: 


Hallar el valor mínimo v 
tal que Mia 419, < v (6.50) 
Visl.om 


Ya que d es un vector de probabilidad (0 < q; € 1 y qı +++: +9 = 1) se infiere que la solución v de 
(6.50) es mayor a cero. Dado que minimizar v significa maximizar 1/v, el problema (6.50) equivale a 


Hallar el valor máximo — 1/v 


tal que Miaaijdq; < v (6.51) 
Ут=1,...‚т 
Sean, para cada j = 1,...,n, 
Xj = —qj > 0 
entonces, 
1 n 
atat = У 
YI 
1 
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n m 
v2 У aia; E v Y аху. 
¿al j=l 


Por tanto, el problema (6.51) se traduce al problema estándar de programación lineal 


maximizar f=x+0++x%, 
dixi + бо + + Gina € 1 
| Фіх + dx + + duwXQ; € 1 
sujeto a : : | : (6.52) 
ахі + mx + з + аһ < 1 


x; —0 vj212..n 


Por otra parte, el jugador P tiene como objetivo maximizar su ganancia mínima promedio. Sea 
Р = (р1,ро,...,рп) el vector variable de probabilidades para las posibles estrategias de P. Entonces, 
del primer inciso de la proposición 6.10, debe encontrar el máximo de los valores v, tales que todas las 


componentes de la matriz pA sean mayores o iguales a v; esto es, resolver el problema. 


Hallar el valor máximo у 
tal que У аур: > Y 
VIS khen 


que equivale (ya que hemos supuesto los a;; > 0 y que p es un vector de probabilidad, se tiene necesa- 
riamente v > 0) al problema: 


Hallar el valor mínimo — 1/v 


tal que У аур: > у 
Vim. ss 
Sean, para cada i = 1,...,т, 
Di 
VER 
y 
entonces, 
ш: 1 
2e 
El de 
y 


m 


m 
v< Y dup; v» diy 
i-l i=l 


Así, P tiene que resolver el problema de programación lineal 


minimizar 8 =у+у +: + ут 


а11у1 c^ 021Y2 zm Tes s OmlYm 2 1 

. ару + aya + == + üm2Yym > 1 
sujeto a . | . (6.53) 

аһу] c  02ny2 + E + атпУп > 1 


y 20 19...00 
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Resulta claro que los problemas de programación lineal (6.52) y (6.53) son duales uno del otro y, por 
tanto, basta resolver uno para conocer los valores óptimos del otro como lo hicimos en la sección pre- 
cedente. En resumen: 
Método para encontrar estrategias óptimas por medio de programación lineal 
Sea A una matriz de pagos m x n de un juego de suma cero con dos contrincantes P y Q. 

1. Sitodas las componentes de la matriz A son positivas, entonces: 


(a) El valor esperado para Q está dada por 


zc 
E 


donde f, es el valor óptimo del problema estándar de programación lineal 


y 


maximizar f=x,+x2+-*** Xp 
sujetoa АХ<1 (6.54) 
Z > Оњ 


Si en хо = (04,08, — A) se alcanza el valor máximo fo, entonces 


do = VXo 
es la estrategia óptima para Q. 


(b) La estrategia óptima рага el jugador P es el vector po = v(yi.y».. ... y). donde los y; toman 
los valores que se encuentran en la fila objetivo debajo de cada variable de holgura en la tabla 
final para resolver el problema (6.54) por el método simplex. El valor esperado para el jugador 
P es el mismo para el jugador O; esto es 


E(Po.do) = v 


2. Si A tiene algunos registros no positivos, se suma a todas sus componentes una constante r sufi- 
cientemente grande para obtener una matriz B que tenga todas sus componentes positivas. A la 
matriz B se le aplica el método del inciso anterior; las estrategias óptimas de A y B son las mismas, 
pero el valor esperado para la matriz A es el valor esperado para la matriz B, menos la constante r. 


» Ejemplo 6.41 Resolver el juego matricial 
— 5 
a= [73 ala 


Solución Sea v el valor esperado para el juego matricial con esta matriz de pagos. Puesto que la matriz 
A no tiene todas las entradas positivas, sumamos a cada una de sus componentes r = 5 para obtener la 


matriz 
2 10 
rum | 10 1 | | 


Sea v, el valor esperado para la matriz de pagos B. Resolvamos el problema estándar de programación 
lineal 
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maximizar Rx 4x 
T" 2x + 10 x 1 
sujeto a 10х + 3-25 1] 
xj,,x2 20 
xl 2 y» y» xt X2 У y | 
yı 2 10 1 0|1 so Y 0 49/5 1 -—1/5 4/5 
y | 10 l 0 Ll X 1 1/10 0 1/10 | 1/10 
fil-1 -1 0 OJO Л 0 —9/10 0 1/10 | 1/10 
XI х Vi У2 
o, » D. 1 5/49  —1/49 4/49 
Xi 1 0 -1/98 5/49 9/98 
Л 0 0 9/98 4/49 | 17/98 
Luego 
17 
Л — gg 
Xo — (9/98,4/49) 
Yo = (9/98,4/49) 
Entonces, 
n- 1 98 
A N 
y, por tanto, 
E m 98 
do = %1Х0 = 1, 09/98.4/49) — (9/17,8/17), 
m E 98 
Po = vio = 77(9/98,4/49) = (9/17,8/17). 
Finalmente 


que son los mismos valores que calculamos en el ejemplo 6.37. Y 


» Ejemplo 6.42 La empresa Martín tiene dos compañías, I y П. En promedio paga por ellas anualmen- 
te $5 000 000.00 y $15 000 000.00, respectivamente, de impuestos. Para cada una de estas compañías la 
empresa puede declarar los ingresos reales y pagar los impuestos correspondientes, o falsificar la con- 
tabilidad y evadir el pago de impuestos. Hacienda tiene únicamente medios para investigar a una de las 
dos compañías cada año. Si investiga a una compañía y descubre la defraudación, ésta tiene que pagar 
lo que corresponde a impuestos, más una multa del doble de lo defraudado. Encontrar la estrategia 
óptima que debe utilizar Hacienda para maximizar los ingresos por recaudación a esta empresa. « 


Solución Сопѕігиуатоѕ la matriz de pagos, colocando a Hacienda como el contendiente que juega 
por filas y a la empresa como el contendiente que juega por columnas. Las opciones por fila y columna 
para Hacienda y la empresa las listamos a continuación: 
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e НІ: Hacienda investiga a compañía /. 

e H2: Hacienda investiga a compañía IT. 

e Pl: La empresa declara los impuestos reales de / y J. 

e P2: La empresa declara los impuestos reales de / y evade los de JI. 
e P3: La empresa declara los impuestos reales de JI y evade los de /. 


e P4: La empresa evade los impuestos de / de IT. 


Entonces, 


P1 P2 P3 P4 
НІ IS ¿3 225.15 
H2 15 35 10 30 


es la matriz de pagos correspondiente, donde las entradas están en millones. Sean v el valor esperado, 
Po y do las estrategias Óptimas para hacienda y la empresa, respectivamente. Resolvamos el problema 
estándar de programación lineal 


maximizar f —xi 
sujeto a Ах < 1 


ed» EX T XA 


ХІ X2 X3 X4 bal y2 
A 1 1/3 5/3 I 1/15. 0 | 1415 
у? 0 30 -15 15 —1 1 0 


rl s 3/3 0 1/5 4115 

2 X3 X4 yı Уз 
11/6 5/6 7/90 —1/90 | 1/15 
=1/2 12 «1/30. 1/30 0 


= 


Кс; 
ojo —|% 
oj = © 


1/3 1/3 2/45 1/45 |1/5 


Por tanto, 

f 251/15 

Xo — (1/15,0,0,0) 
y la solución para el problema dual correspondiente es 


yo = (2/45,1/45). 


y= Д5, 
йо = 15% = (1,0,0,0) y 
Po = 15yo = (2/3,1/3). 
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Hacienda puede meter tres bolas del mismo tamaño en una urna, dos rojas y una blanca, revolver bien 
en el interior las bolas y después extraer una. Si la bola es roja, debe investigar a la compañía / y si 
es blanca a la compañía /7; mientras que la mejor estrategia para la empresa es declarar los impuestos 
reales de ambas compañías. Y 


6.5.5 Filas y columnas recesivas o dominantes 


En ocasiones un problema de teoría de juegos se simplifica cuando es posible reducir el tamaño de la 
matriz de pagos porque tiene alguna fila o columna que es factible eliminar. Por ejemplo, si la matriz de 
pagos de un juego de dos personas de suma cero es 


Y чы] 50 
А=| 1 ex rl. 
ыр AS 


entonces, el jugador que juega por filas va a elegir siempre la primera fila en lugar de la segunda, 
porque con esta elección tendrá una mayor ganacia y una menor pérdida. De manera similar el jugador 
cuyas opciones son las columnas, siempre elegirá la primera columna en lugar de la tercera, porque ésta 
tendrá una menor pérdida y una mayor ganancia. 


Definición 6.5 Sea A una matriz de pagos de un juego de suma cero de dos jugadores. 


1. Supongamos que existen un par de filas de A, F; y Е, tales que? F; > Fx. Entonces se dice que 
la fila Е domina a la fila Е. La F; es una fila dominante y la fila dominada, Е, es una fila 
recesiva. 

2. Si existen un par de columnas de A, К; y Ki, tales que K; < КІ, se dice que la columna К; 
domina a la columna K, y que ésta es, entonces, una columna recesiva y K; es una columna 
dominante. 


Por tanto, si Ру y Kı son una fila y una columna recesivas, podemos excluir ambas de la matriz A y 
trabajar con la matriz B de tamaño (m — 1) x (n — 1) que resulta de excluir la fila y columna recesivas 


de A. Si, además, То = (pi..... Pk-1s Piotr Pn) Y Xo = (41>---,G1-1,Q1+1>---»Gn) son las estrategias 
óptimas de B, entonces las estrategias óptimas para la matriz de pagos A son 


> 


ро = (Disove Pr- O Picos Рт) 
do E (бл бы руге.) 


y el valor esperado es el mismo para ambas matrices. Es conveniente tener esto siempre presente y, de 
ser posible, eliminar filas y columnas recesivas antes de aplicar el método simplex para trabajar con 
matrices de tamafío menor. 


l?Recuerde que la notación U < V para un par de matrices О = [и], V = [уу] del mismo tamaño, significa и;; < v; V i, j. 
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» Ejemplo 6.43 Encontrar las estrategias óptimas y el valor esperado de la matriz de pagos 


= ed Y 
д=| 2 =i X] 
-3 44 


Solución Se tiene Р» > F}, por tanto, la fila А es recesiva (es dominada por F>). También Кү < Ks, por 
lo que Кз es una columna recesiva dominada por Ку. Entonces trabajamos con 


2 —1 
в | a | 
Podemos aplicar las fórmulas (6.48) y (6.49) para obtener 


To — (7/10,3/10), 
Xo — (1/2,1/2) y 
у= 1/2. 


Por tanto, las estrategias óptimas para la matriz de pagos original son: 


Po = (0,7/10,3/10), 
do = (1/2,1/2,0) y 
E(fo.do) 21/2. Y 


6.6 Cadenas de Markov 


Requisitos: Nociones de probabilidad y del concepto de límite; operaciones con matrices: 1.1.1 a 
1.1.3. 


Una ciudad cuenta únicamente con dos empresas de alquiler de autos, A, y A». Los porcentajes iniciales 
de la clientela son de 35 96 y 65 %, respectivamente. La empresa A, ha lanzado una extensa campaña de 
publicidad para competir con la empresa А» y así incrementar el porcentaje de su clientela. El registro 


de ventas mensuales revela lo siguiente: 


(a) 80% de los clientes de la empresa A, regresan a utilizar sus servicios. 
(b) 15% de los clientes de la empresa A» cambian a la empresa А). 


Veamos cómo evolucionan los porcentajes de clientela de estas empresas en forma mensual. Para ello, 
sea p, = (р (t), p2(t)) el vector que contiene las proporciones de clientes de cada empresa en el mes t; 
es decir, pi(t) es la proporción de clientes de la empresa A; y p»(t) es la proporción de clientes de la 
empresa A». Esto significa que p;(t) es la probabilidad, en el periodo г, que un cliente que alquila un auto 
lo haga en la empresa А;; de esta manera p(t) es un vector de probabilidades y, por tanto, 0 € p;(t) < 1 
y pi (t) + pz(t) = 1. Sabemos que 80% de los clientes de A; mes a mes continúa siendo cliente de A; y 
que 15 % de los clientes de A» pasa a ser cliente de А), por tanto, 
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р1(1) = (0.80)(0.35) + (0.15)(0.65) 
z0:3775 


Dado que mes a mes 20% de los clientes de A; pasan a ser clientes de Аз y 15% de los clientes de A» 
pasa a ser cliente de А}, y esta empresa retiene, periodo a periodo, 85 % de su clientela, 


p2(1) = (0.20)(0.35) + (0.85)(0.65) 
— 0.6225 


Es decir, al cabo del primer mes, los porcentajes de clientes son 37.75 % para la empresa A, y 62.25 96 
para la empresa А». Ahora bien, es posible determinar esta información de manera matricial. La siguiente 
tabla resume la información dada para este problema en los incisos (a) y (b): 


(6.55) 


El significado es: la intersección de la columna etiquetada con el símbolo A; y la fila etiquetada con la 


letra A; contiene la proporción de clientes de la empresa A; que, mes a mes, pasan a ser clientes de 
la empresa A;; esto es, la probabilidad de que un cliente que recibía un servicio en el periodo tf — 1 
en la empresa A;, contrate un servicio en la empresa A; en el periodo т, para t = 1,2,.... Así, por 
ejemplo, la intersección de la segunda columna con la primera fila contiene la proporción de clientes 
que mes a mes pasa de ser cliente de А» a ser cliente de A,; la probabilidad de que un cliente que 
recibió servicio de la empresa A» en un mes dado, sea cliente de A, en el siguiente mes. Note que las 
proporciones (probabilidades) contenidas en esta tabla permanecen constantes mes a mes. Si T es la 
matriz de probabilidades de esta tabla; esto es, 


p. | 080 0.15 
=| 0.20 0.85 


observamos que 


rá | 080 015 роза 
Po= | 0.20 0.85 || 0.65 
_ [0.3775 
= | 0.6225 
= рі. 


Dado que al cabo del primer mes los porcentajes de clientes de las empresas A, y A» son 37.75% y 
62.25 96, 80% de clientes de A; permanece con A, y 15% de clientes de A» pasan a ser clientes de Aj, 
tenemos 

р1(2) = (0.3775)(0.80) + (0.6225)(0.15) 


= 0.39538 


Puesto que 20% de clientes de A, pasa a ser cliente de A», у A» retiene 85 % de su clientela, 


p2(2) = (0.3775)(0.20) + (0.6225)(0.85) 
= 0.60463 


660 CAPÍTULO6 [| Aplicaciones 


Esto es 


" 0.39538 
p 0.60463 


P | (0.3775) (0.80) + (0.6225) (0.15) | 
— | (0.3775) (0.20) + (0.6225) (0.85) 


0.80 0.15 0.3775 
0.20 0.85 0.6225 

Tpi 

T (T po) 


E 


iig 


Si continuamos así, podemos ver que en el mes m 
Pm = Т" ро. 


¿Qué es una cadena de Markov? 


En general, se tiene una población Q y un número finito de características o estados, £1,€2,...,€n, de 
tal manera que todo individuo posee una y sólo una de las características e; o, como se suele decir, todo 
individuo de Q se encuentra en uno y sólo un estado e;, como se ilustra en la figura 6-19(a). La propor- 
ción de individuos de la población que se encuentra inicialmente en el estado e; es p;(0), i = 1,...,n, 
es la probabilidad de que un individuo de Q se encuentre en el estado e;. El vector de probabilidad 
Po = (pi(0). p» (0). . ... p, (0)) es la distribución inicial de la población. Después de cierto intervalo т, 
que llamaremos periodo, la población se ha redistribuido, algunos individuos han pasado de un estado 
€; a un estado e;; mientras que otros permanecen еп el mismo estado (vea la figura 6-19(b)). Ahora Q 
tiene una distribución de población p, = (pi(1), pa(1)..... pn(1)), que contiene las nuevas proporciones 
(probabilidades), p;(1), de los individuos que se encuentran en el estado e;, i = 1,...n, para el primer 
periodo. Transcurrido un periodo más, la población nuevamente se ha redistribuido con una distribución 
de probabilidad p» = (pi(2). p2(2),..., pn(2)) para el segundo periodo y así sucesivamente. Después de 
m periodos Q tiene una nueva distribución de población p,, = (pi (т), ро(т),...,р„(т)) que contiene 
las proporciones de la población que se encuentran en cada estado para el m-ésimo periodo; las probabi- 
lidades de que un individuo se encuentre en cada estado para ese periodo [(figura 6-19(c)]. Además, se 
supone que las probabilidades de que se pase del estado e; al estado e;; esto es, las probabilidades de que 
un individuo pase del estado e; al estado e; de un periodo al periodo inmediato posterior, permanecen 
constantes, periodo a periodo. Es decir, las proporciones de la población que cambian de un estado a otro 
de un periodo al siguiente permanecen constantes en todo el proceso. Bajo las condiciones preceden- 
tes, a la sucesión de distribuciones poblacionales {p,n} le llamaremos cadena o proceso de Markov. 


SAD) COND c EH 


m=0 mel 
(a) (b) (c) 


JA Figura 6-19 ° 
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Matriz de transición 


Definición 6.6 Sea {Pm} un proceso de Markov, denotemos por ai; la probabilidad de pasar del 
estado j al estado i. A la matriz 


T — [aij] 


se llama matriz de transición del proceso de Markov. 


En la siguiente proposición resumimos las propiedades básicas que tienen las matrices de transición, 
la demostración de cada una de ellas es simple y se deja de ejercicio al lector. 


Proposición 6.11 Sea T = [a;;] la matriz de transición de un proceso de Markov {Pm}. Entonces: 


1. 0€ai € 1V i, j; además, Y; aj; = 1 para todo j; es decir, las columnas de T son vectores de 
probabilidad. 


2. Si p € R" es un vector de probabilidad, entonces T p también es un vector de probabilidad. 


3. Si po € R" es un vector de probabilidad, entonces 


Da = рат y 
ids = T" po 


IDOLONOU ONT Ml e 


4. Si Tj es una matriz cuyas columnas son vectores de probabilidad, entonces T,T es también una 
matriz cuyas columnas son vectores de probabilidad. En particular, T" es una matriz con sus 
columnas vectores de probabilidad. 


El objetivo fundamental en los procesos de Markov, es determinar las distribuciones p,, que se 
van obteniendo en cada periodo y su comportamiento a medida que m aumenta. Es decir, calcular los 
vectores de probabilidad р, = Tp, = T" Po y determinar si existe una tendencia de estas distribu- 
ciones cuando т — ee. Por ejemplo, en el caso de las empresas de alquiler de autos presentado antes, 
Po — (0.35,0.65), que contiene la probabilidad de que un cliente, al inicio, contrate el servicio con la em- 
presa A; (0.35) y de que un cliente contrate con la empresa A» (0.65), obtuvimos p; = (0.3775,0.6225), 
cuyas componentes son las probabilidades de los mismos eventos, respectivamente, pero en el periodo 
1 (las proporciones de los clientes que contratan con A, y los que contratan con А» en el periodo т = 1). 
Con este mismo ejemplo y de manera númerica vamos a analizar la segunda parte del objetivo funda- 
mental. La tabla 6.2 contiene los cálculos, hechos en computadora, de los vectores de probabilidad T p,,, 
para varios valores de rn, con el fin de conjeturar la tendencia de estos valores. Al observarlos parece ser 
que la distribución Øm tiende a (0.43, 0.57) cuando т tiende a infinito. Es decir, aproximadamente 43 96 
de la clientela contratará con la empresa A, у 57 % con la empresa Аз en cualquier periodo; los porcen- 
tajes p;(m) tienden a estabilizarse para m suficientemente grande. Vamos a establecer la generalización 
de este resultado particular haciendo patentes algunos preliminares teóricos, cuyas demostraciones son 
complicadas y se salen de los objetivos del alcance de esta pequeña sección. 
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m pi p2 m p1 p2 

1  0.37750000 0.62250000 12  0.42812451 0.57187549 
2  0.39537500 0.60462500 13  0.42828093 0.57171907 
3  0.40699375 0.59300625 16  0.42849165 0.57150835 
4  0.41454594 0.58545406 20  0.42855719 0.57144281 
5  0.41945486 0.58054514 25  0.42856978 0.57143022 
6  0.42264566 0.57735434 30  0.42857124 0.57142876 
7  0.42471968 0.57528032 36  0.42857141 0.57142859 
8  0.42606779 0.57393221 38  0.42857142 0.57142858 
9  0.42694406 0.57305594 39  0.42857142 0.57142858 
10  0.42751364 0.57248636 40  0.42857143 0.57142857 
11  0.42788387 0.57211613 45  0.42857143 0.57142857 


 —-—U—i A Tabla 6-2 • 


1 1/2 


» Ejemplo 6.44 Si Т = | 0 1/2 


| es la matriz de un proceso de Markov, entonces, dado que la 


componente (77)»; = 0, se infiere que (T");; = 0 para todo т = 1,2,... En cambio 7; = | : | | 


satisface 


Pla ni 
Ao ы 


por tanto, Ту no es regular y 7 sí. 4 


Estado estacionario o de equilibrio 


13 Весџегіе que si А = [a;;), utilizamos la notación (A);; = а). 
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La igualdad (6.56) es muy fácil de intuir, pues si S=[ ú i --- m | es la matriz que tiene todas 
pr) 
n 
sus columnas iguales al vector i£, entonces Т” ~ $ para т grande y, por tanto, si po = (pi. po... Pn), 


T" ро = Spo 
uu pi cupa шр 
ир + Uopo t ::: d U2Pn 


UnP1 + UnP2 qd sse UnPn 


mlpit pa 7t pa) 
из(ру t pat t ps) 


us(pi P2 c pa) 


І 


А 
= и. 


Al vector ii del teorema 6.6 se le Пата vector de distribución del estado estacionario del proceso 
de Markov, porque para т grande las distribuciones p,, de la cadena de Markov tiene virtualmente sus 
valores iguales al vector И. Además, algo que es sumamente importante es que este vector, cuando la 
matriz de transición es regular, existe y es independiente de la distribución inicial po; pues es el vector 
común que tiene en todas sus columnas la matriz T” en el límite cuando т tiende a infinito. Resumimos 
a continuación esta información: 


Método para encontrar el vector de distribución del estado estacionario 
en un proceso regular de Markov 


Sea T — [a; il € Muxn la matriz de transición de un proceso de Markov. Para hallar el vector del estado 
estacionario del proceso se procede como a continuación se indica: 


1. Se comprueba que la matriz Т sea regular. 


2. Se resuelve el sistema homogéneo 
(T TE l)i = Das 
y de todas las soluciones zi = (ui, u»,...,u,) se busca aquella para la cual 


uj d uo d Би = 1, 
u;—O0VIsl,.um 


3. El vector de probabilidad и encontrado en el inciso anterior es el vector de distribución del estado 
estacionario del proceso de Markov. 


» Ejemplo 6.45 Hallar el vector de distribución del estado estacionario de la cadena de Markov del 
caso de las empresas de alquiler de autos presentado al inicio de esta sección. 4 
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Solución Para este caso vimos que la matriz de transición del proceso (cfr. (6.55)) es 


т | 0980 0.15 
© | 0.20 0.85 |' 


Claramente la matriz T es regular. Tenemos que encontrar un vector de probabilidad zi con todas sus 
componentes positivas tal que 


que equivale a 
(T — b)ii = бр. 


Hay que resolver el sistema homogéneo llevando a forma escalonada: 


0.80— 1 0.15 | T | —0.2 0.15 | 


0:20. .0.53=1 02 =0:15 
„| -92 0.15 
0 Q 

y al hacer sustitución regresiva, obtenemos 

3 

Ui = — 
1= 4102 
y сото además se debe cumplir 
uj + u2 = 1 


se tiene 
i = (3/7,4/7) 
que redondeando а dos cifras decimales produce 
й ~ (0.43,0.57). 


Que es el resultado numérico que encontramos antes calculando los T p,, para valores grandes de m por 
medio de una computadora (cfr. tabla 6.2, pág. 662). Y 


No debe perderse de vista la interpretación que tienen estos casos en particular; es decir, que a la 
larga, sin importar en qué mes se esté, los porcentajes de la clientela que contrata en la empresa A, y 
A» se establecen en 43 % y 57 %, respectivamante. Observe que en la tabla de valores de estos cálculos 
(tabla 6.2) a partir del mes 12 casi se tienen estas distribuciones. 


> Ejemplo 6.46 Supongamos que la población de cierto país está dividida en clases, de acuerdo con 
sus ingresos, en clase pobre (P); clase media (M) y clase rica (R). Inicialmente los porcentajes están 
repartidos de la siguiente manera: 
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e 50% clase pobre. 
e 40% clase media. 


e 10% clase rica. 
Se supone que en cada periodo de 25 años: 


e 15% de la clase pobre pasa a clase media. 
e 0.5% de la clase pobre pasa a clase rica. 
e 15% de la clase media pasa a clase pobre. 
e 5% de la clase media pasa a la clase rica. 
e 3% de la clase rica pasa a la clase pobre. 


e 10% de la clase rica pasa a clase media. 
Hallar la distribución del estado estacionario del problema si es que existe y comparar con la distribución 


inicial.«4 


Solución  Formemos una tabla donde podamos registrar las probabilidades del paso de un estado al 
otro: 


Por tanto, la matriz de transición es 


0.845 0.150 0.030 
T = | 0.150 0.800 0.100 
0.005 0.050 0.870 


Resolvamos el sistema homogéneo 
[T — 5] = буз 


llevando a forma escalonada: 


0.845—1 0.150 0.030 
0.150 0.800—1 0.100 
0.005 0.0560 | 0.870—1 


—0.155 0.150 0.030 
0.150 —0.200 0.100 
0.005 0.05 —0.130 


| 0.005 0.05 —0.130 
| 05 —0. 
| 

| 


0.150 —0.200 0.100 
—0.155 0.150 0.030 
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resolviendo por sustitución regresiva obtenemos 


E 
Il 
Jl 
= 
[m 


como también se debe tener 
uj +u +из = 1 


se deduce 
42/99 


Así, los porcentajes de las poblaciones clase pobre, media y rica se estabilizan a la larga en aproximada- 
mente 42.424 %, 40.404 96 y 17.172 %. La pobreza disminuye sólo en 7.576 %, la clase media aumenta 
en únicamente 0.404 %, y la clase rica aumenta 7.172%. Y 


6.7 Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales 


Requisitos: Nociones de ecuaciones diferenciales; valores propios y vectores propios; diagonaliza- 
ción: 5.3.1 y 5.3.2. 


3 It/mín 1 It/mín 3 It/mín 


4 It/mín 


JA Figura 6-20 ° 


Supongamos que se tienen dos depósitos inicialmente llenos de agua con 40 litros cada uno, el tanque 
A contiene 20 kilogramos de sal disuelta. En t = 0 comienza a fluir agua pura al tanque A a razón de 
3 litros por minuto; simultáneamente, por medio de bombas, fluye agua del tanque A hacia el B, del 
tanque B al A y del tanque B hacia afuera con los ritmos que se muestran en la figura 6-20. El objetivo 
de este problema es determinar las cantidades ху y x» de sal que se encuentran en sendos depósitos en 
cada instante del tiempo г; se supone que en todo momento las mezclas permanecen homogéneas en los 
dos recipientes. Plantear el problema no es tan complicado; pero resolverlo tiene algunas dificultades 
que, afortunadamente, con álgebra lineal se pueden soslayar. Sean rı y r2 los ritmos a los que entra y 
sale sal del tanque A, respectivamente. Entonces, 
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dx; 
Pa =r ro. 

Note que en cada tanque, debido a los flujos que se muestran en la figura 6-20, los volúmenes perma- 
necen constantes en la medida que transcurre el tiempo. Así, del tanque B al tanque A fluyen 1(x2/40) 
kilogramos de sal por minuto. Puesto que del tanque A sale agua a razón de 4 litros por minuto, entonces 
del tanque A escapa sal (hacia el tanque B) a razón de 4(x; /40) kilogramos de sal por minuto. Por tanto, 


1 
ri = 402 
4 
Р = 40 
entonces 
dx; 1 1 


De manera análoga 


dx» " 
dt —pi-p 


donde p, es la rapidez con la que entra sal al recipiente В y p2 es con la que escapa sal del recipiente В. 
Por lo que acabamos de explicar, p; = 4(x1/40), y p2 = 1(x2/40) + 3(x2/40); por tanto, 
dx; 1 1 3 


== 40% 


dt 51 40^? 40 


(d 1 
"a. 10°? 


De esta manera el problema consiste en resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 


dx; _ 1 d 1 
d U a 


dx» 1 1 
=== M1 — 35% 
de 10° 10° 
con la condición inicial xı (0) = 20, x2(0) = 0. 
Tratemos el caso en general. Un sistema lineal de n ecuaciones con n incógnitas tiene la forma 


ži = ах +20 +: алх 
о = Фіх +4220 +: + anXn 
(6.57) 
Xn = ах d dg2X2 +: + AnnXn 
ах; 


Donde las x; son funciones incógnitas, x; representa la derivada de x; respecto а t; es decir, x; = PE 
y los а; son números reales dados. Es claro que el sistema lineal de ecuaciones diferenciales se puede 
escribir matricialmente como 


=4% (6.58) 
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con: 
х] Xx а a ain 
S X 3 X2 a а Mn 
y= 2X y As . 
Xn Xn Ant Am ... Ann 


1. Por el momento, supongamos que tenemos únicamente una ecuación diferencial con una incógnita; 
entonces el sistema (6.57) se reduce a 


ў= Ay 
Esto es 

dy 

— = Ay. 

dt А 
Entonces, 


dy 
==A — 
di y c > Adt 


=> f2=rfa 
y 
=> Шу =A+C 


=> y-Ce*. 


La solución es y =C¡e” para alguna constante C}. 


2. Supongamos que А es diagonal, esto es А = diag(A,, A»... ., Àn). Así, el sistema (6.58) se reduce a 


ži = Ах 
Xa = À2%2 
Xn — ÀnXn 


y, por tanto, del inciso anterior, x; — Cieò' , donde C; es una constante. 
3. Supongamos finalmente que A es diagonalizable con A1,A2,...,A, sus valores propios у M la 
correspondiente diagonalización: 


| м 0 0 | 
0 № 0 
M'AM = | =D. 
; 0 
0 0 An 
De esta manera, 
A=MDM”, 
luego 
== AX 
= (MDM Dx 


SECCIÓN 6.7 | Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales 669 
y, por tanto, 
M^x-D(M xy 
de donde, si ў = M- X, entonces ў = M" !X y el sistema se transforma a 
y =Dy 


el cual tiene, por el segundo inciso, solución 


y así, 


Ceò 


es la solución del sistema (6.57) si la matriz A de (6.58) es diagonalizable. 


» Ejemplo 6.47 Resolver el problema de los tanques y mezclas enunciado al inicio de esta sección. < 


Solución Recordemos que el sistema para este modelo es 


dx; 1 4 1 
d o W^ 4" 
dx _ 1 1 

d d I1 


que en forma matricial se escribe 


žı | [| —1/10 1/40 х 
lo 1/10 —1/10 X) 
La matriz de coeficientes del sistema es 


= [ -1⁄0 1/4 
| 1/10 -1/10 |' 


El polinomio caractecterístico para esta matriz es 


1 1 1 
Yek tae 
PA) =A + 3A + (gg 7 дуу) 
1 3 
`n 
i Э 400 
cuyas raíces son À; = — 1/20, А = —3/20; por tanto (ya que los valores propios son distintos) A es 


diagonalizable. 
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e Para A, = —1/20, 


_ | —1/104- 1/20 1/40 
nne | 1/10. —1/10+1/20 | 
_ | —1/20 1/40 
1/10 —1/20 
1 -1/2 
1/10 —1/20 
AR —1/2 
0 0 
y, por tanto, 
E] 
и? jl 
son, con r Æ 0, los vectores propios correspondientes a Ау = —1/20. 


e Si № = —3/20, entonces 


а= —1/10+3/20 1/40 | 


1/10 —1/10-- 3/20 


| 
"to 1/0) 
Е 


е 1/20 
1/2 | 


тә 


1/10 1/20 
elo ^] 


Por tanto, los vectores propios correspondientes а А = —3/20, tienen la forma 


ЕЕЕ" 


Así, una diagonalización para А está dada por el раг (M,diag(—1/20, —3/20)), donde 


1 —1 
и-[; э] 
Luego, 
С Bu 
НЕЕ 
fi E Cuarto 
ЕЁ Суе—%\/20 
Е Cie —t/20 _ Ce 39/20 
| 21е 7? 4 26,6 2120 
Esto es, 


x= (ut M C;e 20 


X) = VM d sl: е 9 
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Finalmente, se debe cumplir x; (0) = 20 y x2(0) = 0, por tanto, 


С=С =20 
2Cr +2C3 =0 
que al resolver produce C, = 10 y C; = — 10. La solución está dada por 


xi Фа л 2790/20 
х = 20a t0 e uo. v 


» Ejemplo 6.48 Resolver el sistema lineal de ecuaciones diferenciales 


Xj = x1 — 3x5 + 3x3 


% = —5х)+ 6x 


Хз = —3%0 + 4x3 a 


Solución Еп este caso la matriz de coeficientes es 


ї =3 3 
А= |0 =5 6 
0 —3 4 


Por el ejemplo 5.50, pág. 478, A es diagonalizable con: 


ї 0 1 E Y 0 
0 1 1 0 0 —2 
Entonces, 
xı 1- d Се! Се +e” 
Жз (кш. 2 Се! = | Фе +2C3e 2 v 
X3 0 1 1 Сзе-? Cie! + Cera 


6.8 Optimización de funcionales 


Requisitos: Conocimientos de cálculo diferencial y nociones de cálculo integral de una variable; 
espacios vectoriales normados y transformaciones lineales: 4.2.1, 4.2.2, 4.2.4 y 5.1.1. 


Existe una gran variedad de problemas de aplicación en los que la solución consiste en calcular el valor 
numérico máximo o mínimo que tiene un proceso, se llaman problemas de optimización. Ya hemos 
estudiado un tipo especial de ellos en la sección de programación lineal. Aquí analizaremos la optimi- 
zación de funcionales; esto es, de funciones cuyos argumentos pertenecen a un espacio vectorial y sus 
valores son números reales. Seguramente el lector está familiarizado con problemas de una variable real 
en los que se tienen que encontrar los máximos y mínimos relativos de una función. La herramienta que 
utilizó para resolverlos fue la derivación, calculando los puntos críticos —donde la derivada vale cero— 
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y empleando algún criterio más para saber si en ellos se alcanza un máximo o un mínimo. En el caso 
general tendremos un funcional J con dominio contenido en un espacio vectorial normado y valores 
reales; entonces para encontrar los valores máximos o mínimos del funcional, necesitaremos generalizar 
el concepto de derivación de funciones de una variable real a este tipo de funcionales. Aquí veremos la 
utilidad que tienen los espacios vectoriales normados, en particular los espacios C" [a, b] que estudiamos 
en el capítulo 4; también veremos la importancia que tienen los conceptos de transformación lineal y 
valores propios que vimos en el capítulo 5. Trabajaremos en un contexto general y veremos con detalle 
el caso de la teoría de diferenciación en los espacios №“ y la optimización de funcionales con dominio en 
estos espacios mediante los valores propios de la matriz hessiana. Sin embargo, también trataremos con 
la diferenciación y optimización de funcionales en espacios vectoriales de dimensión infinita. Antes, en 
el siguiente apartado, daremos varios ejemplos de problemas físicos donde se presenta la necesidad de 
optimizar un funcional para poder resolverlos. 


6.8.1 Problemas físicos 


Principio de Fermat y ley de Snell 


El principio de Fermat establece que la trayectoria que seguirá un haz de luz desde un punto dado en un 
medio hasta otro punto en otro medio, será aquella que ocupe el tiempo mínimo. En la figura 6-21, 
un rayo de luz se mueve desde un punto A en un medio con una velocidad vı, pasando por el punto P y, 
a partir de ahí, se mueve en otro medio más denso con velocidad у» hasta llegar a un punto В. De esta 
figura se infiere que el tiempo total empleado para llegar desde el punto A al punto B es 


VERE Vete 


Vi va 


JA Figura 6-21 ° Rayo de luz refractándose al pasar de un medio a otro. 
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Si aceptamos el principio de Fermat y se alcanza un mínimo en x, entonces, 
T's 


lo cual implica 


х " c—x | 
viva? x V (c—x + 22 


seno, senaz 


esto es, 


Vi V2 


Esta es la ley de refracción de Snell y es un problema que se resuelve basándose en hallar las relaciones 
necesarias entre los parámetros que aparecen en el planteamiento, a partir de hallar puntos críticos de 
una función. 


Braquistócrona y la solución de John Bernoulli 


Quizás el primer problema que da origen al cálculo de variaciones es el de la braquistócrona, que fue 
planteado por John Bernoulli como un desafío a finales del siglo XVII. El problema consiste en encontrar 
la curva de descenso más rápido entre dos puntos dados en el plano. En la figura 6-22 se encuentran dos 
puntos en el plano, A y B, y una partícula desciende a través de una curva desde el punto A hasta el punto 
B. Se supone que la única fuerza que actúa es la gravedad. El desafío consiste en encontrar, de entre 
todas las curvas que pasan por A y B, aquella para la cual el tiempo de descenso es el mínimo. Newton 
fue el primero en responder “correctamente” este desafío; la solución del propio John al problema la 
presentamos a continuación. 


A 


JA Figura 6-22 ° El problema de la braquistócrona. 
Regresemos a la ley de refracción de Snell, ahora supongamos, además, que en lugar de tener sola- 


mente un medio, tenemos varios medios donde la luz se mueve con velocidades distintas, pero constan- 
tes, en cada uno de ellos, como se indica en la figura 6-23. Entonces tendremos la relación 


seno; seno» senaz ѕепод 


Vi V2 V3 V4 
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JA Figura 6-23 ° Rayo de luz refractándose al pasar varios medios. 


Ahora, si los medios son cada vez más numerosos y más delgados, entonces en el límite la velocidad de 
la luz decrece continuamente mientras el rayo desciende y se concluye 


sena 


14 


JA Figura 6-24 ° Trayectoria curva de la luz. 


como se ilustra en la figura 6-24. Esto sucede en la práctica, aproximadamente, cuando la luz desciende 
hacia la Tierra a través de una atmósfera de densidad creciente. Regresando al problema de Bernoulli, 
pensemos en un sistema de referencia con dirección vertical positiva orientada hacia abajo y el punto 
A situado en el origen, como se ilustra en la figura 6-25. John Bernoulli imaginó que, así como para 
un rayo de luz la naturaleza “selecciona” la trayectoria que se recorre en el tiempo más corto, también 
“selecciona” la trayectoria para que una partícula se deslice de A a B en el menor tiempo. Si esto es así, 
se debe tener nuevamente 


sena 


(6.59) 


V 
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JA Figura 6-25 ° La braquistócrona. 


Como que se supone que no hay otras fuerzas que influyan en el movimiento de la partícula, hay conser- 
vación de la energía y el trabajo realizado por la fuerza gravitacional para llevar la partícula del punto A 
al punto B es la variación de la energía cinética. Entonces, si v representa el módulo de la velocidad, m la 
masa de la partícula, g la aceleración debida a la gravedad, y el desplazamiento vertical у W el trabajo, 


l 2 
mgy =W = ту 


y de esta última relación se desprende 

v = y 28y (6.60) 
De la figura 6-25 se puede ver que 

sen? a = cos? 8 
= (1+ tan? pr 
jx 

= (14017) 

y de (6.59), (6.60) y la precedente igualdad se deduce 


y (1 + oy) ес (6.61) 


(х,у) 


A Figura 6-26 ° Cicloide, curva que describe la trayectoria de un punto dado de la circunferencia de radio a cuando 
ésta rueda sobre el eje x. Es la curva solución para el problema de la braquistócrona según Newton y Bernoulli. 
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donde C es una constante. Entonces, la curva que resuelve el problema, de acuerdo con Bernoulli, 
debe ser la solución de la ecuación diferencial ordinaria no lineal (6.61). A esta ecuación diferencial le 
llamaremos la ecuación de la braquistócrona. Al resolver esta ecuación se obtiene 

x = a(cos0 — sen) 

у=а(1— соѕ0) 


en forma paramétrica, cuyo lugar geométrico es la cicloide generada por la circunferencia de radio a, 
como se muestra en la figura 6-26. 


Enfoque “moderno” al problema de la braquistócrona 


Pensemos nuevamente en el problema planteado por J. Bernoulli, pero enfocándolo en forma distinta. 
Supongamos que la curva mostrada en la figura 6-25 es la gráfica de una función y = f(x) que pasa por 
los puntos A = (0,0) y В = (р, у). De nuevo, por el principio de conservación de la energía, v = y2gy. 


Pero si s (f) es la longitud de arco para y = f(x), entonces v = a luego 
ds dx _ 
dx dt _ 
28y 
esto es (si suponemos que у = f(x) es derivable y continua en [0, b]) 


vue УР = Va. 


De donde el tiempo total para desplazarse del punto A al punto В, a través de la curva у = f (х), está dado 


10 f + 
10) = f ¡ae 


Hemos establecido así un funcional J, que a cada función continua y en [0, P], con la condición y (0) = 0 


por 


y y (b) = yı, le asigna el tiempo de recorrido por la partícula al descender a través de la curva у = f(x). 
Tenemos entonces que hallar, de entre todos los elementos del dominio de J, aquella función para la que 
J toma un valor mínimo. Este es el tipo de problemas que analizaremos en este apartado por medio de 
la generalización del concepto de derivada de una función de una variable a diferencial de funcionales. 


Problema isoperimétrico 


Los antiguos griegos plantearon el problema de encontrar, de entre todas las curvas planas simples y 
cerradas de longitud dada, aquella que encierra la mayor área. En forma más o menos rigurosa llega- 
ron a la conclusión que dicha curva es el círculo. Supongamos que C es una curva plana simple y cerrada 
con parametrización (x(t), y(t)), t € [a,b]. Pongamos F (x,y) = (P (x,y), О (x.y)) = (—y,x) y apliquemos 
el teorema de Green en el plano: 


] Poo = // (5°- x) dixi 
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JA Figura 6-27 ° Superficie de revolución generada por la gráfica de y = f(x). 


donde A es la región encerrada por la curva C. Entonces, 


[ 09:9 =2 Јао. 


Luego, si representamos por |A| el área de la región A, se tiene 


1 b 
д|=;/ ey x». 


Se tienen que buscar un par de funciones derivables y con continuidad x, y en el intervalo [a, b], tales que 
la integral en el lado derecho de la igualdad es máxima y, además, que estas funciones cumplan 


[ Vetera 


para L dada. Note que nuevamente hemos establecido un problema de optimizar un funcional, en este 
caso encontrar un valor máximo. 


Superficie de revolución de área mínima 


En este problema se trata de encontrar, de entre todas las funciones y = f (x) cuyas gráficas pasan por los 
puntos A = (a, yi), В = (b, y2), aquélla para la cual la superficie de revolución que se obtiene al girar la 
gráfica de f en [a,b] alrededor del eje de las abscisas tiene área mínima (vea la figura 6-27). De cálculo 
sabemos que el área de la superficie del sólido de revolución está dada por 


1/2 


su) = 2s f reo (erp) ах. 


Aquí otra vez el problema se reduce a encontrar una función que minimice el precedente funcional, 
para aquellas funciones f que sean derivables con continuidad en [a,b] y que satisfagan la condición 


f (a) = yi, f (b) = ys. 
Geodésicas en el plano 


Dados dos puntos en el plano (a, yi). (b, y2) , encontrar la curva de longitud mínima que los una. En este 
caso el funcional a minimizar es 
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Geodésicas en una superficie en el espacio 


Dados dos puntos Mo y M; en una superficie, se quiere encontrar la curva (geodésica) en la superficie 
que tenga la mínima longitud y que los una (vea la figura 6-28). Si una superficie está dada en forma 
paramétrica por una función М (и, v) con (и, у) en una región del plano, entonces toda curva M (t) sobre 
la superficie proviene de una curva y(t) = (u(t),v(t)), t € [0,1], cuya longitud es entonces 


М! 


JA Figura 6-28 ° Toda curva sobre la superficie proviene de una curva sobre el plano. Una geodésica es una curva de 
longitud mínima en una superficie que une a dos puntos y sirve para definir distancia entre puntos de la superficie. 


El funcional a minimizar en este caso es 
1 
L(u,v) = f |M, + М, |а 
0 
con la condición M (0) = Mo y M (1) = Mi; donde M, y M, son las derivadas parciales de M. 


Catenarias 


Los extremos de un cable se suspenden de dos puntos a la misma altura y se deja colgar por su propio 
peso. ¿Qué forma adquiere? Sea y = f(x) la función cuya gráfica coincide con la forma que tiene el 
cable en las condiciones descritas. Vamos a suponer que la densidad por unidad de longitud del cable es 
constante en todo punto con magnitud p. Entonces, si ds es un infinitesimal de longitud del cable, éste 
contribuye con un infinitesimal de energía potencial 


dW = pgyds, 


donde hemos tomado como sistema de referencia el sistema de ejes cartesianos de la figura 6-29 y g es 
la constante de aceleración gravitacional. Entonces, la energía potencial total está dada por 


W=  ogyds= = умт Рах. 
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JA Figura 6-29 ° Catenaria, forma que toma un cable cuando se deja colgar fijando sus extremos a dos puntos. 


Si consideramos nuevamente que la naturaleza mínimiza recursos, la forma que debe adquirir el cable 
es aquella para la cual se tenga una energía potencial mínima. Por tanto, se debe encontrar el mínimo 
del funcional 


J) = pg | A [v Pax 


donde y € C! [a,b], y(—a) = y(a) = b. A la curva solución de este problema se le llama catenaria. 


6.8.2 Cálculo diferencial en espacios vectoriales 


En esta sección vamos a generalizar el concepto de derivada de una función de variable real, no sólo a 
funciones de varias variables, sino a funciones definidas en conjuntos contenidos en espacios vectoria- 
les, aun si éstos tienen dimensión infinita. Una de las características más importantes de este tema es que 
analizaremos transformaciones sobre espacios de funciones; esto es, funciones cuyos argumentos son 
funciones. Por tanto, no usaremos la notación de poner flechas encima de los vectores para distinguirlos 
de los escalares y simplemente utilizaremos letras minúsculas para representar a los elementos de 
los espacios en los que tengamos que trabajar y mayúsculas para las funciones que tengan por argumen- 
tos a dichos elementos. Regresaremos a la notación usual cuando sea necesario en lo casos particulares 
en los que aparecen los espacios IR^. 


Límites y continuidad en espacios normados 


En lo que sigue E y F son un par de espacios vectoriales normados reales y las normas para cada uno de 
ellos se representan con el mismo símbolo, ||- 


, 4 menos que se indique otra cosa. Además, a los neutros 
aditivos de ambos espacios y al escalar nulo del campo IR, los denotaremos a todos por el símbolo 0; 
esta es una medida necesaria de comodidad y hasta claridad a estas alturas; en el contexto siempre 
quedará claro de qué neutro aditivo se trata. 
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Se puede probar que una función tiene a lo más un límite cuando sus argumentos tienden a un 


elemento dado y que, además, si se cambian las normas en E y Е por sendas normas equivalentes," 
entonces límy_, y, J(f) = 1 respecto a las normas originales si y sólo si límy., y, J(f) = l respecto a las 
normas equivalentes. 
Note que 
ím J(f) =1 = lím ||J(f) —1|| =0. 
Jim J(f) =1 = fim Iu) - 1 


» Ejemplo 6.49 Claramente: 
2. тууу / = №. 
» Ejemplo 6.50 Sea J : R — E, el operador definido por 
J(t) = f -th 
donde f,h € E son vectores fijos. Entonces, puesto que 
í [ РТ: = її | 
иша +һ— f|| = Ит [rh] 
= tím 1А 
= 0, 


límJ(t) = f; 


1>0 


es decir, 
lim(f T) = f. 


VU Recuerde que B(f;.r) = (f ||| — foll < г} (cfr. definición 4.13, pág.311). 
15Cfr. definición 4.14, pág. 324. 
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Definición 6.9 Sean D C E, J : D > Е una función y fo € D. La función J es continua en fo si 


Jim JU) =J). 


Observe que J es continua en fo si y sólo si lím;., y, J (fo +h) = J (fo). Nuevamente, si se cambian 
las normas de cada espacio por normas equivalentes, la función es continua en un punto respecto a las 
normas originales si y sólo si es continua respecto a las normas equivalentes. 


O Nota 6.4 No es difícil mostrar que еп C"[a, b], el espacio de funciones con derivadas hasta el orden 
n continuas en el intervalo [a, b], 


А» = máx hA llo, LP llos ПАРЫ 


es una norma (cfr. ejercicio 312 del capítulo 4). A lo largo de toda esta sección estaremos utilizando los 
espacios C"[a, b] y, a menos que se indique lo contrario, la norma que utilizaremos será siempre ésta. 
Cuando л = 0, nos referimos simplemente al espacio С[а, b] con la norma uniforme || - [lo = || - ||... 


» Ejemplo 6.51 Sea J : C! [0,1] — R el funcional definido por 


ло) = [ +2) а 


demostrar que J es continuo en fo, donde у(х) = х para todo x є [а,Ь]. 
DEMOSTRACIÓN Ш Sea у = у(х) € С! [0,1] y є > 0 dado, se tiene 


рол | [ora f max 


= [о-да f @у—э)& 
[ 0-94 


1 1 
] been f ПУ — 1)]dx. 
0 0 


IA 


1 
ul (2y' — 2) dx 
0 


IA 


Entonces, si [ly — fol] < є/3, 


1 is E 
—x|d. =dx== 
ГЕ хах < | Зах E 


1 le 2 
| lo - Dax «2 f =dx= == 
0 о 3 3 


y, por tanto, 


O) — 705%)! 


ДА 


1 1 
n у—л{4х+2/ ai 
0 0 
2 


ж е 
E 3 


= E. 


A 
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Así, соп б = e/3, 


ly — foll < 9 — JO) - J(fo)] < =, 


lo cual significa 


imu =J(fo) 


y por tanto la función J es continua en fo. Bl 


De manera análoga a las funciones reales de una variable real se cumplen las propiedades enunciadas 
en el siguiente teorema. 


Teorema 6.7 Sean E, F y G espacios vectoriales normados. 


1. Sean J, J : D CE > F un par de funciones у k € R. Si límy p (/) = h y kmn Jo(f) = b, 


entonces: 
(a) lím (AER (A) =h b. 
ffo 
(b) Jm OET 
(c) 506 F=R, 
(i) e m PU dne 
(ii) jn cu cu 


fof Jf) Lb 


sib 20 
(d) Si F = C"[a, D], 


Jim AHG) = ib. 


2. Sean J : 0 C F > G y Jı : Dj CE > D». Si límg , 4, Ji (f) =1 y Jo es continua en l, entonces 


don NUS) = 


Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente teorema. 


16T as funciones J,J> y Л /J, se definen como (Лљ)(7) = AAR) y A/IE) = Jf) / Jo (У), respectivamente. 
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Teorema 6.8 Sean E, F y G espacios vectoriales normados. 


1. Sean Jı, J funciones definidas en un subconjunto de E con valores en Е que son continuas en 
fo y k un escalar: 


(a) Ji -EJ» es continua en fo. 

(b) kJ; es continua en fo. 

(c) Jih es continua en fo, si F =R o F = C” [a,b]. 
(d) Jı/J es continua en fo, si F = IR y Jo(fo) ж 0. 


2. Sean J : D; C F > G y Jı : Dj C E D». Si Л es continua en fo y J es continua en Ji (fo), 
entonces la función composición f > Jo(Ji(f)) es continua en fo. 


El teorema precedente afirma que la continuidad es una característica que se preserva bajo las opera- 
ciones usuales de funciones; es decir, la suma, diferencia, producto de funciones, cociente de funciones 
y composición de funciones continuas también dan como resultado funciones continuas, siempre que 
dichas operaciones estén definidas. 


» Ejemplo 6.52 Sea la función J : C! [a,b] > C([a, b] definida por 


Jg) - 1f. 


Mostremos que J es una función continua en cualquier elemento del espacio C! [a, b] (recuerde que la 
norma en este espacio está definida por || f|| = máx || ||... 117712): mientras que en С[а, b] se trabaja con 
la norma uniforme ||-|..). Sea la función Jı : C'[a, b] — Cla,b] definida por Jı (f) = f"; afirmamos que 
Л es continua en todo punto fọ € C! [a,b]. Efectivamente 


IA GP) ЛС). = Wf — fll. < IF= Ж. 


у, por tanto, lím; , y, (Ji(f£) —Ji(fo)) = 0. Claramente toda función constante es continua en todo punto 
y como J = 1 +, se concluye que J es continua en todo punto. « 


» Ejemplo 6.53 Sean С = (f € C"[a,b] | f(x) > 0Vx€ fa,b]} y fo € С. Sea и = шїпл<ү<ь{ fo(x)]. Si 
IIF — foll, < и. entonces 


|/(х)—%(%)|<и Vxe [a,b]. 
Por tanto, 
0«fo(x)-u«f(x Vxe [ab]; 


lo cual implica f € G; es decir, B( fọ, u) C G. Sea J : G — Cla,b] definido por J( f) = 1/7. Puesto que 
тууу f fo = f$ (cfr. el inciso 1d del teorema 6.7), existe $ > 0 tal que 


1 
Al. «шт 
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si 0 < ||f — foll, < $; donde m = тіп, {2 (x)) > 0. Entonces, si 0 < ||f — foll, < б, 


-5m« SAARA) < zm 


y, por tanto, 


Р(х) (х) > fe(x) – jm 


a 1 
m— =т 
B 2 

1 


= =й 


2 


para todo х € [a,b]. Luego, si 0 < || f — foll, < 5, para todo x € [a,b] se tiene 


s L| fof) 
Л) folx) Лх) (0) 
2 
< = б) - f) 
2 
= E 15 = Л]„ 
Por lo que 
1 1 2 
|z- lA, 
y de donde se desprende 
mis 
ffo f Е fo 


Es decir, J es continuo en todo punto de С. 


» Ejemplo 6.54 (Continuidad de las proyecciones) Sea k un entero, con 1 < k < n, se define la fun- 
ción mz : R” > R, 


Tr (X) = Xk 


para cada X = (х1,х2,...,х„). A esta función se le llama la k-ésima proyección del vector Y. Entonces, si 
а = (a;,a2,...,a,) es cualquier vector, 


mx) = m(a)] = pa а < |х—а|„ 
y, por tanto, 
lím m (3) = n, (à). 
xa 


Esto implica que la función proyección тк es continua en todo punto de R”, respecto a la norma cúbica y 
al valor absoluto; pero como en R” todas las normas son equivalentes," se concluye que 7; es continua 
en todo punto respecto a cualquier norma en IR". < 


V7 Cfr. teorema 4.22, pág. 327. 
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El hecho de que cualquier par de normas sean equivalentes en un espacio de dimensión finita 
(cfr. teorema 4.22), tiene una enorme ventaja; pues basta probar la continuidad respecto a una norma y 
entonces ésta también se cumple para cualquier otra norma. No haremos más estos comentarios cuando 
trabajemos en espacios de dimensión finita, simplemente utilizaremos la norma que más convenga y, 
entonces, los aspectos que se cumplan para ésta en cuanto a límites, continuidad y diferenciabilidad 
serán validos para todas las demás normas del espacio. 


» Ejemplo 6.55 (Continuidad de los monomios) Un monomio de varias variables es una expresión 
de la forma 


ni | nm» e. y Un 
Ax, 35^ Xp 


donde A es una constante real y los números т; son enteros no negativos. Si Х = (x],X2,...,Xn) y se 
define 


РО) = Ax Xy xen 


entonces, 
FO) = Ат (X)mo(X) -- m (X). 


Dado que las proyecciones son continuas en todo punto y el producto de funciones continuas es también 
una función continua, se concluye que f es continua en todo punto de ІК". 4 


» Ejemplo 6.56 (Continuidad de polinomios de varias variables) Un polinomio de varias variables 
es una suma finita de monomios de varias variables. Dado que la suma de funciones continuas da como 
resultado funciones continuas y los monomios de varias variables son funciones continuas en todo punto, 
se tiene que todo polinomio de varias variables, р(х), es una función continua en todo punto. 


> Ejemplo 6.57 Sea f : R? — R la función definida por 
Р(х,у) = cos(x? +2y - ze? — үх? c y! ez 


Entonces, 


cos(x? +2у—) = filpi(x,y,2)) 


donde pı (x,y,z) = x? +2у — z y fı (t) = cos(t). La primera función, ру, es continua porque es un polino- 
mio de varias variables, la segunda función es la función coseno que (como la mayoría sabe) es continua 
en todo punto. Puesto que la composición de funciones continuas en también continua, el primer fac- 
tor del primer término define una función continua. De manera análoga, la función (x,y,z) — e” es la 
composición de las funciones (x,y,z) — xy, monomio de varias variables, con la función continua de 
variable real t > e”; por tanto, la función (x,y,z) ке cos(x? + 2у — z)e" es continua en todo punto. La 
función (x, y, z) 9 x? +y? +z? > 0 es continua en todo punto porque es un polinomio de varias variables; 
la función t — v/f es continua para todo f > 0; por tanto, la función (x,y,z) — yx? +y? + z^ es continua 
en todo punto por ser el resultado de la composición de estas funciones. En consecuencia, al ser f suma 
de funciones continuas en todo punto, f es una función continua en todo punto. < 


El propósito de lo precedente es mostrar al lector cómo es posible distinguir rápidamente por ins- 
pección cuándo una función de varias variables con valores reales es continua. Este en realidad es un 


686 CAPÍTULO6 [| Aplicaciones 


proceso sencillo pero muy importante para aplicar, como paso intermedio, resultados que veremos más 
adelante. El siguiente teorema es fácil de probar y su demostración se deja de ejercicio al lector. 


Teorema 6.9 Sean E un espacio vectorial y J : D C E — R” una función; con funciones componentes 
(o coordenadas) f; : D — R"; es decir, 


J(ú) = (fi (i). (8),..., (0). 


1. Sil = (1,0,...,1,), entonces 


2. J es continua en По, si y sólo si f; es continua en iig para todo i. 


> Ejemplo 6.58 Sea J : R? — R?, definida por J(x,y,z) = (xy? + 2,хе?). En este caso / (х,у,2) = 
xy? +2 y fo(x,y,2) = хе? son las funciones componentes de J. Por argumentos similares a los expuestos 
en los ejemplos previos (el lector debería intentar escribirlos) se comprueba que fı y f son funciones 
continuas en todo punto. Por tanto, J es continua en todo punto de IR?.« 


La continuidad de una función es una propiedad puntual; es decir, una función puede ser continua en 
un punto y en otros no. Sin embargo, cuando la función es lineal la situación cambia; si es continua en un 
punto, entonces va a ser continua en todos los demás y, por tanto, si es discontinua en un punto, también 
es discontinua en todos los demás. Hacemos patente esta característica fundamental de las funciones 
lineales en el siguiente teorema; que además da lugar a definir una norma en el espacio .Z (E,F). 


Teorema 6.10 Sean (E, ||-|]), (Е, ||-||) espacios vectoriales normados y J : E > Е una transformación 
lineal, las tres condiciones siguientes son equivalentes a pares: 


1. J es continua en O € E 
2. Existe M > Q tal que 


IJ (DI S МЛЯ Vf € E 


3. J es continua'? en todo punto de E. 


DEMOSTRACIÓN Ш 1)— 2) Sea ô > 0 tal que ||g|| < б = ||J(8)|| < 1. Sean f € E — (0) y g = vi Си 
у, por tanto, 1 > J(e 
ô 
- FG) 
= ти! 


18Debido a la equivalencia de las condiciones 2 y 3 de este teorema, se acostumbra decir que una función lineal continua entre 
espacios vectoriales es una aplicación lineal acotada. 
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de donde 
IVA! € MILF|| Vf € E 


nM 1 
con M = =. 
$ 


2) = 3) Sean fo, f € E, entonces 


IA = J Al = 1H (£=40)1 
€ M |f — foll 


de donde se tiene que la siguiente implicación es válida 
If — foll <8 = IJ (f) -I Pll « € 


tomando ô = €/ (M + 1). 
3) = 1) Es obvia. BM 


En síntesis, el teorema anterior indica que una aplicación lineal cuando es continua en un punto 
es continua en todo el espacio. Por esta razón afirmaremos simplemente que una aplicación lineal es 
continua, quedando implícitamente entendido que es continua en todo su espacio de definición. Por 
otra parte, es muy conveniente tener presente la condición número 2 del teorema precedente como una 
condición necesaria y suficiente para que una aplicación lineal sea continua. Como mencionamos antes, 
se puede definir una norma en el espacio de transformaciones lineales continuas. Antes de continuar 
establecemos unos cuantos preliminares técnicos. 


1. 51А CR y existe M tal que M < aV a € A, entonces se dice que M es una cota inferior de A y que 
A está acotado inferiormente. 


2. Un principio fundamental de los números reales, es el que establece que todo conjunto inferior- 


mente acotado posee una máxima cota inferior; es decir, existe Mo Є R, cota inferior de A, tal que 
M < Мо para toda cota inferior M de A. A Ме se le Пата el ínfimo de A y se representa por el 
símbolo ínf(A). 
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Cuando el espacio E sea de dimensión finita, entonces cualquier transformación lineal J : E — Е es 


continua. Efectivamente, sean (p1,(2..., Yn} una base del espacio E, y f = атф оф +: d On 
cualquier vector del espacio E, entonces 


7 = 


Уо) 
і=1 


Moo) 
il 


< У о) 
i=l 

< Y IfI) 
11 


- ДЭ» О] 
= мія. 


соп М = У | [J(vi)]|. Se deduce, de la condición 2 del teorema 6.10, que J es continua; pues todas 
las normas en espacios de dimensión finita son equivalentes. Sin embargo, se puede probar que si E 
tiene dimensión infinita y F es cualquier espacio, siempre existe una transformación lineal discontinua 
LESE: 


Diferenciabilidad 


Recordemos que una función J de una variable real con valores en R es derivable en el punto xp si el 
límite 


= J' (xo) (6.62) 


existe. A J' (xo) se le llama la derivada de la función J en el punto xp y, geométricamente, es la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica de la función J en el punto хо. Notemos que (6.62) es equivalente a 


lím Ј(хо +h) — J (xo) — J' (xo)h 


h—0 h ms 


Entonces, para = = 1 existe б > 0 tal que 
А < à = |J (xo +h) — (J' (xo)R 4- J(xo))]| < |A| 


Esto significa que si en lugar de evaluar la función J en xo + А se evalúa en la recta tangente T (x) = 
J' (xo) (x — xo) +J (xo) se obtiene 


|J (xo +A) — T (xo +h)| = |J (xo +A) — (J'(xo)R +J(x0))| < h 


Es decir, el error cometido al hacer esta aproximación es aún menor que el propio Л. Así, si Л es pequeño, 
digamos menor a 107%, entonces |J(xo +A) — T (xo + A)| es todavía más pequeño. Por tanto, la derivada 
da la posibilidad de que mediante la recta tangente se obtenga una aproximación lineal de un orden 
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A Figura 6-30 ° 


menor que el incremento de la variable independiente, para valores cercanos al punto donde se calcula 
la derivada; es decir 


Ј(хо +h) дш J' (xo)h+J(x0) = T (Xo +h) 


si h es pequeño. Por tanto, la recta tangente es la mejor estimación lineal que tiene la función cerca 
del punto de tangencia (cfr. figura 6-30). Por otra parte, note que la aplicación L(h) = J'(xo)h es una 
transformación lineal del espacio К en el espacio R y T (h) = L(h) + J(xo). Motivados por las ideas pre- 
cedentes damos a continuación la generalización de la derivación, como el proceso que da por resultado 
la mejor estimación lineal a una función cerca del punto donde se obtiene la derivada. 


O Nota 6.5 


1. Antes de continuar recordemos que si L es una transformación lineal, se escribe con frecuencia Lu 
en lugar de L(u). Utilizaremos las dos notaciones según convenga. 


2. Siempre que tratemos el tema de diferenciabilidad, concepto que daremos en seguida, de una 
función en un punto fo supondremos, aunque no se mencione explícitamente, que existe un r > 0 
tal que la función en cuestión está definida en todos los puntos de la bola abierta B( fo, r). 


Definición 6.10 Sean (E, ||-||) y (E, ||-||) dos espacios vectoriales normados y J : E > F una función. 
Se dice que J es diferenciable en fo si existe una transformación lineal continua, L( fọ) : E —> F, tal 


que? 


e Joh) -J(fo) -L(fo)h.— 
A КО Ld (6.63) 


Se puede probar que de ser diferenciable J en fo la aplicación lineal L( fọ) que satisface (6.63) es 
única. Se le llama la diferencial de J en fo y se denota por dJ (fo) o J' (fo). 


1? Aquí h > 0 significa que el elemento A tiende al neutro aditivo O del espacio vectorial E; mientras que el resultado del límite 
representa el neutro aditivo del espacio F. 
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Es pertinente tener muy claros los siguientes puntos: 


1. Los valores de la función J son vectores en el espacio F, por tanto, el resultado de la operación 
indicada en el numerador de (6.63) es un vector de Е; mientras que ||| es un escalar. Por eso, en 
realidad, la notación 


Ј( +h) — J(xo) — LCfo)h 
ПА 


significa 


1 (+В) —J() — L(f9)8). 


ПА 

2. La diferencial es en sí una función, una transformación del espacio Е еп el espacio Е; no es un 
vector o un escalar. Por eso la notación provisional L( fo) y las notaciones que usaremos para re- 
presentar la diferencial, J'( fo) y dJ(fo), representan cada una de ellas una aplicación lineal y no la 
evaluación de una función en un argumento. Sin embargo, la diferencial es otra función cuan- 
do se cambia fo; es decir, J'(fo) es una función y J'(fi), en general, es otra transformación 
cuando f; Æ fo. Por eso es que la notación J'( fo) hace énfasis que la diferencial de una función 
depende del valor fo. 


3. La notación L(fo)h es la evaluación de la diferencial en h; esto es L(fo)h = L( fo) (h), cuyo resul- 
tado sí es un vector, un elemento de F. 


4. Por el mismo argumento dado antes, para el caso de funciones reales de una variable real (6.63), 
implica 


ПСС +) — J(f9)) — (А < 1А 


para [|| suficientemente pequeña. Es decir, 
J(fo +h) — J(xo) = J'(.fo)h 


si [||| es pequeña. Esto es, la diferencia J( fo +h) — J(fo) se puede aproximar con J'( fo)h; ésta es 
la razón del sustantivo “diferencial” empleado para la transformación lineal J'( fo). 


5. Dado que el límite de un operador es invariante bajo el cambio de normas equivalentes, la condi- 
ción de diferenciabilidad se preserva si se cambian las normas originales en los espacios E y F por 
normas equivalentes y la diferencial del operador es la misma en ambos casos. 


» Ejemplo 6.59 En el caso particular de que E = R y J : R — К, sea una función derivable en xo, 
entonces la función A > J’ (хо) h es lineal y continua; además, por la definición de derivada de funciones 
reales de una variable, se tiene 


bs J (xo 4- h) — J (xo) — 7 (xo) h 


h>0 h -9 


Por lo que J es diferenciable en el sentido de la precedente definición y dJ (xo) h = J' (xo) h. Es decir, 
la definición 6.10 tiene como caso particular la definición de derivada de cursos elementales de cálculo 
diferencial.«4 
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» Ejemplo 6.60 (Diferenciabilidad de las transformaciones lineales) Sean (E, ||-||) y (Е, ||-||) un par 
de espacios vectoriales normados y L : E — F una transformación lineal continua, entonces L es dife- 
renciable en todo punto f € E y además dL (f) = L Vf € E. Efectivamente: 


L(f)--Lh — L(f) — Lh 


Ит —— —— ——————— = lím 
h-0 ПА h>0 ПА 
= 0-4 


> Ejemplo 6.61 (Diferenciabilidad del operador integración) Sea J : C [a,b] — R el funcional defi- 
nido por J (f) = f? f. Claramente J es lineal y si g € C [a,b], 


si ез| 

b 
< | W-s- 
= (b-a) 17-81. 


de donde se deduce que J es continuo. Por el ejemplo anterior J es diferenciable y 


dJ(f)h=3J(h) = na 


Como en el caso de funciones de una variable real y valores reales la diferenciabilidad implica 
continuidad. 


Teorema 6.12 Sean J : D C E  F una función, fo € E. 
1. Si J es diferenciable en fo, entonces J es continua en fo. 


2. Si J es continua en fo y existe una transformación lineal L : E — E tal que 


m J(fo- h) - J(fo) — Lh 


lím Wi =@ (6.64) 


entonces la transformación lineal L es continua. Por tanto, J es diferenciable en fo y L=J'(fo). 


DEMOSTRACIÓN W 1. Sea T : E— (0) > Е, definida por 


: / . 
T(h)-4 [all (ЛА) -J(fo) -J'(fo)h), sih HO 
de SLAL mm 
Entonces, 


Ит T (1) — 0. 
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Ya que 
4(%+)—1(%) = J'Gfo)h + || T (4) 


se tiene 


lím (fo +A) — J(fo)] = lím (Y (fo)h + ||| T (A) 
h=>0 h>0 
=0+0(0) 
=0 
y, por tanto, J es continua en fo. 


2. Supongamos ahora que J es continua en fo y que se satisface (6.64); sea 


r= £r Uo) 109) 1), siho 
0 sih=0 
Entonces, 
lím T (h) =0 
ya que 
Lh=J(fo+h)—J(fo)— A] T (h) 
se tiene 


lím Lh = lím [Y (fo +A) — J(fo) — [|| (А) 
—0-—0 
=0, 


Por tanto, J es diferenciable y, por la unicidad de la diferencial, L=J'(fo). Wi 


El teorema anterior es muy útil, pues con frecuencia por simple inspección se puede verificar la 
continuidad de la función J y, entonces, resta únicamente probar que se cumpla la condición (6.64) para 
que J sea diferenciable en fo y que, por tanto, J'( fo) — L. 

El siguiente paso consiste en determinar la diferencial de una función. El teorema 6.13 indica de 
qué forma debe ser la diferencial de una función en el caso de que ésta sea diferenciable. 


Teorema 6.13 Sean (Е, ||-||) y (E, ||-||) espacios vectoriales normados y J: E > Е una función dife- 
renciable en fo € E. Sea и € E, entonces 


lím 
a0 


=== =dJ (р) и (6.65) 


DEMOSTRACIÓN BI Supongamos primero que ||u|| = 1. Sea h = au, entonces л — 0 cuando a — 0; luego 
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1(ф+ ош) (f) оа (fo)u _ ү Toton) -J (o) dJ (fo) (ou) 


1 ——————————— e — 
a0 Q a0 Q 
^ А0 ПА 
= 0 


de donde se cumple (6.65). Ahora supongamos que и es un elemento cualquiera de E — {0}. Sea v = 
(1/ ||u||) и, entonces v es unitario, así que 


gU = dio) 
_ lí Ј( + E —J (fo) 


7 (n+ i") EX E 
Lu [uj 


130 f 


= win E 
llull 
J -J t 
= ím Оо + он) -J (fo) (donde a = —-). 
||u]| o0 а llull 


De donde nuevamente se tiene (6.65). B 


Definición 6.11 (Derivada direccional) Al límite en el lado izquierdo de (6.65) se le llama la deri- 
vada direccional de J en fo en la dirección del vector и y se representa como 


duJ (fo) 


siempre que dicho límite exista. 


» Ejemplo 6.62 Sea J : C! [a,b] — C [a,b] la aplicacion definida como J (f) = 1 + [7]. Entonces, 


+ [PP +f - 2 wv? 1 [f] 


lím = lím 
1-0 ГА 10 ГА 
—2fu. 


Sea dJ (f) : С! [a,b] — C [a,b] definida como dJ (f) и = 2f'w'. Entonces claramente dJ (f) es lineal y 


laI (Pull... = 12Р. 
< 21111. 
< 21.11 


de donde se infiere que dJ (f) es continua. Además, 
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J(f -- h) - J(f) - dJCf)h e а —1-[Р| 8» 


I ce Li fex di 
150 А, hi0 АІ, 
„ДАр 
= In === 
h-0 [||], 
pues р 
2 
RP 
0 < lím < lím = lím |А, =0 
h>0 |А, h>0 [Al], ^0 


Lo cual prueba que J es diferenciable y 
аЈ(Р)һ= 27. 


» Ejemplo 6.63 Sea G = (f € C! [a,b] | f(x) > 0 V x € [a,b] ). Por el ejemplo 6.53, dado cualquier f є 
G, existe г > 0 tal que B(f,r) C G. Sea J : С > C [a,b] el operador definido por J (f) = yf, entonces 


„It-II _„ у-у] 


1530 f 120 ГА 


Уш vf VF NT 


“A a оссун, 
dt frtu—=f 
, A Мп T) 


и 


=m леру ЗУ? 


pues por el ejemplo 6.50 y el inciso 1(а) del teorema 6.7, Иш, 0 yf +1h = yf y, por tanto, 
limo Vf +th+ vf = 24/f (cfr. ejemplo 6.49 e inciso 1(a) del teorema 6.7); entonces, del ejemplo 
6.53 y el inciso 2 del teorema 6.7, se tiene lím, 0 1/(/f 4- th 4- Vf) = 1/24/f ; y por la propiedad 6.7 
del teorema 6.7 y el ejemplo 6.49, lim, ,0u/ (Vf +th+ Vf) = u/24/f . 

Sea dJ(f) : C'[a,b] + C[a,b] definido рог dJ(f)u = 57 . Claramente dJ(f) es lineal y 


1 
llar (f) ul. = | zzl. Sea k = mína<x<p 24/ Р(х), entonces SE [lu] ¡3 es decir, dJ (f) es 


continuo. Finalmente, 


s 


NERO 10 УРУ 7 


э MAL h30 Jn 
(UTIL) (TH VT) 
И: л, (ИТ v7) 


а= 377 (VFFR+VT) 
I PRA 
im 2v 7^ h(/f 3-h4- 7) 
20 2 |, (V. f + VF) 


Po BITE CUT ЖШ 
NIS lalli (VF 8o T) 
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pues 


VFEh- vf 


А 


Уай 


h—0 lalli GF h/f) T һо |А, 
УЎ+А-уј 
гр юс. 

= 0 

ya que si m = тіп << y/ f (x), entonces 
Мт у] О 

VS (X) - h(x) + V f (x) 
Ih (x)| 

< —— 
FO 

< ll, 


por lo que 


ML VERS KANE 
Th 


Con lo cual queda demostrado que 


ал) = 17 Vu € G.« 


> Ejemplo 6.64 Sean С el conjunto definido en el ejemplo anterior y J : С C C![a, b] — Cla,b] el 
operador definido por J(f) = 1/f. Mostrar que J es diferenciable en todo punto f € С y encontrar 


J(f).« 


Solución Si h € C[a, D], entonces 


(el lector debe justificar por su cuenta, como hicimos en los ejemplos anteriores, la validez de la ültima 
igualdad). Sea L : C! [a,b] — Cla, b] definido por L(h) = —A/ f?; claramente L es lineal. Dado que f € 
C! [a, b], existe то = mína<x<p{ f?(x)) > 0, y, por tanto, 

|1/f?(x)| < mo 


para todo x € [a, b]; luego 


mil < mo] 


| i E 5 
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para todo x € [a,b]. Entonces 
h 
|| < rom 


рага todo л € Са, b]. Lo cual prueba que L es continua. Finalmente, 


dm Ае 


(nuevamente queda de ejercicio al lector justificar rigurosamente la penúltima igualdad). Por tanto, J es 
diferenciable en todo punto de С y J'(£)h = —A/f?. wv 


Hemos visto, en los ejemplos previos y lo que les precede, que una manera de conocer la diferencial 
de una función, es por medio de la derivada direccional, y que toda función diferenciable tiene derivada 
direccional en la dirección de cualquier vector; sin embargo, se pueden dar ejemplos de funciones que 
en un punto dado tienen derivada direccional en cualquier dirección, pero no son diferenciables en éste. 
El siguiente teorema establece condiciones suficientes para que una función sea diferenciable utilizando 
información de las derivadas direccionales. 


Teorema 6.14 (Condiciones suficientes para diferenciabilidad) Sean E, F dos espacios normados 
yJ:E— Е un operador. Supongamos que en fo se cumplen las siguientes condiciones: 
1. La derivada en la dirección de cualquier vector h € E existe en todos los puntos de un conjunto 
abierto G que contiene a fo. 
2. La aplicación h > д, (и) es lineal y continua para cada и € С. 
3. La aplicación u> Ф (и) € Z (E,F), donde  (u) h = д, (и), es continua en fo. 


Entonces, J es diferenciable en fo y además, J' (fo) h = dn (fo). 


Como en el caso de una variable real, se tiene una regla para calcular la diferencial de la composi- 
ción de funciones. Enunciamos, sin probar, el siguiente teorema e invitamos al lector a que intente su 
demostración. 


Teorema 6.15 (Regla de la cadena) Sean (E, ||-|), (Е, ||-||) y (G, 141) espacios vectoriales; Jı : 
E >F, J : F > С un par de funciones. Si J| es diferenciable en f € E y J es diferenciable en 
Л (f) EF, entonces la aplicación J = J20 Jı : E — G es diferenciable en f y, además, 


dJ (f) = dJ» (A (f)) ed.A Cf) 
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» Ejemplo 6.65 Sea J : С! [a,b] + C[a,b] la función definida como J(f) = 4/1-- [7]. Entonces 


Ј= J5oJ, donde Л (f) = 1+ [f/ y J(e) = V8 son las transformaciones de los ejemplos 6.63 y 
6.62; por tanto, J es diferenciable y 


dJ(f) =4Ь(Л (f) 

dJ(f)h = (dh (A (f 
= dJ (Ji Cf)) (d. f£) h) 
- db (A(f)) (27) 

- a (117) олт) 

T i 


1 [f 


оал (f) 


)o 
)edA (f))h 
) 
) 


» Ejemplo 6.66 Sea J : С! [a,b] — R el funcional definido como 


el operador que asigna a cada función derivable en [a, b] la longitud de la curva y = f (x) en este intervalo. 
Entonces, J = J20 J4, donde J; : C! [a,b] — C [a,b] es la aplicación Л (f) = 4/1 + [£/^; y Jo: C[a,b] 9 R 
está definida por J (g) = la g. Por los ejemplos 6.61 y 6.65 y la regla de la cadena: 


dJ(f)h — (dh A (£)) ed. (f))h 


=d (A (f)) (ал (f) h) 
b 


* Vier 


La siguiente proposición es una generalización de la regla del producto del cálculo diferencial de 
una variable; su demostración se deja de ejercicio al lector. 


Teorema 6.16 (Regla del producto) Sean J;,J» : C [a,b] — C |a, b] un par de funciones diferenciables 
en fo € C [a,b]. Entonces, la función JiJ» : C |a, b] — C [a,b] definida por (J1J2) (f) = -A Cf) Ja (Р), 
para cada f € C [a,b], es diferenciable en fo y 

(1132) (fo) h = Ji (fo) Rao (fo) +41 (fo) J2 (fo) h 


Vh € C [a, P]. 


» Ejemplo 6.67 Sean G el conjunto del ejemplo 6.63, J : G C C! [a,b] — C [a,b] la función definida 


х2 
por J(f) = ——— 


el ejemplo 6.65, 


. Entonces, J (f) = Л (f) J2 (f) donde л (f) = J/12- (PY y (f) = F Por 
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Т ТЕКЕ Р 
Li (f? 


mientras que por los ejemplos 6.63 y 6.64 y la regla de la cadena, 


on eo (з). 


Entonces, por la regla del producto 


J'(f)h =J (P) hb (P) - GO) AA 
Е Р" (ve oy) "n 
n (1 d (y) 2f3n 


6.8.3 Cálculo diferencial para funcionales en R” 


Un caso particularmente importante del cálculo diferencial en espacios vectoriales, es cuando se tiene 
una función f con dominio D contenido en IR" y valores en IR, un funcional en R”. A su estudio nos 
abocamos a contiuación . 

Supongamos que f : D CR” — В es un funcional, y = f(x1,x2,...,xn), que es diferenciable en 
а = (a1,02,...,a4) € D. Entonces, la diferencial de f, d f (d), es una transformación lineal con dominio 
R” y valores en R; por tanto, basta conocer una representación matricial de d f (d) para saber los valores 
de esta transformación en cualquier ii = (u4,u5,...,u,) € R”. Sean &j, i = 1,2,...,n, los vectores de la 
base canónica de IR", la representación matricial de d f (d) respecto a esta base está dada por la matriz 
1xn 


| dfíajé, ауд --. ааг, |; 


pero 


= lím 
n>0 h 

E DFN T TO o du Eta) 
h-0 h 


Este último límite, cuando existe, se llama la derivada parcial de f en el punto а respecto a la variable 
х; y se denota por 

df ys 

— (d 

m ) 
о bien 

fs (d) 
y representa la razón de cambio que tiene esta función en el punto d respecto a la variable x; cuando 
todas las demás variables se matienen constantes. Por tanto, 
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> = E E rd үтү of - of = of > 
[ ара), df(d)é» d f (d)&, ] | zm (d) T (d) -- cm (2) 
у, entonces, 
da | Fa La La | ü VicR'. 
0x1 0x2 OX, 
A la representación matricial respecto a la base canónica de la diferencial de f en d, 


мла] = | ¿La La a tal, 


se le llama matriz jacobiana del funcional f en el punto ä. Por ello, si la función f es diferenciable en 
a, todas las derivadas parciales, s (d), existen y 


араа = (df (à). 


Condiciones necesarias para diferenciabilidad de funcionales en IR" y 
cálculo de derivadas parciales 


Por tanto, una condición necesaria para que f sea diferenciable en d es que existan todas las derivadas 


parciales de f en d. Sea i € (1,2,...,n) un índice fijo, se define la función de variable real 
gx) = fap dt A 
entonces, 
i g(aic-h) —g(a) — кт f t1 o said; A AA) 
hi0 h > h | 
Luego 
д 
9f (а) existe © g' (aj) existe 
дх; 
y entonces 


S (а) =Е (а). 


» Ejemplo 6.68 Sean 
F(%1,X2,X3,X4) = xix$ — COS (x1X2 + Хзлд), 
а = (X1,X2,x3,x4), e i = 2; entonces 


g(x) = xix? — cos(xix - xax4) y 


g (x) = 2xix -xi sen(xix 4- хаха) 


Claramente g es derivable en todo punto, por tanto, 


д 
A = 2x1X2 + xı sen(xix5 + x3X4). 


Ox» 
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Análogamente 
д 
3x, 132334) = x ++ хр sen(xix» + x34), 
1 
9f 
dx; 01907880) = x4sen(xixo + x3x4) y 
д 


3x, лы) = x3Sen(x1X2 4- xaxa). «4 


Entonces, para determinar si una función tiene derivada parcial respecto a x;, se mantienen las res- 
tantes variables fijas (como si fueran constantes) y si la función resultante, g(x;), es derivable, existe la 


derivada parcial respecto a x; y además, g'(x;) es esa derivada parcial. 


» Ejemplo 6.69 Si 


entonces 
Y (х,у) 2 (se E =) 
=(1419)e" + 
y 


Las derivadas parciales tienen una interpretación geométrica sumamente interesante en el caso de 
que el funcional dependa de dos variables únicamente. Supongamos que las derivadas parciales ð f /ðx 
y af /dy existen en un punto (a,b). Sean 


entonces, 


Si consideramos el plano y = b, éste corta la gráfica de la función z = f(x, y) en la curva z = gı (x); luego 
gi(a) = 9f (a, b) es la pendiente de la recta tangente a esta curva en el punto (a, 2; (а)), como se ilustra 
en la figura 6-31. De manera análoga el plano x = a corta la gráfica de la función z = f(x, y) en la curva 
z — go(y); así que (р) = B (a, b) es la pendiente de la recta tangente a esa curva en el punto (b, g2(b)), 
como se muestra en la figura 6-32. 


SECCIÓN 6.8 | Optimización de funcionales 701 
га 
Plano 
A у= Б 
Superficie 
2= (у) 
а 
" 7 tanó = 2 (a,b) 
A Figura 6-31 * 
Superficie 
z= f(x,y) 
82 (b) = y) 
= f(ay) 
of 
* y tan B = 3; (a,b) 


EE Figura 6-32 ° 


Condiciones suficientes de diferenciabilidad 


Es posible que un funcional f : D С R” — К tenga todas sus derivadas parciales еп un punto d y no 


sea diferenciable en éste; es más, se pueden dar ejemplos de funciones para las cuales existe derivada 


direccional en la dirección de cualquier vector en un punto dado, pero que no son diferenciables en 


ese punto. Afortunadamente, para el caso de funcionales en IR" existen condiciones muy sencillas de 


verificar, con las derivadas parciales, que son suficientes para la diferenciabilidad del funcional. Antes 


de ello necesitamos recordar un teorema que es piedra angular en las matemáticas. En la figura 6-33 se 


tiene la interpretación geométrica de este importante teorema: 


Teorema 6.17 (Teorema del valor medio) Sea f una función de una variable real con valores reales. 
Si f es continua en todos los puntos del intervalo |a, В| y derivable en todos los puntos del intervalo 


(о, B), entonces existe c € (a, 8) tal que 


fla). 


Q 
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EN Figura 6-33 ° 


Ahora supongamos que f : D C IR? — R es un funcional y existe r > 0 tal que las derivadas par- 
ciales o f /0x, 9 f /ðy existen en todo punto de B((a,b),r) y son continuas en (a,b). Sea la función lineal 
definida, para cada ii = (ui, uz), por 


mE of " 
L(uj,u5) = ax b) $69 : 
esto es 
д д 
Ци,и) = I (a,b) + ares. 


L es continua porque IR? tiene dimensión finita. Vamos a probar que 


sm — Art nob E h2) — f(a b) —L(h1, ha) 


zu. 
(3,2) (0,0) |, h3) 


Tenemos que 


f(a4- hib 4- №) — f(a,b) = f(a--hi,b +h) — f (a,b +h) + f (a,b +h) — f (a,b) 


y aplicando el teorema del valor medio, existen с, entre a y a + hı; c», entre b y b + M, tales que 


д 
fla+h,b+h,)-fla,b+h>) = L (с-з) y 


f (a,b 4- h5) — f(a,b) = SE (а.с) 


Por tanto, 


[f (a -- hj, b 4- h5) — f (a,b) – (т, №) of 


|| (1,22)! Ё 111,22)! | po а) hi 


Ox 
д д 
n (ае) - Lab) Б 
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І д д _ : 
< gr [Inh [aeta] | 
_ [Eee - aL) ES Lae) = а) 


y уа que ambas parciales son continuas y сү — а, c? — b cuando (h1,h2) — (0,0), 


of of 
í —(c1,b+h2)-— ——(a,b)| = 0, 
(п) (00) 5 ©! th) с^ ) 
, of of - 
(ть) > (0:0) 3y c) B La) " 
De donde 
ím ICH b4h>)>f(a,b) Li ha, 
(11,12) (0,0) |! (1, 2) | 


Por tanto, f es diferenciable en (a,b). La demostración del caso general se hace por analogía y se deja 
de ejercicio al lector. Resumimos la precedente información en el siguiente teorema. 


Teorema 6.18 Sea f: D C R” —> R un funcional. Se supone que а € D y existe r > 0 tal que: 


| д 
1. Las derivadas parciales x. i = 1,2,...,n, existen en todo punto de B(d,r). 
Xi 


of Е 
2. Todas las derivadas parciales — son continuas en d. 


9х; 


Entonces, f es diferenciable еп а. 


» Ejemplo 6.70 Sean f(x, y) = x/y y (a,b) = (2,3). Entonces, 


of of x: 

3, 0») =y y 25 9) = 2/5 ; 
Ambas derivadas parciales existen y son continuas en todo punto (х,у) con x € R y y € (0,00) (el 
lector debe utilizar los resultados vistos en el apartado de límites y continuidad para justificar esta 
afirmación). Para este caso particular podemos tomar r — 2 y las derivadas parciales existen en todo 
punto de B((2,3),r) y son continuas en (2,3). Por tanto, f es diferenciable en (2,3) y 


u» 


df(2,3)(u1,u2) = [4f (2,3)] | un | 


e A09 4503] | ui | 


u2 
=[v3 мз)“ | 
= МЗ(и\ + (1/3)u2).« 
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> Ejemplo 6.71 Sea f(x,y,z) =xy?2— xye*. Entonces 


fla = yz ye, 
f(x, y,z) = 2xyz — хе“, 


fyz) = ху? — xye'. 


Por tanto, las derivadas parciales existen y son continuas? en todo punto de IR?; luego f es diferenciable 


en todo punto. Además, 
ul 
df(xy,z)-[|»yz-ye 2xyz=xě xy—xye | | ир 
из 
para todo (x,y,z) € IR? y para todo ii = (u¡,uz,uz) € В. 
Condiciones suficientes de diferenciabilidad y diferencial de funciones f : D C К" — R” 
Sean f : D C К" — R” una función y f; : D — R, i = 1,...,n, sus funciones coordenadas; esto es, 


f (i) = (fi (8), fai)... fm(ú)) V € D. 


Supongamos que f es diferenciable en d € D y sean L;,...,L,, las funciones coordenadas de d f (d), 
entonces cada L; también es lineal (cfr. ejercicio propuesto 62 del cap. 5). Sean e; los vectores de la base 
canónica de IR", entonces 


- 247) — f(a) - 4f (a ЖООШ. ОШ; 
би im /@+®-/@-4/@# io $ fia) -AOL 
lign ПА lign i] | 
implica 
(d+ h)-f(d)-Lih = 
PEGDEOEN 
й—э0рп [ДЇ 
para todo i = 1,...,m. Es decir, la funciones coordenadas son también diferenciables еп а y 
Li = dfi(a) para todo i. Inversamente, si todas las funciones coordenadas son diferenciables en d, 


L-— (dfi(d),dfo(d),...,d f, (d)) es lineal y 


> m fi(d--h) — fi(4) — d fi(a)h 
не lía Y PEREA. que Е 
h—0mgn i=1 A h—0gn |ПА|| 


у, por tanto, f es diferenciable?! en d y df(d)u = (dfi(d)ud fə (ä)ü,...,d f (äi). Esto es, si i = 


(Uu1,42,..., Un) 


20Recuerde que el propósito del apartado de continuidad y límites fue el de poder determinar por simple inspección la continuidad 
de funciones elementales que se presentan con mucha frecuencia; usted debe ser capaz de justificar las afirmaciones de continui- 
dad que presentamos en este ejemplo y los siguientes, aunque las argumentaciones no se escriban. 


21 Observe que no necesitamos demostrar la continuidad de la transformación lineal que se propone como diferencial porque el 
dominio es R”, que tiene dimensión finita y, por tanto, toda transformación lineal en él es continua. 
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e e 0 e 90b, e Of y, 
aron- (HL Lo. $ Han) 
jar 9i ppm je i 
Mia iz 9fi > 
za Lo - 20], 
1 
ӘБ (m iz д» (2 
UE E - 2a ||. 
Ofm = d fm 5 д mir Un 
а (а) a) ab (a) 
La matriz 
MA firs ӘЛ (3 
Aa) £a) a1 (a) 
an) ШИЙ - po 
(d f (à)] = 0x1 0x2 m (6.66) 
Ofm (3 Ofm (3 Ofm (> 
a) (a) ae (ai) 


se llama matriz jacobiana de la función f en el punto d y no es más que la representación matricial de 
la diferencial de f en ese punto, relativa a las bases canónicas de IR" y IR". Empleando el teorema 6.18 
tenemos como consecuencia inmediata de la discusión precedente, el siguiente resultado que establece 
condiciones para que una función sea diferenciable cuando su dominio y contradominio están contenidos 
en espacios В“. 


Teorema 6.19 Sea f : D C К" — R” una función con funciones coordenadas fj, j= 1,...,m, yá € D. 
Si existe г > 0, tal que para cada j = 1,...,m las derivadas parciales 0 f; /Ox;, i = 1,...,п, existen en 
todo punto de B(d,r) y son continuas en d, entonces f es diferenciable en d. Además, 


аға) = (ау (a) 


donde |d f (d)] es la matriz jacobiana de f en а dada por (6.66). 


» Ejemplo 6.72 Sea f : R? — R? definida por 
Руа) = (ху2,хуё®). 


Determinar los puntos donde f es diferenciable, calcular la matriz jacobiana en cualquier punto (x, y, z) 
donde f es diferenciable y calcular d f (1,0, 1)ú.« 


Solución Еп este caso las funciones coordenadas de f son fi (x,y,z) = xyz? y fo(x,y,z) = xye'* . En- 
tonces, 

9fi 9, 2 2 

3 yz) = (аус) = yz, 

9fi 2 
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д 2 
Эх 62 = a eoe") ye, 
9 


д 
3, ®”® = ye”) =х(1+у@)е*, 


9f, = 9 E a m 2,0 
x (32) e э; e J= 


Como las parciales de f; y f» respecto a x, у, z existen en todo punto y son continuas en todo punto, en- 
tonces f es diferenciable en todo (x,y,z) € R?. La matriz jacobiana de f en un punto (x,y,z) está dada por 
E 2 


| |o» xz 2xyz 
d Ay Y) | = д 
ау) | ye? х(1+у2)е® 2xy'ze* 


y, por tanto, si (x,y,z) = (1,0, 1) уй = (ui, uz, us), entonces 
u 


e [$4 ol 
ауа»олуй= | 1 | bn | = (02,00). Y 
3 


6.8.4 Extremos locales de funcionales 


En el caso de un funcional de dos variables reales, z = f(x, y), los máximos relativos corresponden 


en la gráfica de la función a los puntos más altos de “montañas” y los mínimos relativos a los puntos 
más bajos de “valles” o “sumideros”, como se ilustra en la figura 6-34. 

Supongamos que J : D C E > R tiene un máximo local en fo y que J es diferenciable en fo. Sea 
и € E, entonces, para t suficientemente pequeño, J( fo +tu) — J(fo) < 0, por tanto, 


dJ(fo)üi = дь(%) 
dm Torn o «0 


1>30+ 
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7 
М 
74 


JA Figura 6-34 ° 


De donde se deduce 


41(%)й = 0. 


El caso en el que J alcanza un mínimo es análogo. Hemos probado así el siguiente teorema. 


Teorema 6.20 Sea J un funcional diferenciable en fọ. Si el funcional J alcanza un máximo o mínimo 
relativo en fo, entonces 


dJ(fo)u = О Vu. 


Es decir, dJ( fo) es la función constante cero. 


Definición 6.13 Sea J: DC E — R un funcional. fo € D es un punto crítico de J, si el funcional es 
diferenciable en fo y la diferencial de J en fo es la función constante cero: dJ(f)u = 0 V u € E. 


O Nota 6.6 De manera análoga al caso de funciones J : U C IR — К, el teorema anterior sólo da 
condiciones necesarias para que J tenga un extremo relativo en fo; es decir, puede ser que dJ ( fo) — 0, pe- 
ro J (fo) no sea un extremo relativo. Por ejemplo, la función J (x) = x? satisface J’ (x) = 0 en x = 0, pero 
J (0) = 0 no es un extremo relativo. 


» Ejemplo 6.73 Sea E = C [a,b], y J: E К el funcional definido por 
1 f^ 
Ј(и) = 5 / и? 


b 1 y? 2 b b 1 y? 5 
J(u--h)—J(u)— | uh 3 (u+h) -5] и – | uh = | К 
lím = 


xI[j _ “a IM 4a Ja _ 
1-90 [Л]. кб Alo кй [Al 


Entonces 
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pues 
Ьу? b 2 3 
h h b—a)|h 
0 < lím La < lím Sa lhl ёл! а) |a] =0 
п0 |А. 230 || 10 — |h|. 


Por otra parte, la aplicación J’ (и) : E >R definida por 


b 
Jine / ih (6.67) 


es claramente lineal y, además, 


< | lun] 


b 
< f lulli- 
= (b— a) ull]. 


= M||h||.. 


lo cual implica que J es diferenciable en todo punto de E y dJ (u) = J' (u), la cual está definida por 
(6.67). 4 


> Ejemplo 6.74 Encontrar los puntos críticos del funcional J : C [a,b] — R definido por 
EE 


Solución Рог el ejemplo 6.73, J es diferenciable en todo punto de C [a,b] y, además, J' (u)h = f? uh. 
Luego, si u es un punto crítico de J, se debe cumplir 


b 
/ uh — 0 


para todo h € C [a,b]. Esto implica que el producto interior de и con cualquier función h en С[а, b] es 
cero y, por tanto, u debe ser la función constante cero en [a, b]. Así que este funcional sólo tiene un punto 


crítico: u=0. v 


Es claro que el funcional del ejemplo precedente tiene un mínimo absoluto en и = 0, el cual también 
es mínimo relativo. Sin embargo, puede suceder que un punto crítico no sea un extremo relativo como 
ya hemos mencionado antes. 


1 
» Ejemplo 6.75 Sea J: C [a,b] — К el funcional definido por J (и) = 3 f. М иЗ. No es difícil ver que 


J es diferenciable en todo punto de C[a,b] y que además,” J' (u)h = Una uh. De donde, de nuevo, 
el producto interior de u? con cualquier otra función A en C[a, b] es cero y, por tanto, u debe ser la 
función constante cero; así J tiene un solo punto crítico: u — 0. Sin embargo, las funciones constantes 
uj (x) = € y uz (x) = —e son arbitrariamente cercanas а u = 0, tomando = > 0 lo suficiente pequeño y 
J (u) > J (u) > J (uz); por lo que el punto crítico и = 0 no es un extremo relativo. «4 


22Esto se deja al lector como ejercicio. 
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6.8.5 Extremos locales y valores propios de la matriz hessiana 


En el caso de que f sea un funcional en R”, entonces d f(d)ii = 0 para todo й, si y sólo si la matriz 


jacobiana es la matriz cero; esto es, todas las derivadas parciales son nulas en d. 


Teorema 6.21 (Puntos críticos de un funcional en R”) Si f : D C R” — R es un funcional, entonces 
d € D es punto crítico de f, si y sólo si 


a diee 


Ox; 


раталодо == 


Condiciones suficientes para alcanzar valores extremos de funcionales еп R” 


Para funcionales con dominio en IR" existen condiciones que son suficientes para alcanzar extremos lo- 
cales en puntos críticos. Antes de establecer estas condiciones necesitamos de algunos aspectos técnicos 


y Operativos que presentamos a continuación. 
Para fijar ideas primero, sea z = f(x, y) un funcional que tiene derivadas parciales f. y fy. Entonces 


se definen las segundas derivadas parciales como: 
3f 3 [ду 
: XE (2 y 


sin 
dy? ду \9у; 


e (Derivadas parciales mixtas) 


e O con la notación equivalente: 


La = f). 
UN AS (5), ? 
Lo = (А), 
Lx = (5). 


siempre que éstas existan. 
Se puede probar que si las derivadas parciales mixtas, f, y fyx, existen en una bola abierta de centro 
(a,b) y radio r y son continuas en (a,b), entonces f,,(a,b) = fyx(a,b). Es claro que lo precedente se 


puede generalizar a funcionales con dominio en R”: 


e Segundas derivadas parciales 


xix; = (А, )s 
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(derivadas parciales mixtas) si i Æ j, 
fx; == (А, Jx; 


e Las derivadas parciales mixtas son iguales en aquellos puntos donde poseen continuidad 


Definición 6.14 Sea f : D CR” — R un funcional para el que todas las segundas derivadas parciales 
n i = 1,...п, j= 1,...,п, existen en la bola B(d,r) y son continuas en d. La matriz simétrica 


H(d) = ES. 


i=1,...,n j= 1,...п, se llama matriz hessiana de f en d. 


Teorema 6.22 (Fórmula de Taylor de segundo orden para funcionales en IR") Sean f : D C R" — 
IR un funcional y а € D, tal que las segundas derivadas parciales Íxxp 1=1,...n, =1,...,n, existen 
y son continuas en todos los puntos de la bola B(d, г). 


1. Entonces, para cada h € R” con á 4-h € B(d,r), existe c € (0,1) tal que 


x ras sas 
/@+)- (a) = df (a) 5и H(d-- ch) (6.68) 
2. Existe una función E»(à,h) tal que 
s ue кс жа 
f(d-- h) — f(d) =df(d)h+ 5^ H(à)h + ||A|| E» (d, h) (6.69) 


lím E>(á,h) — 0. 


h Ögn 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Sea р: [—1, 1] — R, la función definida por 


Luego, 


Apliquemos el teorema de Taylor de segundo?? orden para funciones reales de variable real a la 
función o, entonces existe c € (0,1) tal que 


e(1)- (0) = v (0) 7e" C). 


Ahora bien, p = fo p, donde p(t) = d + th; es decir, p(t) = f (o(t)). Entonces, si d = (a;,....a;) 
yh= VT 
p(t) = (a; - thi,...,a4 +thn) 


2351 f es derivable con continuidad en todos los puntos de un intervalo abierto J, xy € J y xy +h € J, entonces existe c € (0, 1) tal 
que f (xo +h) = f (xo) + f' (xo) + + f" (xo). 


y, por tanto, 


Así, por la regla de cadena, 
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[de (t)] = ld f (p(0))] aptt)] 


hi 
h 
до@)] = |. 
h, 
hi 
H 
Ле(о@)) = А000) ] 1 
hn 


de donde 


=з f) айий) = А (ә) i 


= ул, р ЖО) 


== А (o(t))h; 
j=li=1 
=[ hh © hp] H(á+th). 
Por tanto, 
fla+h)-f(á) = e(1) — (0) 
се ss > 
—df(d)h4- 5^ H(a + ch)h 
y queda probado (6.68). 
2. Sea 


hi 
qe —— H(aà-- ch) — 
Е›(а‚,һ) = < 2I|Al 


0 


111 
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Entonces (6.68) se transforma en (6.69). Por tanto, si h E Ürn, 


[Ple = 5 (#'Н(@+сйй—1'н(а)®) 


< MPS ALE (4-- cfi) - f. (4) |: 


j= l= 


de donde 


ea (E+ ch) – 5,09) 


y ya que las derivadas parciales son continuas, 


DEMOSTRACIÓN M Dado que A es una matriz con componentes reales y simétrica, todos los valores propios de A son 
números reales (cfr. teorema 5.39, pág. 494). 


1. Supongamos que A es definida positiva; sea А un valor propio de A con vector propio correspon- 
diente ii. Entonces, 
0 < T'AT = i Ai = A ||u|? 


De donde se desprende que А > 0. Ahora supongamos que A tiene sus valores propios A;, i = 
1,...,n, positivos. Por el teorema 5.41, el espacio R” tiene una base ortonormal de vectores propios 
ii; correspondientes a cada A;. Sean й € R” — [Ópn) un vector cualquiera y escalares о; tales que 
и = У? , ои. Entonces, ya que 
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se tiene 


Il 

мм, 
TM= 

ә 

ч. 
чс 
e Б 
TM: 

2 

> 

E 
i d 


Il 
E 
Si 
1 Ms 
2” 
2 
2 
5 
E 
P CENE. 


n 
= You > 0 


i-1 


А 1009, б 
porque los A; son positivos, las normas ||i;||^ > 0 y al menos un a; debe ser distinto а cero pues 
и 2s Op» . 


2. La demostración es completamente análoga al primer inciso. Ё 


Supongamos ahora que d es un punto crítico de f, entonces (6.69) se reduce a 


En 


аъ) fa) = ин (а АРЕ). 

Puesto que E»(4,h) — 0 cuando h tiende а cero, es de esperar que f (a 4- A) — f (à) y I H(á)h tengan el 
mismo signo. Así, si la matriz hessiana H (d) es definida positiva, entonces f(d 4- A) — f (d) sería mayor 
que cero para todo h suficientemente pequeño y entonces, f (d) sería un mínimo relativo; y si H(d) es 
definida negativa, entonces f (d 4- h) — f(d) sería menor que cero para todo h lo bastante pequeño y, por 
tanto, f(d) sería un máximo relativo. 

Efectivamente, si la matriz hessiana Н (d) es definida positiva sean A;, i = 1,...,n, sus valores propios 
y A el menor de ellos. Entonces, si 0 < t < A, A; — > 0 para todo i; así que la matriz simétrica 


H (d) — tl, 
es definida positiva porque sus valores propios son los A; — t. Luego, 
RW (H(4) —11,)h > 0 
para todo h A Or». Por tanto, 
A! H (à)h > t|] 
para todo 0 < t < A. En particular para t = IA esto es 
пН(а)ћ > SAP. 


Dado que E>(á,h) — 0 cuando h > Ор", existe б > 0 tal que 


"TE 
|Ex (à. ih) <3 
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" 
gy 


LN NN SO 
ЖАЙ С 
SS 


EH Figura 6-35 ° 


si 0 < [|| < б. Para todos estos valores se cumple entonces 


A 
2 2 


> 


_ А = 
IE |Ex (à. ih) A < HH). 


De donde se desprende 
E ls Е ss 
flath - (а) = j^ Ha) + ||A]| E» (d, h) 


ds "ue" е 
> gH ) — RP Es) 


para 0 < ||Й|| < б. Luego f(d) es un mínimo relativo. El caso en que H (d) es definida negativa es 
completamente análogo. También se puede demostrar de manera similar que si H (d) tiene dos valores 
propios Лу у Ах, con Ау < 0 < А, dado cualquier ô > 0 existen hi i=1,2,con0< TA < б, tales que 
f(á--h) — (а) > Оу f(d--h5) — f (d) < 0; lo cual significa que en d no se puede alcanzar ni máximo 
ni mínimo relativo. Se dice entonces, que en el punto d se tiene un punto de silla, o, punto silla, porque 
en el caso de una función de dos variables la gráfica, cerca de uno de estos puntos, se parece a una silla 
de montar, como se ilustra en la figura 6-35. Resumimos este resultado en el siguiente teorema. 


Teorema 6.24 Sea f : DC R” — К un funcional. Se supone que f tiene segundas derivadas parciales 
continuas en todos los puntos de una bola abierta que contiene al punto crítico á de f. Sea H(d) la 
matriz hessiana de f en d. 

1. Si H(d) tiene todos sus valores propios positivos, entonces f tiene un mínimo relativo en d. 

2. Si H(d) tiene todos sus valores propios negativos, entonces f tiene un máximo relativo en d . 


3. Si H (d) tiene valores propios positivos y negativos, entonces f tiene un punto de silla en d. 


> Ejemplo 6.76 Sea f : R? — R el funcional definido por 


1 1 
Р(х,у.) = х +y +2 — xy - 2x. 
3 2 


Encontrar los extremos relativos de f.«4 
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Solución Los puntos críticos de f son, por el teorema 6.21, las soluciones del sistema de ecuaciones 


f.=0 
" у = 0 
А=0 
Entonces, ya que 
у) ox -y 


fy.) = у= х 
F(x,y,2) =22— 2, 


los puntos críticos son (0,0,1) y (1,1, 1). La matriz hessiana en cualquier punto (х, у, 2) está dada por 


H(x,y, z) = La Js» Гл 


e En (1,1,1): 


Luego, 


е) eb dk 0 
BB б 2 


=(2-4)(02-314+D); 


entonces los valores propios son Ау = 2 > 0, № = - + iV5 >0y лз = - — iV5 0. Por tanto, f 
alcanza un mínimo en (1, 1, 1). 


e En (0,0,1) 
0 =1 0 
H(00,1) 2| -1 1 0 
0 9.2 
y 
=\ =l 0 
ІН(0,0,1)-АВ| = | -1 1-A 0 


D 4 Z-À 
= (2—А)0^— А-1); 


así que los valores propios son Àj = 2 > 0, А = i+ 1/5 >0yA= i = iV5 « 0. Por tanto, f 
tiene un punto silla en (0,0,1). Y 
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6.8.6 Condiciones necesarias para que cierto tipo de funcionales en espacios 
de dimensión infinita alcancen valores extremos 


Vimos en la sección de problemas físicos, que los funcionales que modelan los fenómenos descritos son 
operadores integrales. Por tanto, al calcular la diferencial de uno de éstos aparece nuevamente el ope- 
rador integración y, entonces, los puntos críticos deben cumplir ciertas condiciones que tienen que ver 
con el operador integración y los elementos del espacio donde está contenido el dominio del funcional. 


» Ejemplo 6.77 Recordemos que la curva de longitud mínima que une a dos puntos en el plano es 
aquella donde el funcional 


= [ ТТ, rectos 


alcanza un mínimo. Por el ejemplo 6.65 


, Е b FH 
(к= | AFP 


y, por tanto, si el problema tiene solución f, entonces debe satisfacer 


b AS 
| DR Vh € C! [a,b] a (6.70) 


VIIP 


Así, necesitamos encontrar condiciones que nos ayuden a determinar qué funciones cumplen, por 
ejemplo, con (6.70). Los tres siguientes lemas están diseñados para tal objetivo. 


Lemas básicos 


Lema 6.1 (Lagrange) Sea f € C [a,b] una función tal que 


[ т=о 


para toda h € C [a,b] tal que h (a) = h (b) = 0. Entonces f = 0 en [a,b]. 


DEMOSTRACIÓN BI Supongamos que f (xo) 4 0 para algún xo € [a,b]. Por continuidad de f existe un intervalo [x;,x2] 
C [a,b] alrededor de хо tal que f (x) tiene el mismo signo que f (xo) en [x,,x2]. Sea 


_ J (х—хд)(ю—х) sim<x<x 
h(x) -{ 0 en otro caso 


Entonces h € C [a,b], h(a) = h(b) = 0 y f (x)h(x) tiene el mismo signo que f (x) en [xi,x5]; pero 
f? fh — f ze РА 3 0, lo cual es una contradicción. NI 


Lema 6.2 Sea f € C [a,b] tal que 


b 
|| fh =0 (6.71) 


para toda h € C! [a,b] que satisface h(a) = h(b) = 0, entonces f es constante en [a,b] . 
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DEMOSTRACIÓN Ш Note que si se añade la hipótesis f € C! [a,b], la demostración es inmediata al integrar por partes y 
utilizar el lema de Lagrange (lema 6.1). Demostremos este lema sólo suponiendo que f es continua en 


[a,b]. Sea 
1 op. 
e- = | Jfa 


Entonces por (6.71), se tiene 


Pu-an=o (6.72) 


para toda Л € C! [a,b] con h(a) = h(b) = 0. Sea 


entonces / (t) = f (t) — c y, por ende, h' € C [a,b]. Además, 


h(a) -0y 


tow ([ 7) с-а = 


Entonces, al aplicar a esta h particular (6.72) se obtiene 
b 
] 4-94-2-9. 
Por tanto, el producto interior de f — c consigo misma en el espacio С[а, b] es cero; luego f = c. В 
Lema 6.3 (Du Bois-Reymond) Sean у, € Cla, b] tales que 


b 
/ (oh+:ph') = 0 (6.73) 


para toda h € С! [a,b] que satisface la condición h(a) = h(b) = 0. Entonces v» € С! [a,b] y además 
V = v en lab]: 


DEMOSTRACIÓN M Sea 


Entonces F' (x) = y (x) V x € [a,b]; luego F € С! [a,b]. Por otra parte, para toda h € С! [a,b], con h (a) = 


h(b) = 0, se tiene 
b b 
je 


| 
ч 
> 
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y por (6.73) se deduce que 


Del lema 6.2 


lo cual prueba que 4 € C! [а,Ь]. Finalmente, 


0 = Е! = р. Ш 


» Ejemplo 6.78 (Geodésicas en el plano) Sea J (f) = f^ 4/1 [7], f € C! [a,b]. Se quiere encontrar 
los puntos críticos de este funcional que satisfagan la condición f (a) — A y f (b) — B. Por el (6.70) del 
ejemplo 6.77 los puntos críticos de este funcional satisfacen 


н. [e 


para toda h € С! [a,b]. Por el lema 6.2 


A 
Tof] 
donde c, es una constante; de aquí que 
f=0 
donde о es una constante. Por tanto, 
f (x) =0x+8 


que, como es natural, es la línea recta que pasa por los puntos (a,A) y (b,B), con a = (B — A)/(b — a) 
y В = (bA— Ba)/(b — a).« 


2 


» Ejemplo 6.79 (Braquistócrona) Sea J(f) — . Se quieren encontrar los puntos 


al 


críticos de este funcional con la condición f (a) — A y f (b) — B. Por el ejemplo 6.67 (ya que el operador 
integración es lineal y continuo), se debe tener 


; 1/2 
fh- fh (1077) =0 
3/2 
a f? (ve c)" 2/9 
f 
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Í 1/2 
р qU 
pal? торп (6.74) 
Por tanto, 
" 1/2 ia 
1 С А EA Р) " ijs Е (ve cy)" 
Ж ЛЕ. 27 r (1+0) =p 


ы ; (05 (P) 2 Popp 


luego, 


1 


эл (i lar (1 cry) (PY (1+(1+277)| "E 


que equivale a 
Й 2 2 2 Й ^2 2 
2f f (1e Gy ) -GY (1 0 260) =- (1 0) 
y que se reduce a 
2f" f (f) «1-0. 
Si se multiplica la última igualdad en ambos lados por f", se obtiene 
2f ff (107) =0 


que equivale a 


y, por tanto, 
Ff(1«0y) =с 


donde c es una constante, la cual es la ecuación diferencial de la braquistócrona (6.61) que Bernoulli 
propuso para resolver este problema y que vimos en el apartado de problemas físicos al inicio de esta 
sección (cfr. pág. 675).«4 


Los funcionales que propusimos para resolver los problemas físicos al inicio de esta sección son de 
una de las formas generales: 


1. J:C[a,b] —>R, definido por 


= Fasa 


720 CAPÍTULO6 | Aplicaciones 


donde F es una función clase C! en [a,b] x R; esto es, una función diferenciable con continuidad 
en [a,b] x R. 


2. Ј: С! [a,b] — R, definido como 


b 
л) = FRAY (6.75) 


donde F es una función clase С! en [a,b] x R; esto es, una función diferenciable con continuidad 
en [a,b] x R. 


Es posible establecer condiciones necesarias generales para que este par de funcionales alcancen 
valores óptimos. 


Condiciones necesarias para que el funcional J (f) = f’ F (x, f (x)) dx 
alcance un extremo relativo 


Supongamos que F : [a,b] x R — К, es una función diferenciable con continuidad en [a,b] х К. Se define 
J:C[a,b] ^ R como 


10) f FG.feoyas (6.76) 
Sea Jı : C[a,b] > R, f — JA (f) , donde 

AAE) = FG. f). 
Si f,h € Cla,b] y x € [a,b] son fijos, entonces 


F(x, f(x) -th(x)) -F (x, /(х)) 


lim : =P дух) 
= S. Gf e)hG). 
хә 


Sea L : Cla,b] — C[a, b] la transformación definida, para cada y € [a,b], como 
дЕ 
(Lu)y = 5 — (у, /(у))щ(у). 
x2 


дЕ 
Lu € Cla, b] porque — , f у и son funciones continuas en [а,Ь]; claramente L es lineal. Como la función 


Ox» : 
дЕ 
ye 35 f(y)) es continua en fa, b], entonces es acotada y, por tanto, existe M > 0 tal que 
X2 
дЕ 
Е 
X2 


para todo y € [a,b]. Así que, para todo y € [a,b], 
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y, por ende, 
||Lul| < M | ul]. 


por lo que L es continua. Por el teorema del valor medio existe c entre f(x) y f (x) +h(x) tal que 


Por tanto, 
д д Е 
F(x. fox) HAA) РО 0) EEO] = E f())h6) — E (809) 
д дЕ 
-|E asa) 5650) Into)! 
д д 
<| O) эу (с) II 
Lo cual implica 
F(x, f(x) -hG9)) -F (x, (х) — E Gs P0) OF дЕ 
р 5 5667090 569) 
в 2 
дЕ А o 
Ya que du es continua, dado = > 0 existe ó tal que 
le) Gol 3 |) ¿Eto <<. 
2 x2 
Entonces, 
А. «o = |Р) с = 10.709) – El < 6 
дЕ дЕ 
стщ ыр ыле A 
Esto es, 
es decir, 


Por tanto, Jı es diferenciable en f y Jį (f) = L. Por la regla de la cadena y el ejemplo 6.61 J es diferen- 
ciable en todo f € Cla,b] y 
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Entonces, si J alcanza un extremo relativo en f se debe tener 


b 
a E Gf) Gd =0 


дЕ 
рага todo Л € C[a, b]. Esto implica la función х > ae (x, f (x)) es ortogonal a toda función л € Cla, b] y, 
X2 


por ende, 


дЕ 
às f) = 0. 


Esta es la condición necesaria para que el funcional (6.76) alcance un extremo en f. 


Condición de Euler 


Ahora investiguemos condiciones necesarias para que el funcional 


b 
10) | воло) о) а, (677) 
donde f € С! [a,b] у F es una función clase C!, alcance un extremo. De manera similar al caso anterior, 


podemos mostrar que la diferencial de la función f к> Л (f), donde Ji(f)(x) = F (x, f(x). f'(x)) es 
diferenciable y que la diferencial de J, es la aplicación л > Л (f), con 


Л Cf) h(x) = 5 Ge. Р(х), f 0) Aa) HE (х, (а), f) (x). 
Por lo que J es diferenciable y, por la regla de la cadena y el ejemplo 6.61, 
b 

(ho | IG f P) EGo)Was. 

Por ello, si J alcanza un extremo en f, entonces debe cumplir 
b 
/ [F, (x, f, f) h +F, (x,y,y)h']dx =0 Vh e Cl [a,b]. 

Por el lema de Dubois-Reymond se debe tener 


9f dx |97 


La relación (6.78) es conocida como condición necesaria de Euler para que el funcional (6.77) alcance 


S Mise E РЕ) s (6.78) 


un extremo relativo. 


» Ejemplo 6.80 (Distancia mínima) En el problema de la distancia mínima entre dos puntos en el 


(= Parr. 


Entonces, si f € C! [a,b] es un mínimo de J, de la condición (6.78), se debe cumplir 


(s) EEE) 


plano, el funcional a minimizar es 
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esto es, 


y, por tanto, 


donde c, es una constante; luego 
Р(х) = сіх+с. 


» Ejemplo 6.81 (Braquistócrona) Nuevamente si consideramos el problema de la braquistócrona, el 


1 [f* 1+0) 
= om US 


La condición de Euler (6.78) para este caso es 


funcional a minimizar es 


д +A afa | ray 
of F dx | дў f 


esto es 


ү em 
pn (e cy)" Е 2 f3/2 


que es la relación (6.74) del ejemplo 6.79, donde vimos que conduce a la ecuación diferencial de la 
braquistócrona (6.61) 


(1 + y) — 
» Ejemplo 6.82 Hallar las funciones donde el funcional 


1 
0 


IP= | af) +16708) E eU" Pas, 
con la condición de frontera 


I9 e (6.79) 


alcanza valores extremos. «4 
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Solución Еп este caso F (x, f, f^) =16/2+16ff'" +4(f")?. Entonces, 


дЕ 
Эр = Mae 
дЕ 
ap = 167187 у 
а (дЕ j á 


Por tanto, la ecuación de Euler que corresponde es 
32f --16/' = 167 +87" 


que equivale a 


f'-4f-0 (6.80) 
Utilizando el ejercicio propuesto 191 de este capítulo (cfr. pág. 751), el polinomio característico es 
3-420 
que tiene por raíces a Àj = 2 y А = —2, con lo que la solución general de (6.80) está dada por 
Р= Спе + Се". 
Сото (0) =0 y (1) = e? — е_?, entonces se debe cumplir 


Ci¡+C,=0 


Ce EE Cog? -g-g? 
y al resolver el sistema obtenemos C, = 1 y С = — 1. Por tanto, J alcanza un extremo en 
fo(x) = е — e ?* = 2senh(2x), x € [0,1] (6.81) 


el cual puede ser máximo o mínimo o punto de silla. Sin embargo, dado que la solución de (6.80) con 
las condiciones de frontera (6.79) es única, y 


10- [алау zo 


se desprende que en (6.81) J alcanza máximo relativo y, de hecho, absoluto. El valor mínimo, si existe, 
se alcanza en la solución de 
Af -2f' =0 


con la condición de frontera (6.79). Pero la anterior ecuación equivale a 


Us 


—2 
dx f 


que al separar variables produce 
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y al integrar y reducir se obtiene 
Jis) etur af 0. 


Ninguna de estas funciones, para cualquier valor de Су, cumple con la condición de frontera f(0) = 
0, F(1) = e? — e?. Por ende, J no tiene mínimos relativos ni absolutos en C! [0,1] que satisfagan la 
condición de frontera (6.79). Y 


6.8.7 Dinámica de un monopolista 
Supongamos” que una empresa monopolista produce una sola mercancía, con un costo total por unidad 
de tiempo que es una función cuadrática de la cantidad producida: 
q(u) = Ai? +Ви +С 


donde A,B y C son constantes positivas. Se supone que la cantidad demandada depende del precio p(t) 
y de su razón instantánea de cambio p'(t) en la forma 


y=ap+b+hp', 
donde a < 0, b 0 y h Æ 0, y que toda la mercancía que se produce es consumida por el mercado. 
Entonces, la ganancia de la empresa es 
T — pu—q 
—py-d 
= p(ap 4- b 4- hp) — (Ai? +Bu+C) 
= p(ap 4- b - hp) — A(ap 4- b -- hp? — B(ap 4- b - hp) — C. 


El objetivo es hacer máxima la ganacia en un intervalo de tiempo [0,7]; por tanto, se debe hallar el valor 
máximo del funcional 


Jp a (p(ap 4- b -- hp") — A(ap - b-- hp)? — B(ap -- b-- hp) — C) dt (6.82) 
sujeto a la condición de frontera 
p(0) = р (6.83) 
En este caso 
F(t,p,p') = p(ap - b-- hp') —A(ap+b+hp'? — Blap+b+hp') -C 
entonces, 


дЕ 
з= 2ap 4- hp! – 2Aa(ap 4- b 4- hp') — Ва, 
Р 


24Cfr. The American Mathematical Monthly, vol. 31, núm. 2 (febrero, 1924), pp. 77-83. 
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дЕ 

ВУ = hp-2Ah(ap+b+hp') — Bh y 
d (Е 
—|— | = hp! —2Ah(ap! + Ар"). 
2 (95) р (ар +") 


La condición de Euler para este problema es 
hp' —2Ah(ap' + hp") = 2ар+һр —2Aa(ap +b - hp) — Ba 
que se reduce a 
2А? p" -- 2a(1— Aa)p = Ba + 2Aab — b (6.84) 
El polinomio característico (cfr. problema propuesto 198) está dado por 
2A А2 -2a(1— Аа) =0 
cuyas raíces son” 


1 /a(da—1) 


Iesn -A 


Así, la solución de la ecuación diferencial homogénea asociada a la ecuación (6.84) es 
pat) = Спе +00", 
Si p = po es una solución constante de (6.84), entonces 
2a(1— Aa) po = Ba +2Aab — b 


y, por tanto,” 


Ba--2Aab — b 
Е qan Ad] ic 
por lo que la solución de (6.84) es 
p'(t) = Сех Се + pg (6.86) 


La solución (6.86) debe, además, satisfacer las condiciones de frontera (6.83). Se obtiene entonces el 
sistema lineal 
Ci +C = pi — po 
Cie" Cet = po = po 


que tiene solución única 


_ Pi — po — (pa — po)e^? 


© = 227 


?5Note que a(Aa — 1) = Аа? — a > 0 porquea<0yA>0. 


26 Observe que ро es positivo porque а < 0 y las demás constantes son positivas. 


6.8.8 Epílogo 
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_Pi=Po— (p2—poje" 


C 1—e-2T 


Hemos probado que si el funcional (6.82) sujeto a las condiciones de frontera (6.83) tiene un máximo, 
entonces éste debe alcanzar p*, donde р“ (1) está dado por (6.86) y, Ci, C» son los valores precedentes. 
Desafortunadamente, no podemos determinar, con la información que tenemos, si en p* se alcanza un 
máximo, o si en realidad ahí se tiene un mínimo o un punto de silla. Para ello es necesario conocer más 
información acerca de los parámetros del problema. 


Dar condiciones suficientes para determinar si en un punto crítico se alcanza un máximo o un mínimo 
o un punto silla, de un funcional, en un espacio normado de dimensión infinita, que se apliquen con 
relativa facilidad —como el criterio de signos de los valores propios de la matriz hessiana para el caso 
de dimensión finita— al menos para los problemas que hemos visto en esta sección, es complejo y no lo 
trataremos en este libro. En el problema planteado por Evans y en el de la braquistócrona, únicamente 
encontramos que en ambos existe un único punto que es el candidato, para que en él se alcance un valor 
óptimo. Pero no demostramos que en el primero se tiene un máximo y en el segundo un mínimo. En 
el caso de la braquistócrona Newton y J. Bernoulli tampoco lo hicieron; esto no es de ninguna manera 
un consuelo. Lo ünico que se quiere mostrar es que la naturaleza de este tipo de problemas es muy 
delicada y que, en general, en las aplicaciones surgen dificultades como éstas. Más aün, seguramente el 
lector puede hacer una crítica objetiva de la manera de resolver estos problemas; por ejemplo el de la 
braquistócrona. En él se puede cuestionar si efectivamente existe conservación de energía; o si el símil 
del deslizamiento del abalorio con el movimiento de la luz, a través de medios con distinta densidad, 
dado por Bernoulli es correcto; o por qué se evitó la mención de la discontinuidad en cero del integrando 
del funcional que se desea minimizar y, por tanto, la probable no convergencia de la integral; o por qué se 
derivó el integrando considerando f 4 0 en todo el intervalo [0,5]. Las dos primeras cuestiones tienen 
que ver con el planteamiento físico y con la naturaleza y filosofía de esta ciencia (la Física) y sólo 
la contrastación experimental puede validar si Newton y Bernoulli tenían razón.” Las últimas dos son 
dificultades técnicas de carácter matemático que se pueden soslayar cambiando el conjunto de funciones 
admisibles; es decir, el espacio vectorial y la norma; algo que no se hizo para evitar distraer al lector 
con más detalles y tratar el problema en el marco matemático más simple que fue posible. Sin embargo, 
sí existen criterios matemáticos que dan condiciones suficientes para determinar la naturaleza de los 
puntos críticos para los funcionales que hemos estudiado en esta sección y para otros que se presentan 
en muchas aplicaciones. Se invita al lector a consultar la bibliografía dada en este libro para conocerlos 
y, de ser posible, estudiarlos. Aquí, mediante una transición natural del concepto de derivación para 
funciones de una variable real al concepto de diferencial de funciones en espacios vectoriales, mostrando 
cómo adquieren relevancia los términos de espacio vectorial, normas, transformaciones lineales, etc., se 
buscó introducir en forma muy elemental al lector en el fascinante tema del cálculo de variaciones como 
una excelente razón para ilustrar la importancia y relación que tiene el análisis lineal (álgebra lineal) 
con otras ramas avanzadas de las mátemáticas y sus aplicaciones. 


?7 Cfr. An experimental study of the brachistochrone, Е. M. Phelps III, et al., 1982, Eur. J. Phys. 3 1-4. 
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6.9 Ejercicios propuestos 


El lector encontrará la respuesta a los ejercicios en cursiva en el apéndice E al final del libro. 
Matrices de incidencia y teoría de grafos (respuestas en páginas 1092-1093) 


En los ejercicios 1 a 4 encontrar la matriz de incidencia A para el digrafo dado. 


1 Р, P, 3 Ps 
Р, Pa 
P, P 
Pi P, 
2B Р, 
4 Pi P, 
Р; 
Б Ps 
P, Pa 


5 Utilizar el teorema 6.1 para encontrar el número de formas distintas en las que Pz puede enviar un 
mensaje, con dos intermediarios, a P» para el digrafo del ejercicio 1 y escribir las 3-cadenas correspon- 
dientes. 


6 Utilizar el teorema 6.1 para encontrar el número de formas distintas en las que Р; puede enviar un 
mensaje, con dos intermediarios, a Р, para el digrafo del ejercicio 1 y escribir las 3-cadenas correspon- 
dientes. 


7 Utilizar el teorema 6.1 para encontrar el número de formas distintas en las que P; puede enviar un 
mensaje, con dos intermediarios, a P, para el digrafo del ejercicio 2 y escribir las 3-cadenas correspon- 
dientes. 

8 Utilizar el teorema 6.1 para encontrar el número de formas distintas en las que Р, puede enviar un 
mensaje, con dos intermediarios, a P4 para el digrafo del ejercicio 2 y escribir las 3-cadenas correspon- 
dientes. 

9 Utilizar el teorema 6.1 para encontrar el número de formas distintas en las que Р; puede enviar un men- 
saje, con un intermediario, a P4 para el digrafo del ejercicio 3 y escribir las 2-cadenas correspondientes. 

10 Utilizar el teorema 6.1 para encontrar el número de formas distintas en las que P5 puede enviar un men- 
saje, con un intermediario, a P para el digrafo del ejercicio 3 y escribir las 2-cadenas correspondientes. 

11 Encontrar el número de formas distintas en las que P» puede transmitir a Р; un mensaje en el digrafo del 
ejercicio 4 en a lo más 3 etapas (cuando mucho con dos intermediarios). 
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12 Encontrar el número de formas distintas en las que P4 puede transmitir a P; un mensaje en el digrafo del 
ejercicio 4 en a lo más 3 etapas (cuando mucho con dos intermediarios). 


13 Encontrar el número de formas distintas en las que Р; puede transmitir a Рз un mensaje en el digrafo del 
ejercicio 4 en a lo sumo 2 etapas (a lo más un intermediario). 


14 Mostrar, utilizando el teorema 6.2 (cfr. pág. 585), que el digrafo del ejercicio 4 no tiene clanes. 
15 Mostrar, utilizando el teorema 6.2 (cfr. pág. 585), que el digrafo del ejercicio 2 no tiene clanes. 


16 Sea la matriz de incidencia 


010101 
101100 
 l401t1 

Ae] ge dXeday d ow 
001101 
1010610 


(a) Encontrar la matriz asociada B = « (A). 

(b) Bosquejar el digrafo de la matriz A. 

(c) Utilizar el teorema 6.2 para probar que todo punto del digrafo pertenece a un clan. 
(d) Hallar los clanes del digrafo. 


17 Sea la matriz de incidencia 


© QA eA ке ES 
Co WO ке к= RS 
SS ue Egg 
Rh RO 
= о = OS 
CO qe gem e E 


(a) Encontrar la matriz asociada B = « (A). 

(b) Bosquejar el digrafo de la matriz A. 

(c) Utilizar el teorema 6.2 para probar que todo punto del digrafo pertenece a un clan. 
(d) Hallar los clanes del digrafo. 


18 Sea la matriz de incidencia 


01.0001 
1.0 IL 0 1 1 
0. 1 0 1.1 I 
де оол т 1-0 
0 1 1 10 1 
1 E Jo 3 0 


(a) Encontrar la matriz asociada B = Y (A). 

(b) Bosquejar el digrafo de la matriz A. 

(c) Utilizar el teorema 6.2 para probar que todo punto del digrafo pertenece a un clan. 
(d) Hallar los clanes del digrafo. 


19 Sea la matriz de incidencia 


RSS 
Qe Qe 
оњ о 
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(a) Probar que A corresponde a una relación de dominancia total. 
(b) Determinar las relaciones de dominancia entre los individuos P; en a lo más dos etapas. 
20 Sea la matriz de incidencia 


0-0. 1 1 
100 1 
0 10 1 
0.000 


(a) Probar que A corresponde a una relación de dominancia total. 
(b) Determinar las relaciones de dominancia entre los individuos P; en a lo sumo dos etapas. 


21 Sea la matriz de incidencia 


p emm CS 
=> © со QC XQ 
он-он н 
оо но 
© ©5 = ©2652 


(a) Probar que A corresponde a una relación de dominancia total. 
(b) Determinar las relaciones de dominancia entre los individuos Р; en dos etapas cuando mucho. 


22 Encontrar el menor nümero de etapas que necesita P, para dominar a P» en el ejercicio anterior. 


23 Sea la matriz de incidencia 


Ќо н о 
ооо 


0 
0 
1 
0 


оо н о 


(a) Probar que A corresponde а una relación de dominancia parcial. 
(b) Determinar las relaciones de dominancia entre los individuos P; en dos etapas a lo sumo. 


24 Sea la matriz de incidencia 


010 101 
0. 0. 1 0 0 0 
0.0 0 1 0 1 
000000 
000 10 I 
0-0 0 0 0.00 


(a) Probar que A corresponde a una relación de dominancia parcial. 
(b) Determinar las relaciones de dominancia entre los individuos P; en a lo más dos etapas. 


Redes de conducción y principios de conservación (respuestas en páginas 1093-1094) 
Flujo vehicular y redes de conducción 


25 Determinar los valores x;, j — 1,2,3,4, del siguiente diagrama de flujo vehicular: 
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350 Xi 

400 A XI D 400 
» 450 

550 B X3 C 430 
450 480 


26 Demostrar que el sistema lineal que corresponde al problema de encontrar los valores ху, j = 1,2,3,4, 
del diagrama de flujo vehicular contenido en la siguiente figura es consistente si y sólo si la cantidad de 
vehículos que entra al circuito es igual a la cantidad de vehículos que sale del mismo; esto es, 


о Һа +03 + ол = В. + b2 + 83 + Ba 


e Ba 
XE. A XI D Q4 
хә X4 
E CLIE qu Ba 
b2 аз 


27 (a) Hallar todas las posibles magnitudes de los flujos f; 


de la siguiente red conductora. 


(b) Si no existe la posibilidad de cambiar las direcciones 
en cada uno de los conductores de la red, determinar 
las condiciones que deben cumplir las magnitudes de 


los flujos f;. 
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300 


28 La red del siguiente diagrama conduce agua; las unidades 
de los flujos son en litros por minuto. 


(a) Encontrar todos los posibles valores de los flujos f;. 

(b) Si la tubería que corresponde al flujo f4 es cerrada, 
hallar los valores de los flujos f; de la red. 

(c) En las condiciones del inciso anterior, determinar el 
valor mínimo de f, si las direcciones de los flujos еп 
el diagrama no se pueden invertir. 


140 


29 La red del siguiente diagrama conduce agua con flujos en 
unidades de litros por minuto. Por cuestiones técnicas no 
es posible invertir las direcciones de los flujos que se 
muestran en ese esquema. 


(a) Determinar los posibles valores de los flujos f; (con 
las respectivas restricciones). 

(b) Si la tubería que corresponde a f3 se cierra y se debe 
mantener en cada tubería un flujo no superior a 40 li- 
tros por minuto, encontrar los valores que deben tener 


los flujos fs y fa. 


Circuitos eléctricos 


En los ejercicios 30 a 37 encontrar las corrientes /; del circuito dado. 


30 ibd 6V 33 ja 16V 
1 
49 
Lh 
34 aQ 
lh 


35 40 14У 


10У 6Q 


h 


B 
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20V 


38 Probar que para el siguiente circuito se tiene: 


: : R R 
2 1 
a) h = I b) L = I 
ms (=) mrs (zz) 
R, = E = X3 
Ri Р 
ГА donde 
LE d 1 
R Е R 


39 Fn el siguiente circuito 


8V 


Hallar la fuerza electromotriz E y las corrientes /; si se sabe que 
I1; =2A. 


Balance químico 


En los ejercicios 40 a 49 balancear las ecuaciones químicas dadas. 


40 Na+ H20 —> NaOH + H5. 

41 Fe +0 —> Fe505. 

42 MnO: + KOH + О» —> K2MnO,4 + H20. 

43 K;MnO, + СО» + H2O —> KMnO, + MnO; + КНСО)}. 
44 C2H4 + О —> СО, + ЊО. 

45 MnO: + HCl — МАСІ, + H20 + Cb. 

46 C 4 HNO3 — NO» + CO, + H20. 

47 CO+Fe203 — Fe + СО». 

48 НСІ + HCIO; — H20 + Cl}. 

49 FeCl;-- HS — FeCl 4- HCl 4- S. 
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Análisis insumo-producto (respuestas en página 1094) 


Modelo para economía abierta 


50 Una economía hipotética consta de dos industrias, Гу, Z2, con la siguiente tabla de insumo-demanda- 


Consumidor Demanda | Producción 
Productor h b final total 


producción: 


Encontrar el correspondiente vector de producción х si la demanda cambia а: 
(a) h — (20,30). (b) h = (35,50). 
Las cifras están en millones de unidades monetarias. 


51 Una economía hipotética consta de dos industrias, 71, Z2, con la siguiente tabla de insumo-demanda- 
producción: 


Consumidor | Demanda | Producción 
Productor L h final total 


1 15 10 5 30 
h 5 20 15 40 


Encontrar el correspondiente vector de producción x si la demanda cambia a: 
(a) h= (10,20). (b) h= (25,50). 


Las cifras están en millones de unidades monetarias. 


52 Una economía hipotética consta de dos industrias, Г, Z2, con la siguiente tabla de insumo-demanda- 


Consumidor Demanda | Producción 
Productor h b final total 


producción: 


Encontrar el correspondiente vector de producción x si la demanda cambia a: 
(a) h = (33,44). (b) h= (44,22). 
Las cifras están en millones de unidades monetarias. 
53 Una economía hipotética consta de dos industrias, Г, J2, con la siguiente tabla de insumo-demanda- 


Consumidor | Demanda | Producción 
Productor h b final total 


producción: 


3 20 13 36 
18 10 12 40 


Encontrar el correspondiente vector de producción x si la demanda cambia a: 
(a) h — (42,63). (b) h = (84,126). 


Las cifras están en millones de unidades monetarias. 
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54 Una economía hipotética consta de tres industrias, Г, Г» e 13, con la siguiente tabla de insumo-demanda- 
producción: 


Consumidor Demanda | Producción 
Productor h Ь h final total 
L 80 100 200 20 400 


b 80 100 100 40 320 
В 80 60 100 60 300 


Encontrar el correspondiente vector de producción х si la demanda cambia a: 
(a) h= (33,66,99). (b) h= (66,132,198). 


Las cifras están en millones de unidades monetarias. 


55 Una economía hipotética consta de tres industrias, J1, I2 e /з, con la siguiente tabla de insumo-demanda- 


producción: 
Consumidor | Demanda | Producción 
Productor h Lb h | final total 
l 5 20 20 15 60 
Lb 15 10 15 40 80 
ГА 10 20 10 20 60 


Encontrar el correspondiente vector de producción х si la demanda cambia a: 
(a) h= (46,92,46). (b) h= (92,138,184). 


Las cifras están en millones de unidades monetarias. 
56 Una economía hipotética consta de tres industrias, 71, Го e 13, con la siguiente tabla de insumo-demanda- 
producción: 


Consumidor | Demanda | Producción 


Productor h Lb h final total 


Encontrar el correspondiente vector de producción X si la demanda cambia a: 
(a) h = (23,46,23). (b) ћ = (46,69,46). 


Las cifras están en millones de unidades monetarias. 
57 Una economía está dividida en dos sectores: |, р. La siguiente tabla contiene la información (hipotética) 
del intercambio de las cantidades de insumos entre ellas por unidad de producción: 


i s id 
Productor h 


МС 
1/4 1/2 


Encontrar las cantidades que tienen que producir (en millones de unidades monetarias) estas industrias 


para satisfacer la demanda final: 


e 60 unidades del sector Л. e 120 unidades del sector J. 
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58 Una economía está dividida en dos sectores: Г, b. La siguiente tabla contiene la información (hipotética) 


59 


del intercambio de las cantidades de insumos entre ellas por unidad de producción: 


Consumidor 
Productor h b 


b 1/4 11/36 


h | 1/2 1/6 | 


Encontrar las cantidades que tienen que producir (en millones de unidades monetarias) estas industrias 
para satisfacer la demanda final: 


e 44 unidades del sector Д. e 66 unidades del sector h. 


Una economía está dividida en dos sectores: 71, b. La siguiente tabla contiene la información (hipotética) 
del intercambio de las cantidades de insumos entre ellas por unidad de producción: 


Consumidor 
Productor h b 


| 1/5 3/8 | 


2/5 1/4 


Encontrar las cantidades que tienen que producir (en millones de unidades monetarias) estas industrias 
para satisfacer la demanda final: 


e 72 unidades del sector Д. e 90 unidades del sector h. 


60 Una economía está dividida en tres sectores: Д, № e В. La siguiente tabla contiene la información 


6 


-— 


(hipotética) del intercambio de las cantidades de insumos entre ellas por unidad de producción: 


Consumidor 
Productor Eb В 
1 1/4 1/3 1/4 


1/4 1/6 1/2 
1/4 1/3 1/4 


Encontrar las cantidades que tienen que producir (en millones de unidades monetarias) estas industrias 
para satisfacer la demanda final: 


e 40 unidades del sector Д. e 80 unidades del sector h. e 64 unidades del sector /5. 


Una economía está dividida en tres sectores: Д, h e Д. La siguiente tabla contiene la información 
(hipotética) del intercambio de las cantidades de insumos entre ellas por unidad de producción: 


Consumidor 
Productor h Lh Hh 


2/5 25 1/5 


1/5 3/10 1/10 
1/10 1/10 3/10 


Encontrar las cantidades que tienen que producir (en millones de unidades monetarias) estas industrias 
para satisfacer la demanda final: 


e 42 unidades del sector Д. e 84 unidades del sector h. e 21 unidades del sector Љ. 
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62 Una economía está dividida en tres sectores: Л, h e Д. La siguiente tabla contiene la información 
(hipotética) del intercambio de las cantidades de insumos entre ellas por unidad de producción: 


Consumidor 

Productor L b h 
1/5. 1/5 2/5 
1/5 27$ 1/5 


2/5 1/5 1/5 


Encontrar las cantidades que tienen que producir (en millones de unidades monetarias) estas industrias 
para satisfacer la demanda final: 


e 24 unidades del sector Л. e 72 unidades del sector Jh. e 48 unidades del sector 15. 
Modelo para economía cerrada 


63 En una economía sencilla la distribución insumo-producto se lleva de acuerdo con la siguiente tabla 
(hipotética): 
Productor 
Consumidor | A B C 
0 2/5 2/5 


3/5 1/5 2/5 
2/5 2/5 1/5 


(a) Encontrar qué condición debe cumplir el vector de producción para que los ingresos sean iguales a 
los egresos en cada sector. 
(b) Calcular el vector de producción si el sector C fija su producción en 70 unidades. 


64 En una economía sencilla la distribución insumo-producto se lleva de acuerdo con la siguiente tabla 


(hipotética): 
Productor 
Consumidor | A B C 
A 2/7 3/14 277 
B 3/7 4/7 3/7 
C 2/7 3/14 1/7 


(a) Encontrar qué condición debe cumplir el vector de producción para que los ingresos sean iguales а 
los egresos en cada sector. 
(b) Calcular el vector de producción si el sector C fija su producción en 35 unidades. 


65 En una economía sencilla la distribución insumo-producto se lleva de acuerdo con la siguiente tabla 
(hipotética): 


Productor 
Consumidor 
WE 2/5 2/5 


2/5 1/5 2/5 
2/5 2/5 1/5 


(a) Encontrar qué condición debe cumplir el vector de producción para que los ingresos sean iguales а 
los egresos en cada sector. 
(b) Calcular el vector de producción si el sector C fija su producción en 50 unidades. 
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66 Una economía simple (hipotética) consta de tres sectores: carbón, electricidad y acero. Todo lo que 


produce cada sector es consumido entre ellos mismos de acuerdo con la siguiente tabla: 


Productor 
Consumidor | Carbón Electricidad Acero 


Carbón 30% 20% 50% 
Electricidad 40% 50% 30% 
Acero 30% 30% 20% 


Encontrar los precios de equilibrio; es decir, la producción que debe tener cada sector de tal manera que 
sus ingresos igualen a sus egresos. 


Inversa de la matriz de Leontief y método de aproximación 
En los ejercicios 67 a 69 encontrar el menor entero y que se requiere para aproximar la inversa de la 


matriz de Leontief para la matriz de insumos A con la tolerancia Т y entonces calcular la aproximación 
(I, — A) z 13A FA”. 


67 Т=1ї0*у 69 T =0.001 y 
0.01 0.01 0.02 0.04 041 01 04 01 
A-| 002 001 0.01 0.01 д—| 01 01 01 0.1 
© | 0.02 0.00 0.00 0.01 |' "let 01 01 01 
0.01 0.02 0.02 0.00 01 0.1 01 0.1 
68 T=10* 


0 0.06 0 0 0 

0.07 0 0.03 0 0 

А = | 0.01 0.02 0.05 0 0 
0 0 0 0.05 0.02 

0 0 0 0.03 0.04 


Programación lineal (respuestas en páginas 1094-1095) 
Enfoque geométrico 


En los ejercicios 70 a 78 encontrar el máximo y el mínimo, si existen, de la función objetivo f con 
las restricciones dadas; bosquejando geométricamente el conjunto factible, calculando los puntos esqui- 
na, resolviendo los sistemas lineales correspondientes y aplicando el teorema fundamental de la progra- 
mación lineal. 


70 Optimizar f=x+y 71 Optimizar f=4x+2y 
3x + y > 10 Зх — 2y > -1 
sujeto a X + 4y < 18 X + Зу < 18 
2x — 3 < 3 sujeto a 2x + y < 16 
xy 0 х — Зу < 1 
x + Зу > T 
xy>0 
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72 Optimizar f = 30х-+ 20у 74 Optimizar f=3x+4y 
—20x + 30у < 700 5x + 5y > 25 
an 20x + 20y < 1800 sujeto a 4х + 8y > 32 
20x — 20y < 600 3x + бу > 18 
20x + 30y > 1100 AY 20 
жур 
73 Optimizar fy 75 Optimizar f —2x-4y 
3x + oy zm mMm AX + y > 9 
—x + 4y < 18 ; 2y + 2y >= 10 
sujeto a 3x + 2 < 30 шоо Зх — 4 < 8 
E ә 3x — у < 20 
x + Зу > 9 x,9 250 
жу 


76 Optimizar f=-4x+2y 
sujeto a { 


77 Las mismas restricciones que el problema anterior, pero la función objetivo f — 4x 4- 2y. 

78 Las mismas restricciones del ejercicio 76, pero con la función objetivo f — 2x — 3y. 

79 Una corredora de inversiones desea invertir hasta 25 000 dólares. Puede comprar una obligación de tipo 
T, que produce 12% de rendimiento sobre la cantidad invertida, y puede comprar una de tipo S, que 
produce 18 % de rendimiento sobre la cantidad invertida. Desea invertir en la obligación tipo Т al menos 
tanto como en la obligación del tipo S; invertir al menos 5 000 dólares en la obligación tipo T y no más 
de 8 000 dólares en la obligación tipo S. ¿Cúanto debe invertir en cada tipo de obligación para maximizar 
su rendimiento? 

80 Un dietólogo quiere usar el alimento 1 y el alimento 2 para proporcionar ciertas cantidades mínimas 
de vitaminas A, B y C. Los datos para las cantidades de vitaminas, las necesidades y los costos se 
dan en la tabla siguiente. ¿Qué cantidad de cada alimento deberá usarse para satisfacer las necesidades 


vitamínicas de la manera más económica? 


Alimento 1 
] unidad/g 


3 unidades/g 


C 3unidades/g | 3unidades/g 240 unidades 


Costo 10 centavos/g | 15 centavos/g 


81 Resolver el problema anterior si 


(a) El costo por gramo del alimento 1 es de 20 centavos y el del alimento 2 es de 15 centavos por gramo. 
(b) El costo por gramo del alimento 1 es de 25 centavos y el del alimento 2 es de 20 centavos por gramo. 
(c) El costo por gramo del alimento 1 es de 10 centavos y el del alimento 2 es de 30 centavos por gramo. 


82 Sea r la razón del costo del alimento 1 al alimento 2 del problema del dietólogo del ejercicio 80. 


(a) ¿Cómo debe ser el valor de r para que sea más económico comprar sólo el alimento 1? 
(b) ¿Cómo debe ser el valor de r para que sea más económico comprar sólo el alimento 2? 
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83 Una expendedora de venta de tabaco al mayoreo recibe mensualmente 300 kg de tabaco del tipo R y 
360 kg de tabaco del tipo S. Puede vender una mezcla A, que consta de 3 partes de tabaco tipo R por 2 
partes de S, con una ganancia de $120 por kg; y la mezcla B, que consta de 2 partes de tabaco tipo R 
por 3 partes de tabaco tipo S, con una ganancia de $140 por kg. Hallar la cantidad de cada mezcla que 
la casa deberá preparar mensualmente para maximizar la ganancia por la venta de estas dos mezclas. 


84 Resolver el problema anterior si: 


(a) La ganancia por la mezcla A es de $170 por kg y por la mezcla B de $100 por kg. 
(b) La ganancia por la mezcla A es de $40 por kg y por la mezcla B de $80 por kg. 


85 Un jardinero puede comprar dos tipos de fertilizantes, el fertilizante A y el B. El fertilizante A contiene 
10% de nitrógeno, 10% de fósforo, 10% de potasio y 5% de calcio; mientras que el fertilizante B 
contiene 5% de nitrógeno, 6% de fósforo, 10% de potasio y 10% de calcio. El fertilizante A cuesta 
$10 el kg y el fertilizante B $15 el kilogramo. El jardinero desea poner al menos 2 kg de nitrógeno, 
2 kg de fósforo, 3 kg de potasio y 2 kg de calcio en el jardín. ¿Cúantos kilos de cada tipo de fertilizante 
deberá mezclar para fertilizar de la manera más económica? 

86 Resolver el problema anterior si los costos por kilogramo de los fertilizantes A y B son $15 y $10, 
respectivamente. 

87 Resolver el ejercicio 85 si los costos por kilogramo de los fertilizantes A y B son $8 y $18, respectiva- 


mente. 


Método simplex para el problema estándar de programación lineal 


Resolver los ejercicios 88 a 97 aplicando el método simplex para el problema estándar de programación 


lineal. 


88 Maximizar P = 5x, + 8x2 — 4x3 89 Maximizar Р = 3x, +20 — 4x3 


€ xy 20 +3x3<4 ж +25 + x4 X 6 
J 2x1 + ж + 223 < 3 sujeto а х + 20 — з < 7 
X1,32,X3 20 2x; + X2 + 3x < 8 


X1,32,X3 2 0 


P = 3x1 + +23 
atat ES 


90 Maximizar P = Зх — 2x2 —X3 91 Maximizar 


X+xo-—x<8 


sujeto a 


92 Maximizar 


2x1 + хо + 2x3 + 3x4 € 14 —2x; + 20 + хз < 20 
sujeto a 2x2 + 3x3 + 2x4 < 20 sujeto a —=x1 + 2x2 — 2x3 < 4 
2x1 + хо + 4x3 < 16 4х + 8x2 — 3x3 < 16 
КОКУ ЕСЕ 2 0 X1,22,X3 2 0 
94 Maximizar P = ху + 2хә + 4х3 — x4 95 Minimizar С = —2x1 +2x2 +x3 — 3x4 
йаа 5x, + 2x3 + 6x4 < 30 ёа 4x, + 6x; + 2x3 — 2x4 < 8 
4x, + 2x7 + 2x3 + 8x4 < 40 3x1 + ху — 4x4 + 5x4 < 10 


96 Minimizar 


2x1 + хә + x4 € 6 


X1,X2,X3 2 0 


Р = 2x1 + 4x? + 2x3 + x4 


X1,X2,X3,X4 > 0 


C = –4х +2x2 +x3 — 3x4 


sujeto a 


93 Minimizar 


97 Minimizar 


2x1 + хо + 4x3 < 6 


X1,32,X3 2 0 


С = ху – 3% + 83 


X1,32,X3,X4 > О 


C = —x1 + 3x5 — 4x3 


sujeto a 2x, + 4x2 + 5x3 + 6x4 < 24 —8x1 + 5x? + 4x3 < 30 
J 4x1 + 40 + 2x3 + 2x4 < 6 sujeto a —2x + бо + x< 5 
X1,X2,X3,X4 Z 0 de L dm + x. < 15 


X1,X2,X3 > 0 
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98 Una compañía dispone de 200 kg de cacahuates, 40 kg de almendras y 20 kg de nueces. Empaca tres 


99 


tipos de latas de 400 gramos con estas semillas procesadas. La lata / contiene 200 gramos de cacahuates, 
100 gramos de almendras y 100 gramos de nueces; la lata Т contiene 300 gramos de cacahuates y 100 
gramos de almendras; la lata Ш contiene 400 gramos de cacahuates. Las latas 7, П y Ш se venden en 
$80, $60 y $40, respectivamente. ¿Cuántas latas de cada tipo debe empacar la compañía para maximizar 
sus ingresos? 

Un fabricante de muebles manufactura gabinetes para televisión, sistemas estereofónicos y gabinetes 
para despensa. El proceso de fabricación consta de tres etapas: armar, decorar y embalar. La siguiente 
tabla contiene los tiempos que se utilizan en el proceso para cada artículo, en cada una de esas etapas 


(en horas), el número de horas disponible para cada una de ellas y la utilidad por cada unidad fabricada: 


Gabinete TV | Gabinete ST Tiempo disponible 


Armar 3 10 5 10000 
Decorar 2 8 T 8000 
Embalar 


0. 
$900 $100 $950 


¿Cuántas unidades de cada tipo de gabinete debe fabricar para maximizar su utilidad? 


100 Una empresa fabrica yates en tres modelos. El modelo / requiere 2 semanas de fabricación, el modelo 
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II necesita 2 semanas y el modelo J requiere de 4 semanas en su fabricación. La empresa dispone de 
50 semanas para la fabricación de los yates que va a producir y no puede manufacturar más de un total 
de 20 de estas embarcaciones. Si las ganancias por las ventas del modelo /, el modelo // y el modelo ШТ 
son de $400 000, $300 000 y $600 000, respectivamente, encontrar el número de cada modelo que debe 
fabricar para maximizar su ganancia. 

Un granjero dispone de 50 acres de terreno para sembrar algo de soya, maíz y trigo. El costo de cultivo 
por acre, los días de trabajo que se requieren por acre, la utilidad por acre (en dólares) y las restricciones 
en tiempo y dinero se indican en la siguiente tabla : 


Maíz | Soya | Trigo | Total disponible 


Costo del cultivo por acre $1 800 


Días de trabajo por acre 3 días | 4 días | 5 días 150 días 
Utilidad por acre $250 | $150 | $300 


Encontrar el número de acres que se deben sembrar con cada cultivo para maximizar la ganancia. 


102 Una empresa fabricante de estufas tiene tres plantas, en Monterrey, Guadalajara e Irapuato. Envía a la 


Ciudad de México mensualmente no más de 400 lavadoras procedentes de estas plantas. Los costos por 
unidad de envío de Guadalajara, Irapuato y Monterrey a la Ciudad de México son de $30, $20 y $40, 
respectivamente; mientras que por mano de obra tiene que gastar, en sendas ciudades, por empaque 
de cada unidad $6, $8 y $6. Las utilidades por cada lavadora que produce en Monterrey, Guadalajara 
e Irapuato son de $800, $600 y $700, respectivamente. Encontrar la cantidad de lavadoras que debe 
enviar de cada planta a la Ciudad de México para maximizar su utilidad, si dispone de $10 000 para los 
embarques y $3 000 para los empaques en total. 


Restricciones generales y método simplex de dos fases 


En los ejercicios 103 a 107 aplicar el método simplex de dos fases para resolver el problema de optimi- 


zación dado. 
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103 


105 


107 


108 


109 
110 


111 


112 


113 


| Aplicaciones 


Minimizar C = 7x, + 5x; + 6x3 104 Minimizar C = 7x, + 5x? + бх; 
Xi + 0 + 23 = 10 Xp + х0 + x4 = 10 
sujeto a хі + 2x? + 3x3 < 19 sujeto a xj + 2x2 + 3x3 < 19 
2x1 + 3x3 > 21 2x1 + Зх 2 
X1,32,X3 20 X1,22,X3 > 0 
Maximizar Р = 7x, + 5x; + 6x; 106 Maximizar P = 2x, + 4x2 — 2x3 
a+ хо + хз = 10 х + Зо + хз < 9 
sujeto а хі + 2x5 + 3x4 < 19 sujeto a 2x1 + 3x9 — x3>16 
2xi + 3x3 > 21 3x1 — 2x2 + 2x3 > 20 
X1,X2,x3 2 0 X1,32,X3 > 0 
Minimizar C = 2x4 + + 3x3 
3x; — ж — 4x4 € —12 
sujeto a xı + 3x2 + 2x3 > 10 
х= n+ x42 3 


21,232,353 > 0 


En la producción de un potente insecticida en polvo para uso agrícola, se mezclan tres sustancias quími- 
cas y se venden en bolsas de 100 kg. Los costos por kilogramo de la primera, segunda y tercera sustancia 
son de $15, $20 y $10, respectivamente. Por razones de efectividad la mezcla debe contener por lo me- 
nos 30 kg de la primera sustancia y la cantidad de la tercera sustancia no debe exceder a la cantidad de 
la segunda sustancia. ¿Qué cantidad de cada sustancia debe tener la mezcla de 100 kg para satisfacer los 
requerimientos a un costo mínimo? 

Reducir a un problema de dos variables el ejercicio anterior y comprobar la respuesta. 

Una fábrica tiene dos bodegas en dos ciudades C y D con 40 y 30 unidades de un mismo artículo 
almacenadas, respectivamente. Se requieren enviar 30 unidades a una ciudad B, y 40 unidades a una 
ciudad В». Los costos unitarios de envío son los siguientes: 


e de CaB;: $80 e de C a B2: $70 e de Da Bı: $60 e de D a B2: $40 


Encontrar el número de artículos que la empresa debe enviar de cada bodega a cada ciudad para satisfacer 
la demanda a un costo mínimo de envío. 
Resolver el ejercicio anterior si los costos de envío cambian a 


e de Ca Bı: $70 e de C a B»: $40 e de Da Bı: $30 e de Da B2: $40 


Un inversionista tiene 15 000 dólares con los cuales desea obtener el mayor rendimiento posible. Desea 
invertir en acciones, bonos y en una cuenta de ahorros. Las acciones le pueden dar de rendimiento 10% 
de la inversión, los bonos 7% y en la cuenta de ahorros gana 5%. Dado que las acciones representan 
una inversión de alto riesgo, quiere invertir en ellas no más de la mitad de lo que va a invertir en bonos y 
no más de lo que deposite en la cuenta de ahorros. Además, para mayor seguridad ha decidido depositar 
por lo menos 3 000 dólares en la cuenta de ahorros. ¿Qué cantidad debe invertir en cada de uno de estos 
instrumentos financieros? 

Resolver el ejercicio anterior si las acciones, los bonos y la cuenta de ahorro tienen rendimientos de 8%, 
1% y 5%, respectivamente. 


Dualidad 


En los ejercicios 114 a 118(a) establezca el dual del problema de programación lineal dado y (b) resuelva 
por el método simplex el que convenga para determinar la solución de los dos como se establece en el 
teorema de dualidad (6.4). 
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114 Minimizar C = Зуу 4- 4y; 115 Minimizar C = 2у +3y2 + 4уз 
; 2у\ d Y — 2 yi —yg = Ms > —2 
idee E ty 6 sujeto a + 2+ p2 2 
уу > 0 2y x3 
ynya 20 
116 Maximizar P = 4x, — 2x5 117 Minimizar C = 2у + 3у2 
sujeto а Үле оз sujeto а do О 
J bit x) < 15 J Зу + 4y > 10 
X1,X2 2 0 уу 20 


118 Minimizar C = Ay; + 3у› 
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20 + Y > 6 
; п + »- ə 
t 
dic л + 2% > 8 
ув, + A > 16 
ууз 20 
Un paquete nutricional se forma por la combinación de tres tipos de alimentos. El alimento / contiene 2 


gramos de proteína y 4 gramos de carbohidratos por unidad; el alimento // contiene 3 gramos de proteína 
y un gramo de carbohidratos por unidad; el alimento ШЇ contiene 4 gramos de proteína y 2 gramos de 
carbohidratos por unidad. El paquete debe contener al menos 20 gramos de proteínas y 10 gramos 
de carbohidratos. Si los costos por unidad del alimento 7, П y Ш son $2, $1 y $3, respectivamente, 
encontrar el número de unidades que debe contener de cada tipo de alimento el paquete para satisfacer 
los requerimientos alimenticios a un costo mínimo. Para ello, plantear el problema dual y resolver por 
el método simplex. 


120 Una empresa produce láminas de fibra de vidrio en tres tipos: A, B y C, en dos talleres. Los costos de 


121 


producción diarios de cada taller, la producción diaria, la demanda semestral y los costos diarios de ope- 
ración de cada taller están contenidos en la siguiente tabla: 


Tipo de lámina | Taller 1 por día | Taller 2 por día | Demanda semestral 
200 láminas 100 láminas 7 000 láminas 


00 Vámmimas | 20liminas | 2200 láminas 
C 40 láminas 80 láminas 4 000 láminas 
Costos diarios $4 000 $2 000 


Encontrar el número de días que debe trabajar cada taller para satisfacer la demanda а un costo mínimo. 


Para ello, establecer el problema dual y resolverlo. 


Teoría de juegos (respuestas en páginas 1095-1096) 
Juegos estrictamente determinados y puntos silla 


En los ejercicios 121 a 126 (a) hallar la matriz de pagos para el problema dado; (р) establecer si el juego 
es estrictamente determinado; (c) en caso de que el juego sea estrictamente determinado, encontrar el 
valor del juego; esto es, el punto silla, por medio del criterio minimax; es decir, el elemento máximo de 
la columna y el mínimo de la fila e indicar entonces cuál es la mejor estrategia de cada jugador. 


Dos personas, R y T, muestran simultáneamente uno o dos dedos. Si el número total de dedos es par, R 
paga a T la cantidad, en pesos, de los dedos mostrados; si es impar, T paga a R la cantidad, en pesos, de 
los dedos mostrados. 
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122 Dos personas, R y T, muestran simultáneamente uno o dos dedos. Si muestran el mismo número de 
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dedos, R paga a T un peso; si el número es diferente, T paga a R un peso. 
R y T juegan el mismo juego del ejercicio 121, pero ahora cada jugador muestra uno, dos o tres dedos. 


124 Dos empresas, / y II, planean establecer por separado una sucursal en cierta ciudad en el centro o en uno 
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de sus grandes suburbios. Si ambas establecen en el centro, / tendrá una ganancia anual de 15 000 dó- 
lares más que JI; si ambas establecen sucursales en el suburbio, 77 tendrá una ganancia anual de 20 000 
dólares más que /; si Z elige el suburbio y J la ciudad, / tendrá una ganancia anual de 30 000 dólares 
más que /7; si Z pone su sucursal en la ciudad y // en el suburbio, entonces // tendrá una ganancia anual 
de 30 000 dólares más que /. 

En una pequeña colonia hay dos restaurantes que compiten entre sí. El restaurante X ha concluido que 
si aumenta sus precios, perderá 2% de su clientela si el restaurante Y también aumenta sus precios, 
perderá 4 % si Y no aumenta sus precios y perderá 10% si Y los disminuye. Si X no hace cambios, gana 
6% si Y aumenta, pierde 4 % si Y disminuye precios y no gana ni pierde clientela si Y no hace cambios en 
sus precios. Si X disminuye sus precios, gana 10% si Y los aumenta, gana 3% si Y no hace cambios y 
pierde 2% si Y disminuye precios. 


126 Una planta química produce cierto tipo de material mediante cinco procesos: 7, H, III, IV y V; la materia 
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utilizada varía en contenido de un químico y puede tener 2 96, 4 96, 5% o 6% de éste. Con la materia que 
tiene 2 % del químico los procesos producen, respectivamente, 50, 50, 60, 50 y 80 toneladas del material; 
con la materia que contiene 4%, los procesos producen 65, 70, 75, 90 y 75 toneladas, respectivamen- 
te; con la materia que tiene 5% los procesos producen 30, 55, 60, 45 y 70 toneladas, respectivamente; 
y con la materia que contiene 6 % del químico, sendos procesos producen 40, 80, 80, 65 y 80 toneladas 
del material. Existe un proceso y un tipo de materia prima que la planta pueda utilizar para maximizar 
la mínima producción esperada? 


En los ejercicios 127 a 133 determinar si el juego matricial, dado por la matriz de pagos, es o no 
estrictamente determinado; en caso de que sea estrictamente determinado, hallar el valor del juego. 


"X y 2а 642 0 
e s péled я judges au 
2 E 104 -4 

T 
LIP 764 di з 4 0 0 
(s ope EL zp F € 
Ex 013 3 "SI Sor A 
-2 4 5 2-1 0 


Probar que el juego con matriz de pagos | 3 5 | es estrictamente determinado para todos los posibles 


valores de о, 8 y y. Encontrar el valor del juego para cada caso. 


Estrategias y pagos esperados 


En los ejercicios 135 a 138 encontrar el pago esperado del juego para la matriz de pagos con las estrate- 
gias ahí dadas. El jugador P juega por filas y utiliza la estrategia p; mientras que el jugador Q juega por 
columnas y utiliza la estrategia q. 


8 0 4 =2 


ias к J #= @/зл/з),4= 0/279). 136| Ze E [| #= (102,1/2).2= (143/4) 


4 —2 2 


"| s a а Pea а= aja pua. 


138 


139 


140 


145 


146 


147 


148 


149 
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i Y el 
2 1 -2 |, = (10,0), 4— (0,0,1). 
3 ed 


Estrategias óptimas y valores esperados para juegos con matriz de pagos 2 x 2 


En los ejercicios 139 a 144 utilizar las fórmulas (6.43) y (6.44) para hallar las estrategias óptimas, po 
y do, de cada jugador y el valor esperado, v = E (Po, do), del juego matricial presentado. El jugador P 
juega por filas y el jugador О juega por columnas; las estrategias óptimas de sendos jugadores son ро у 


до. 


I =l = 8 5 —4 
EL [3 3]. «[ i3 
4 2 4 3 =3 2 
E «| ii] «[3 2] 
Encontrar las estrategias óptimas de cada jugador y el valor esperado del juego del problema del ejercicio 


121: 

Encontrar las estrategias Óptimas de cada jugador y el valor esperado del juego del problema del ejercicio 
122; 

En una batalla naval, aviones bombarderos intentan hundir barcos de una flota protegida рог un porta- 
aviones con cazas. Los bombarderos pueden atacar volando alto o bajo, con mejores resultados cuando 
atacan a poca altura. El portaaviones puede enviar sus cazas a interceptar bombarderos a cualquier 
altura. Se asignan 10 puntos a los bombarderos que eviten cazas, —4 puntos a los que se enfrenten con 
ellos y cinco puntos extra a los bombarderos que vuelen bajo. Encontrar las estrategias óptimas para los 
bombarderos, los cazas y el valor esperado del juego. 

Un narcotraficante intenta escapar de una estación del tren. El policía que lo busca desea, de ser posible, 
eliminarlo. Existen dos salidas de la estación; una muy concurrida (A) y otra que casi no es usada por 
los viajeros (B). Si el policía intercepta al narcotraficante en la salida A, únicamente lo arrestará; pero 
si lo encuentra en la salida B, el policía lo asesinará. Asignar un pago de 50 puntos al narcotraficante si 
evita al policía en la salida B y de 20 puntos si lo evita en la salida A; —100 puntos si es interceptado 
en la salida B y —10 puntos si es arrestado. Encontrar las estrategias Óptimas de cada jugador y el valor 
esperado del juego. 

Resolver el ejemplo 6.35, si la matriz de pagos es 


Estrategias óptimas y valor esperado con programación lineal para juegos matriciales con matriz de 


pagos mxn 


En los ejercicios 150 a 153 encontrar las estrategias óptimas y el valor esperado del juego matricial 
utilizando el método simplex. 


164 6 4 2 2. ve 4 =] 
145 | 151 | =1 7 1 152| 4 0 1 183 |:2 =2 
—2 1 4 3 4 —l 0 2 
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Filas y columnas dominantes o recesivas 


En los ejercicios 154 a 157 encontrar las estrategias Óptimas y el valor esperado del juego matricial 
reduciendo, si es posible, la matriz de pagos al eliminar filas y/o columnas recesivas; aplicando las 
fórmulas (6.43) y (6.44) o aplicando el método simplex. 


158 Encontrar las estrategias óptimas y el valor esperado del problema planteado en el ejercicio 123. 

159 Un juego llamado piedra, papel o tijeras, consiste en que dos oponentes de manera independiente y 
simultánea muestran el pufio cerrado de una mano (piedra), una mano extendida (papel) o los dedos 
índice y medio de una mano extendidos (tijeras). Piedra vence a tijeras, tijeras vence a papel y papel 
vence a piedra; si ambos contrincantes exhiben la misma figura hay empate. Si la apuesta por partida es 
un peso, encontrar las estrategias óptimas de cada jugador y el valor del juego. 

160 Un inversionista planea invertir 50 000 dólares en un periodo de incertidumbre: guerra, rompimiento de 
relaciones diplomáticas y paz. La inversión la puede llevar a efecto en bonos del gobierno, acciones 
de armamento y acciones industriales. La siguiente tabla contiene los rendimientos porcentuales para 
cada acción y eventualidad. 


| Guerra Rompimiento | Paz 


Bonos 4 


6 
[Acciones deammameno | 30 | 10 |а 
Гао | 3 | $ [м 


¿Qué porcentajes debe invertir en cada acción y cuál es el rendimiento esperado? 


16 


-— 


Tres antibióticos, А}, A2, Аз y cinco tipos de bacterias, Ву, B2, Вз, B4, Bs, están relacionados respecto a 


la efectividad de los fármacos contra los bacilos, de acuerdo con la siguiente tabla de probabilidades: 


Bı | B2 | B3 | B4 | Bs 
Aj; 02.103 |.05: [0 1 


a [оз osos] fo 
a [01 [os [oz [з [о 


esto es, el antibiótico A, tiene una probabilidad de 0.2 de acabar con la bacteria В|, de 0.3 de destruir 


a la bacteria B5, etc. ¿En qué proporciones se deben mezclar los antibióticos para tener una mayor 
probabilidad de efectividad? 

162 Una empresa requiere comprar 110 bombas para un proceso industrial. En el mercado existen tres cali- 
dades de bombas: calidad alta, media y baja. La bomba de calidad alta tiene un costo de $800 que cubre 
también una garantía total de reparación en caso de falla por defecto de fabricación; la de calidad media 
tiene un costo de $600 que cubre un seguro de reparación por falla de fabricación con un costo de $200 
deducible. La bomba de calidad baja cuesta $300 e incluye un seguro de reparación en caso de falla de 
origen, con un costo de $300 por deducible. ¿Qué cantidades de cada tipo de bomba debe comprar la 
empresa para minimizar el valor esperado para el costo? 
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Cadenas de Markov (respuestas en página 1096) 


163 En 2004, 43% de los automovilistas de cierta área metropolitana tenían su automóvil asegurado en 
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165 


la compañía IGN, 32% con la compañía Guardián del camino y 25% con la compañía PGN. Para 
2005, 90% de los que estaban asegurados con IGN continuaron con esa compañía y 8% cambiaron a 
la compañía Guardián del camino y 2% a PGN; 88% de los que estaban asegurados en la compañía 
Guardián del camino continuaron en ella, 10% cambiaron a IGN y 2% cambiaron a PGN; 90% de los 
que estaban en la compañía PGN continuaron con ella, 6% cambiaron a IGN y 4% cambiaron a la 
compañía Guardián del camino. 


(a) Calcular los procentajes de asegurados por cada compañía en el 2005. 
(b) Si las tendencias no cambiaron para el 2006, calcular los porcentajes de asegurados por cada com- 
pañía para el 2006. 


Si las compañías aseguradoras del ejercicio anterior no han realizado ningún cambio en sus estrategias 
de mercadotecnia, ¿qué proporciones de los asegurados tendrán cada una de ellas a largo plazo? 

Suponer que las probabilidades de que una madre rubia tenga una hija rubia, con pelo oscuro o pelirroja 
son 0.6, 0.3 y 0.1, respectivamente; las probabilidades que una madre con pelo oscuro tenga una hija 
con pelo rubio, pelo oscuro o pelirroja son 0.1, 0.8 y 0.1, respectivamente; las probabilidades de que una 
madre pelirroja tenga una hija pelirroja, con pelo rubio o pelo oscuro son 0.5, 0.3 y 0.2, respectivamente. 


(a) ¿Cuál es la probabilidad de que una abuela rubia tenga una nieta con pelo rojo? 

(b) Si la distribución actual es de 65 % de mujeres con pelo oscuro, 25 % de mujeres con pelo rubio y 
10% de mujeres pelirrojas, ¿cuál será la distribución de las nietas? 

(c) Calcular la distribución a largo plazo. 


166 En cierta comunidad se han contrastado el nivel máximo de estudios de los hijos respecto al nivel 
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máximo de estudios de los padres. La información se resume en la siguiente tabla: 


Padres 
Hijos Nivel superior | Nivel medio | Nivel básico 


Nivel medio 20% 30% 30% 
Nivel básico 5% 20% 65 96 


Así, por ejemplo, 75 % de los hijos que tienen padres con nivel superior, llegan al nivel superior, 20% 


se quedan en el nivel medio y 5% únicamente concluye el nivel básico. 


(a) Si en la actualidad 15 % de la población tiene nivel máximo de estudios superiores, 35 % nivel medio 
y 50% nivel básico, ¿cuál será la distribución de los nietos de esta generación? 
(b) ¿A la larga cuál será la distribución de las generaciones de esta comunidad? 


En cierta comunidad, de los hijos de los miembros del partido РОМ, 75 % vota por el РОМ y el resto 
por el РОР; de los hijos de los miembros del РОР, 65 96 votan por el РОР, 30% por el PUM y 5 % por 
РАР; de los hijos de los miembros del РАР, 50% vota por el PAP, 25 % por el PUP y 25 % por el РОМ. 
Si las tendencias persisten, determinar la distribución del padrón electoral que tendrá esta comunidad a 


largo plazo. 


El método dado para encontrar el vector de distribución del estado estacionario de un proceso de Markov 
se basa en el hecho de que la matriz de transición sea regular (cfr. teorema 6.6 y discusión posterior a 
él). Sin embargo, si la matriz no es regular, se puede encontrar el vector de distribución del estado 
estacionario, и, empleando diagonalización de matrices (para resolver estos problemas el lector necesita 
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de los conocimientos de valores propios, vectores propios y diagonalización de los apartados 5.3.1 y 
5.3.2 de este libro). Para ello, si C y D = diag(A1,42,...,An) es una diagonalización de la matriz de 
transición, Т, del proceso, entonces D = C^! TC y, por tanto, T" =CD"C”! para todo m € N. Entonces 


lím T" = C lím DC”! (6.87) 


m— 20 туо 


Luego el vector de estado estacionario, de (6.51) del teorema 6.6, está dado por 


И = іт T" ро 
тоо 


= (с lím pent Bo 
тео 
si el límite existe. Utilizar este hecho para resolver los ejercicios 168 a 172. 
168 Demostrar que la matriz de transición 
0. 
0. 


> 00 
e 5 01 
0 1 0 


no es regular. Encontrar, si existe, el vector de estado estacionario del proceso para la distribución 
Po=10.3 0.5 02 |; es decir, calcular 


й = Ит T”po 


тео 
si es que existe. 
169 Sea la matriz de transición 
1/3 0 0 
Г= | 13 L 0 
1/3 0 1 
(a) Probar que T no es regular. 
0 0 0 
(b) Calcular lím,, ,.. T" = L, si existe, utilizando (6.87). | 1/2 1 0 
1/2 0 1 
(c) Calcular, si existe 
(1) іт» T"poj, si po —[ 0.2 0.1 0.5]. (11) йт, 4. T" Poo, si Por =[ 0.3 0.4 0.3 ]. 


(d) ¿Son iguales las columnas de L? Si la respuesta es negativa explicar por qué sucede así consultando 
el teorema 6.6. 

(e) ¿Depende й = lím,, ,.. T" po de la distribución inicial ро? Si la respuesta es positiva explicar por 
qué sucede así consultando el teorema 6.6. 


170 Resolver los incisos a), b) y c) del ejercicio anterior para la matriz de transición 


0 1/2 0 0 
zalia 8 00 
= | 1/4 1/41 0 
1/4 1/4 0 1 


si Bo =[ 0.1 03 0.2 0.4], = [03 02 02 03]. 


171 


172 


173 


177 


180 


181 
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En una unidad de traumatología se ha determinado que al momento de llegar al hospital 35% de sus 
pacientes es ambulatorio y el resto debe ser internado. Después de un mes, de los pacientes ambulatorios, 
65 96 se ha recuperado, 20% permanece ambulatorio y 15% se tiene que internar; de los pacientes 
internados 30% se ha recuperado, 20% pasa a ser ambulatorio, 20% permanece internado y 30% ha 
muerto. 


(a) Determinar el porcentaje de pacientes que se recuperaron, son ambulatorios, están internados y han 
muerto después de un mes de su llegada. 

(b) Determinar los procentajes que se tendrán de los pacientes de este hospital que se reuperarán defi- 
nitivamente y los que morirán si se conservan los porcentajes de transición a largo plazo. 


En cierto municipio existe un sistema intensivo en dos niveles, de un año cada uno, para terminar la 
educación secundaria; abierto a todo público que tenga certificado de educación primaria. De los estu- 
diantes que están inscritos en el primer año, 10% repite este nivel, mientras que 75% pasa al siguiente 
nivel y 15% se da de baja. De los estudiantes que están en el segundo año, 10% repite el segundo ni- 
vel, 80% se gradúa y 10% se da de baja. Si en el otoño de 2008 la escuela tenía matriculados a 60% de 
los alumnos en el primer nivel y 40% de los estudiantes en el segundo nivel. Hallar los porcentajes de los 
estudiantes que se gradúan y los que se dan de baja de este plan de estudios, si se conservan los porcen- 
tajes de transición a largo plazo. 


Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales (respuestas en páginas 1096-1097) 


En los ejercicios 173 a 180 resolver el sistema lineal de ecuaciones diferenciales presentado. 


X; = Зх —2x X; = 5x1 — 4% Xx = —5x1 + 12% == 


E 174 `. = 175 . y 176 X2 = —4х\ 3x, 
da = 4x1 — 3x2 Хә = 8x1 —7x2 % = 21 +5 Хз = 4x1 — 203 +23 
Хр = 5x1 —3x3 X1 6x1 + 3x2 — 3x3 X; = 6x1 — X2 —2x3 
X? = 6x1 — хо — 3x3 178 | X» = —2x1 — X2 +2x3 179 X; = 4x1 +x2—2x3 
Хз = бху — 4x3 X3 16x; + 8x2 — 7x3 Хз = 4x1 +x2—2x3 

xi —4x, — 2x3 — 3x4 

a» | |-—2% 

X3 "Ty + 5x3 T 3x4 

X4 2x1 + 2x3 +Xa 


(Separación de variables.) Una ecuación diferencial de la forma 


dy 
ле (1). (y) 
es de variables separables. Para resolverla: 
, dy ; dy 
e Se separan las variables ——— = f(x)dx e Se integra I —— = / f(x)dx 
fio) RA) 


En los ejercicios 181 a 183, resolver las ecuaciones de variables separables dadas. 


PAESE? 182 y' = —xfy. 183 yy' = y y?—a?. 
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184 


185 


186 


187 


188 


Una ecuación diferencial lineal, de orden dos, homogéna y de coeficientes constantes tiene la forma 
y" E py +qy=0 (6.88) 


donde p,q Є R. Los ejercicios 184 a 191 están diseñados con el objetivo de dar un método para hallar 
la solución general de esta ecuación; es decir, un algoritmo para encontrar un раг de funciones y; y y2 
tales que: 


e Para todo par de constantes Cj, C» Є К, 
yu = Суу, + Суз es solución de (6.88). 
e Cualquier solución y de (6.88) tiene la forma 


p =Cıyı +C2y2 рага cierto par de constantes Cj, C» ER. 


Probar que si y1, y2 son soluciones de (6.88), entonces y = Суу + Сух también es solución. Concluir 
que el conjunto de todas las soluciones de la ecuación diferencial (6.88) es un subespacio vectorial de 
F(R), el espacio de funciones con dominio R y valores reales. 


Para la ecuación diferencial (6.88), hacer los cambios 


Xp y 
X2 — y! 
y mostrar que se obtiene el sistema lineal 
ХІ =X 
02 = —qXi — PX» 
o, en forma matricial, 
X Xx 
| ^ ¡a р | (6.89) 
X2 хә 


donde A= | » 4; 
—q =P 


Encontrar el polinomio característico de la matriz A del sistema (6.89). Observe que el polinomio que 
resulta se puede obtener de manera formal a partir de la ecuación diferencial: 


у” 4- py! +g > M 4- pÀ 4-q 


Si los valores propios de la matriz A del sistema (6.89) —las raíces del polinomio característico— son 
reales y distintos, Àj y A», encontrar una diagonalización de la matriz A para resolver el sistema y probar 
que 

y =x1 = Спећ№ 4 C,e* 


es entonces solución de (6.88), donde Cj, C; Є R son cualquier par de constantes. 


Sean Z un intervalo de R, f : I — C una función de variable real con coeficientes constantes, con f(x) = 
Ri) +1if(x) donde fi : I — R, f: 1 — IR son la parte real y la parte imaginaria, respectivamente, 


189 


190 


191 
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de f. Se dice que f es derivable en x si fj y f» son derivables en x y, en tal caso, se define f'(x) = 
fi (x) +15 (x). Probar que y = f(x) es solución de la ecuación diferencial (6.88) si y sólo si fı y f; son 
también soluciones de esta ecuación diferencial. 

Si los valores propios de la matriz A del sistema (6.89) —las raíces del polinomio característico— 
son complejos conjugados, A, = a iB y A» = а — Bi. Mostrar que una diagonalización de la matriz 


, E 1 1 ТА 0 
А (sobre C) está dada por C = |з al ds 


e? = соѕ0 + isen6, utilizar el ejercicio anterior y el ejercicio 184 para demostrar que 


| Se define, para cada 0 € К, 


у= x; = Спе cos Bx 4- Coe?" sen Вх 


es solución de (6.88), donde C;, C» € R, son cualquier par de constantes. 


Si los valores propios de la matriz A del sistema (6.89) —las raíces del polinomio característico— son 


Ax 


reales e iguales, Ау = А = A, mostrar que f(x) = e™ y f(x) = хе^“ son soluciones de la ecuación 


diferencial (6.88). 

Por el ejercicio 184, el conjunto de soluciones de la ecuación diferencial (6.88) es un espacio vectorial, 
se puede probar que éste tiene dimensión 2. Probar el siguiente algoritmo para resolver la ecuación 
diferencial 


y" +ру +4у = 0 


utilizando los ejercicios 187, 189 y 190: 


(a) Se forma el polinomio característico 
№+рл+9 


y se calculan sus raíces A, A2. 


(b) Si А, Аә € R y А, Æ А, entonces todas las soluciones de la ecuación diferencial son de la forma 
у = Ce + Ce (6.90) 


para algún раг de constantes C1,C» ER. 


(c) Si Лу,А € R y А, = А, entonces todas las soluciones de la ecuación diferencial son de la forma 
y=C¡e Y" 4 Core (6.91) 


para algún par de constantes C1,C» Є К. 


(d) Si A,,49 € Cy À; = ac iB, A = a — if, entonces todas las soluciones de la ecuación diferencial 
son de la forma 


y = Сүе°* cos Bx + Сое sen fx (6.92) 
para algún раг de constantes C1,C Є К. 


En los ejercicios 192 a 197 utilizar el método del ejercicio anterior para resolver las ecuaciones diferen- 
ciales dadas. 
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192 y" +2y' — Зу = 0. 193 y" — 2y' - 8y = 0. 194 y" — 8y' + 16у = 0. 


195 


198 


199 


200 


201 
203 


204 


y" +2у'+у = 0. 196 y" — 4y' + 13у = 0. 197 y" —2y' +2у = 0. 


Una ecuación diferencial lineal по homogénea con coeficientes y término independiente constantes, 
tiene la forma 


y" py +qy=A (6.93) 


donde p,q,A € R son constantes dadas. Los ejercicios 198 a 200 contienen un método para resolver este 
tipo de ecuaciones. 


Si q 4 0, mostrar: 


(a) La función constante y = po = A/q es solución de la ecuación diferencial (6.93). 
(b) Sea yg = C¡y1 + Су» la solución general de la ecuación diferencial homogénea asociada 


y" +ру --qy 20 


donde yg tiene una de las formas (6.90) o (6.91) o (6.92). Mostrar que toda solución de (6.93) tiene 
la forma 


y = Ун t po 


para cierto par de constantes Cj, C5 Є R. 


Si q = 0 y p £ 0, proceder de manera análoga al ejercicio anterior con ро(х) = (4/p)x, para mostrar 
que toda solución de (6.93) tiene la forma 


у = ун + po(x) 


para ciertas С|,С» Є R. 
Si p = q = О, se integra dos veces. 


Utilizar los ejercicios precedentes para resolver los ejercicios 201 y 202. 
y" — 8y' + 16у = 5. 202 y" – 2у! = 10. 
Resolver la ecuación diferencial no lineal de segundo orden 

уу” + (у)? -0 


haciendo el cambio de variable у’ = z y, por tanto, utilizando la regla de cadena, у” = zdz/dy, para 
reducir a una ecuación de orden uno de variables separables (cfr. explicación que precede al ejercicio 
181). 
Sea A una matriz cuadrada de orden n que es diagonalizable y b € R^. Un sistema afín de ecuaciones 
diferenciales tiene la forma 

X— AX- b. 
Sean D = diag(A1,A2,..., An), C una diagonalización para la matriz A y 


A=C Ger Ger = Ger F 
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la solución (general) del sistema lineal asociado x — AX. Probar que si p es una solución del sistema 
lineal de ecuaciones AX — b, entonces la solución del sistema afín tiene la forma 


V —$- p. 
Utilizar el ejercicio precedente para resolver los sistemas afines de los ejercicios 205 a 207. 
205 XI = 3x, — 2x2 — 1 206 X1 = 5x1 — 4х +1 207 Ži = —3x1 +2x2 — 1 


X, = 4х – Зо +2 X, = 8х — 7x9 —4 X, = —4x, +Зх +1 
X3 = 4x, — 2x2 +x3-2 


Redes eléctricas 


La caída de potencial en una resistencia eléctrica está gobernada por la la ley de Ohm: Ex = RI 
(cfr. apartado 6.2.2). En un inductor y en un capacitor se tienen las siguientes reglas, para la caída 
de potencial entre sus bornes, contenidas en la figura 6-36, donde L es la inductancia del inductor, medi- 
da en henrios (H), / es la corriente que circula a través de él, C es la capacitancia del capacitor, medida 
en faradios (F) y O es la carga del capacitor, medida en culombios. 


Inductor Capacitor 
dl 1 
E, = L— Ec = — 
L E © c2 


JA Figura 6-36 ° 


Considere el circuito contenido en la figura 6-37. Aplicando las leyes de Kirchhoff (cfr. sección 6.2), a 
la malla abcda se tiene 


dli 
RiI+L> =V; 
i£ x 


pero I = I, + h, por tanto, 


dl 
Rih +1 +L т =V (6.94) 


EM Figura 6-37 • 
Aplicando ahora las leyes de Kirchhoff a la malla ablmcda, 


dh 
RjI 4- Кр Tb =y 
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y como / = I; + b, la anterior ecuación se transforma en 


dl: 
(Ri +R) +В +102 =V (6.95) 


Así, de (6.94) y (6.95) se obtiene el sistema afín de ecuaciones diferenciales 


dl, Ri Rio Y 
DEL жа 4p lp ut 
dt ы ы ы 
(6.96) 
dl, Ri- Hp. V 
— = efs ¡A 
dt Lo 12 1» 


Si el circuito se conecta en t = 0, Л(0) = 0 y Ь(0) = 0, las corrientes 7, 1, I, como funciones del 
tiempo, se pueden calcular resolviendo el sistema afín (6.96). 

208 Encontrar las corrientes de la red eléctrica de la figura 6-37 si А = 100, R = 200, Lı = 0.02 H, 
1» = 0.04Н y V = 100 V. ¿A qué valores se aproximan éstas para t grande? 

209 En el instante t = 0 se cierra el interruptor de la red eléctrica mostrada en la figura 6-38; encontrar las 


corrientes Л, h e h en función del tiempo f. ¿A qué valores se aproximan éstas para t grande? 


5H 50x 10% F 


100 V 


JA Figura 6-38 ° 


210 En el instante £ = 0 se cierra el interruptor de la red eléctrica mostrada en la figura 6-39; encontrar las 


corrientes Л, h e I; en función del tiempo f. ¿A qué valores se aproximan éstas para t grande? 


19 


0.0125 Н 


E Figura 6-39 ° 


211 En la figura 6-20 el tanque A tiene 400 litros de agua con 600 gramos de sal disueltos y el tanque B 
contiene 400 litros de agua pura. A partir de t — 0 comienza a entrar agua pura al tanque A, a razón de 
15 litros cada minuto; la salmuera es bombeada al tanque B con una velocidad de 20 litros por minuto; 
de este tanque la salmuera es bombeada al tanque A a razón de 5 litros cada minuto y bombeada hacia 
afuera a una velocidad de 15 litros por minuto. Determinar la cantidad instantánea de sal en cada tanque. 
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212 Resolver el problema anterior si en lugar de introducir en forma externa agua pura al tanque A, se inyecta 
una mezcla homogénea de salmuera que contiene 3 gramos de sal por litro. ¿Qué cantidad de sal hay, a 
la larga, en cada tanque? 

213 En la figura 6-20 el tanque A tiene 400 litros de agua con 400 gramos de sal disuelta y el tanque B 
contiene 400 litros de agua con 200 gramos de sal disuelta. A partir de t = 0 comienza a entrar salmuera, 
que contiene 10 gramos de sal por litro, al tanque A, a razón de 12 litros cada minuto; la salmuera es 
bombeada al tanque B con una velocidad de 16 litros por minuto; de este tanque la salmuera es bombeada 
al tanque A a razón de 4 litros cada minuto y bombeada hacia afuera a una velocidad de 12 litros por 
minuto. Determinar la cantidad instantánea de sal en cada tanque. ¿Qué cantidad de sal hay, a la larga, 
en cada tanque? 

214 Sean y(t) = pı (t) + igo(t), Y(t) = Yı (t) + 00 (7) funciones de variable real con valores complejos 
(cfr. ejercicio 188) y A una matriz cuadrada de orden 2. Demostrar que [ Ф |' son soluciones del 


t 


sistema lineal X = AX, si y sólo si [ yı Vi |f y [ %2 V» |! son también soluciones. En tal caso, 


mostrar que | yı +2 Vi +» |! son soluciones. 


Utilizar el ejercicio precedente para resolver los siguientes sistemas con valores propios complejos en 
los ejercicios 215 y 216. 


lla la] ав ја 310] 
217 Para el sistema lineal de ecuaciones de segundo orden 
Ў= Аў 
hacer los cambios de variable X, = y y X = y, para mostrar que se obtiene el sistema 
х =% 
X)— AX, 


Osciladores armónicos acoplados 


Dos cuerpos de masas m, y ma son acoplados a un par de resortes como se ilustra en la figura 6-40. 


X1 X2 
JA Figura 6-40 ° 


Los resortes tienen constantes de restitución kı, k2 y longitudes naturales [| y l2, respectivamente. El 
resorte de la izquierda está sujeto a una pared. La ley de Hooke establece que la fuerza con la que 
actúa un resorte sobre un cuerpo que está sujeto a él es proporcional a la distancia que el resorte se 
ha comprimido o estirado de la posición de equilibrio; es decir, la posición natural del resorte; esto es 
Е = —kx, donde k > 0 es la constante de restitución (o de rigidez) del resorte y x la posición relativa 


756 CAPÍTULO6 | Aplicaciones 


al punto de equilibrio. En el instante г = 0 el cuerpo de masa m, es colocado a una distancia a de la 
posición de equilibrio del primer resorte y el cuerpo de masa m a una distancia b de la posición de 
equilibrio del segundo resorte y entonces, los cuerpos son soltados para que oscilen libremente debido a 
la acción de los resortes. Se supone que no existen fuerzas, aparte de las de los resortes, que actúen sobre 
los cuerpos. Sean xi(f) y x2(t) los desplazamientos en función del tiempo para el primero y segundo 
cuerpo, respectivamente, relativos a las posiciones de equilibrio de cada uno de éstos (considerados 
positivos hacia la derecha de los puntos de equilibrio). Entonces, si en el instante 7 la masa m, ocupa 
la posición x, y la masa т» la posición x2, el primer resorte actúa sobre el primer cuerpo con una 


fuerza Р = —k¡x,; mientras que el segundo resorte ha experimentado una elongación (o compresión) 
L — (L5 — (x2 — xı )) y, por tanto, actúa sobre el primer cuerpo con una fuerza № = kı (хо — x1); y con 
una fuerza sobre el segundo cuerpo de F4 = —k2(x2 — x1). Se tiene así, por la segunda ley de Newton, 
mix, = —kixı + Ко (хо — xi) 
тоху = —ka(xo — xi) 


con las condiciones iniciales 


218 Si en la figura 6-40 m, = 1, тә = 1 (en kilogramos) , kı = 2 y k2 = 3 (en newtons sobre metros), a = —1, 


219 


220 


221 


222 


223 
224 


b = 1 (en metros), hallar las posiciones x; (t) y x2(t) relativas a las posiciones de equilibrio de cada uno 
de los cuerpos. 

Resolver el ejercicio precedente si además, al segundo cuerpo se le da un impulso inicial hacia la derecha 
de 2 m/s. 


Optimización de funcionales (respuestas en página 1097) 
Límites y continuidad 


Sean E un espacio con producto interior (.,-) y J : E > R el funcional J(f) = ||f]]?, donde || - || es la 
norma inducida por el producto interior; es decir, || / || = 4/ (f. f). Demostrar que 


tm ЮР) - 2054) 


zu. 
h-0 [ДЇ 


Sea J : C*[0,1] — R el funcional definido por J(y) = f (у + 2y')dx. Probar que J es continuo en 
fla) =. 


Sea E un espacio normado. Demostrar que J : E К definido por J( f) = ||| es continuo en todo f € E. 


En los ejercicios 223 a 228, M, es el espacio de matrices cuadradas de orden n, con la norma ||A||., = 
máx |a;;|. En cada caso probar que el operador J ahí definido es continuo en toda A € W. 


Ј:97, — 990, (А). = А2. 
J:M, —5 M, , J(A) = A+ Bo, donde Bo es una matriz fija en M,,. 
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225 J:M, > M, , J(A) — А. 

226 J: M, — M, ,J(A) = (A! + Bo). 

227 J:99t, — К, J(A) = tra(A), la traza de la matriz A (la suma de los elementos de la diagonal). 
228 J: M, — M, , J(A) = A? +2A'. 


En los ejercicios 229 a 233, Cla,b] es el espacio de las funciones continuas con la norma ||f||., = 
máxa<x<b | f (x)|. En cada caso demostrar que el operador J ahí definido es continuo en todo f € Cla, b]. 


229 J:Cla,b] > Cla,b], J(f) = fo, donde fo € Cla,b] es una función fija 
230 J: Cla,b] — Cla, b], J(f) = f. 

231 J : C[a,b] 2 C|a, b], J(f) = Р. 

232 J:Cla,b] ^ C[a.b], J(f) = f". 

233 J:Cla,b] > R, J(f) = f? P 


En los ejercicios 234 a 237 encuentre el conjunto en IR" donde la función f : IR" — IR" ahí definida es 
continua. 


234 n fy) = —— Ee му), 
(3822-4) PR 


235 f:R2 2 R2, f(x, y) = (In(xy), уху). 


236 f: RR, ts ,Z) = cos(x — y +z) +e” 
237 f: R 2 R2, f(x, y) = (1+y? peces 
Diferenciabilidad 


238 Demostrar que si E, F son espacios vectoriales normados, entonces: 


(a) J : E Е, J(f) = fo, donde fo es un vector fijo de Е, es diferenciable en todo punto f € E y 
J'(f) = 0, la transformación cero; es decir, J'(f)h = 0 Vh € E. 
(b) J: E — E, J(f) = f. es diferenciable en todo punto f € E y J'(f)h = h para todo h € E. 


En los ejercicios 239 a 245 demostrar que el operador ahí definido es diferenciable en todo punto del 
conjunto G y hallar J'(f)h para cada л. En algunos casos es conveniente primero encontrar la derivada 
direccional 


para conjeturar el valor de J'( f). 


239 J : My > Mn, J(A) = A7, С = Mt. 

240 J:90t, — Mi, J(A) = A*, donde k es un entero positivo mayor a 2, С = M. 

241 J : M, — К, J(A) = tra(A), donde tra(A) es la traza de la matriz A (la suma de los elementos de la 
diagonal) С = W. 

242 J:Cla,b] > Cla,b], J(f) = f", donde n es un entero positivo, С = Cla, P]. 

243 J : C! [a,b] — С|а,Ь], J(f) = (f")", donde n es un entero positivo, С = C! [a,b] 

244 J:G C Cl|a.b] > R, J(f) = Y 1o (f)5, G = (f € C'[a,b]| f(x) 4 0 Vx € [a,b]}. 

245 Sea E un espacio con producto interior (-,-). Se define J(f) = || f||7, donde ||-|| es la norma inducida por 
el producto interior; es decir, || | = y (Ӯ, f). Demostrar que J es diferenciable en todo f € E y hallar 
J'(f)h para cada h € E. 
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Condiciones suficientes de diferenciabilidad y diferencial para funcionales en R" 


En los ejercicios 246 a 250 demostrar que la función f : IR" — R es diferenciable en todo punto y utilizar 
la matriz jacobiana [4 f (ii)], para calcular d f (ii). 


246 a (х,у) =? — yz-xz— ze”; й = (1,—1,0) y h = (1,2,1). 
247 Р: В К, f (x1,32,x3,x4) = x1xax Sos й = u, 0,—1,2), h= (1,-2,1,1). 
248 f: RR, f(x,y,z) = cos(x? - y? — 2),  — (0,0, /7/2), h = (1,1,—y/2/m). 
249 f: R^ R, (х,у, х) = ѕеп(х2 +y? - z E й = (x,y,z), h = (hi, ho, ha). 
TA: 


250 f: R^» 


X1,32,X3,X4) = In(x2 J-x2 +4 4- x2 +1). 


Condiciones suficientes de diferenciabilidad y diferencial para funciones de IR" en IR" 


En los ejercicios 251 a 255 demostrar que la función f : IR" — IR" es diferenciable en todo punto y 
utilizar la matriz jacobiana, [d f (ii)], para calcular d f (i)h. 


281 f : R6 — R5, f(x,y,z) = (à? — 2xy - Z2 xy - 2, y - x), d — (1,0,1), = (1,1,1). 
252 f: RR, f(x, y) = (In - y? -4),3* --y?), d — (1,1), — (-3,6). 
h — (1,1,1,1) 


253 f(xi,X2,x3,x4) = (X1X2X3X4,X1X2X3,X1X2,Xx1), 4 = (1, —1, 1, — 1), 
254 f(x,y) = (хе уе 2 e--*), = (1,1), й = (h, M). 
255 f(t) = (1,sent,cos(1)), i =t, h = К. 


256 Demostrar que una función f : D C IR — IR" es diferenciable en tọ € D si y sólo si 


zc: Mi 
lím т (f (to +A) — f(t0)) = Р (to) 
1>0 А 
existe y que, en tal caso, d f (to)h = f'(tp)h. Al vector f" (to), de existir, se le llama la derivada de f en to. 


Extremos locales y valores propios de la matriz hessiana 


257 Demostrar el siguiente criterio, llamado de la segunda derivada, para funciones de dos variables reales: 
Sean f : D C R? — R una función de dos variables con segundas derivadas parciales continuas en el 
punto crítico (xo, yo) y 


Р(хо,уо) = fix (хо,уо) fy (хоу) — [fiy (xo, yo)]? - 


(a) SiD X0. Yo 


( > Оу fiur(xo, yo) > 0, entonces f (xo, yo) es un mínimo relativo. 
(b) Si D(xo.yo 

( 

( 


> Оу fa(xo.yo) < 0, entonces f(xo, yo) es un máximo relativo. 
{с) SiD X0. Yo 
(d) Si D(xo, yo 


« 0, entonces en (xo, yo) se tiene un punto silla. 


pese vae A SA 


— 0, el criterio no aplica para resolver la naturaleza del punto crítico. 


Utilice el criterio de la segunda derivada dado en el ejercicio precedente para hallar los extremos relati- 
vos de las funciones dadas en los ejercicios 258 a 263: 


258 f(x,y) =3 4-2xy -2x - y! - y - A. 
259 f(x,y) = 1х2 - xy 1у2 - 3x 7y. 
260 f(x,y) = зх - 1y* - e xy — y^. 
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= 1 1 
261 f(x,y) =xy+ y 
262 f(x,y) = e+%(81? — 6xy + 3y?). 
263 f(x,y) = (5х+7у – 25)е PtH), 


Encontrar los extremos relativos de las funciones dadas en los ejercicios 264 a 269: 


264 f(x,y,z) = 2 +y - z Ax -- 6y — 8z. 

265 f(x,y,z) =x +2y +22? —4x+ 12y 4- 16z. 

266 f(x,y,z) = 1х TH +2 —xy-3z. 

287 f(x,y,z ipeo ut +2,x>0,y>0,2>0. 

268 f(x,y,z) = у(7- х 2у – 31), x Z0, y 0, 2+0. 
а. Lr E +1622 


Condiciones necesarias рага que cierto tipo de funcionales en espacios de dimensión infinita alcancen 


valores extremos 


En los ejercicios 270 a 275, encontrar los puntos donde posiblemente alcanzan valores extremos los 
funcionales indicados con las condiciones de frontera dadas. 


270 д0) = [ (e + OPa 70) = 0, у) = 

211 J(f BLUE х)ах, f(-1) 24, /(3) = 

272 40) = [ Gf) feo 00 A) = 0, /(0) = 
лз лу) = [ V +SP -2f5. 50) = 0, $(1/4)=1. 

zia 0) = || (7Ё +27 P). 0) = 1, у) =. 


275 ду) = | PHS + Pas л) =, А0) = 


Cuando se requiere hallar las funciones en las que el operador integral (6.77), página 722, posiblemente 
alcanza un extremo sin condiciones de frontera; es decir, que satisfacen la condición de Euler (6.78), 
página 722, a estas funciones se les dice extremales del funcional (6.77), página 722. En los problemas 
276 a 279 hallar los extremales del operador indicado. 


276 El funcional 


b 
=20 | f 1 f'Ydx 


del problema de superficie mínima de revolución. 


277 El funcional 


b 
= pe f fy1+(F dx 
del problema de la catenaria. 


278 J(f) PA м 279 J(f) - ['e- eya. 


760 CAPÍTULO 6 


280 
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282 
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Dinámica de un monopolista 


Si en el problema de dinámica de un monopolista, la función de demanda depende ünicamente de p; 
esto es 


y =ap+b 


mostrar que el punto crítico para este nuevo problema es po, dado por (6.85), página 726. 
En el modelo de dinámica de un monopolista demostrar que para Т suficientemente grande 


p'(t) = pot rie 

y, por tanto, p* tiende asintóticamente a po. 

Demostrar que si p* es el punto crítico dado por (6.86), página 726, entonces la gráfica de p = p*(t) 
interseca a la gráfica de p — po a lo más una vez. 

Sean rj = ру — po y № = p2 — ро, entonces (6.86) se puede escribir como 


AT et 
= ry —roe€* y, т = ре E 
o A A ОТТ 


demostrar lo siguiente: 


(a) Si гү y ғ tienen signos opuestos, la gráfica de р“ cruza la línea р = po una vez y no tiene tangente 
horizontal. Así que р“ es creciente o decreciente en todo el intervalo [0,7]. 

(b) Si ri y r tienen el mismo signo, entonces la gráfica de p = p* (t) no cruza la línea p = po у tiene 
una tangente horizontal siempre que 


sech(AT) < S e cosh(AT) (6.97) 


r2 


de otra forma no tiene tangente horizontal. 
(c) Suponiendo que se cumple (6.97), mostrar: 


(i) Si гү y гә son positivos, р“ tiene un mínimo. Bosquejar la gráfica de p*. 
(ii) Si rı y ғ son negativos, р“ tiene un máximo. Bosquejar la gráfica de p*. 
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7.1 La calculadora HP 50g y álgebra lineal 


La calculadora y graficadora programable HP 50g de Hewlett-Packard Company, esencialmente es una 
computadora de bolsillo y excelente herramienta para el cálculo simbólico y numérico en ciencias 
e ingeniería; en particular en álgebra lineal. Esta calculadora contiene un potente sistema algebraico 
computacional (CAS) que permite al usuario tener acceso a diferentes modos de operación, por ejem- 
plo: números reales-números complejos, cálculo simbólico-cálculo numérico. La introducción y salida 
de información se puede ajustar de tal manera que ambos formatos estén en notación matemática, re- 
duciendo así a un mínimo el lenguaje de intercomunicación que el usuario tiene que aprender para 
interactuar con la calculadora. Ésta, aparte de la portabilidad (mide 184 mm por 87 mm por 23.5 mm) 
es una gran ventaja que tiene la calculadora HP 50g respecto a los paquetes comerciales como Matlab y 
Mathematica; pues su modo de operar, en forma directamente análoga a una calculadora normal, la hace 
mucho más amigable al usuario que cualquier software comercial. Estas características convierten a la 
calculadora HP 50g en un magnífico instrumento para los estudiantes de ciencias e ingeniería y también 
para el ingenierio y el investigador, ya sea en el escritorio o en el campo. Naturalmente la calculadora 
tiene limitaciones y desventajas frente a paquetes comerciales para computadoras; las principales se 
presentan cuando se tienen que procesar volúmenes grandes de información y cuando la complejidad 
en los cálculos requiere de programación más sofisticada. En este apartado estudiaremos el uso de la 
calculadora HP 50g en álgebra lineal únicamente y sólo veremos los aspectos básicos. Por cuestiones de 
espacio, objetivos y alcance, no estudiaremos las demás herramientas que tiene esta calculadora como 
son sus capacidades gráficas, de programación y su uso en otras áreas de las ciencias exactas y aplica- 
das. Remitimos al lector a consultar el manual del usuario que acompaña a la calculadora y la dirección 
www.hp.com/calculators, donde encontrará material en línea, para profundizar en la aplicación de esta 
poderosa calculadora. 


7.1.1 Teclado y sus funciones 


La figura 7-1 contiene una imagen de la calculadora HP 50g. En ella se pueden distinguir tres partes que 
se utilizan para interactuar con la máquina: el teclado, la pantalla y las teclas direccionales. El tecla- 
do se emplea para introducir y obtener información de la calculadora; en la pantalla se puede desplegar 
la información que introduce el usuario, la información de salida que da como respuesta la calculadora a 
las instrucciones del operario y los menús para la interacción entre el usuario y la máquina; mientras que 


161 
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Pantalla 


Teclas 
direccionales 


Teclado 


las teclas direccionales se emplean para seleccionar opciones de los 
menús y desplazar el cursor a través de la pantalla. 

Para poder explicar el uso del teclado hemos acomodado las te- 
clas de la calculadora en un arreglo matricial o, mejor dicho, en dos 
arreglos matriciales. La figura 7-2 contiene la imagen del teclado de la 
calculadora HP 50g y en ella se han numerado las filas y columnas en 
la parte superior, inferior y en la parte lateral. Como mencionamos, 
en realidad se tienen dos arreglos: 


e Las teclas que corresponden a las filas 1 a 3 y las columnas nu- 
meradas, en la parte superior de la imagen, del 1 al 6; en rojo am- 
bas numeraciones para distinguir este arreglo (vea la figura 7-2). 


e Las teclas que corresponden a las filas 4 a 10 y las columnas nu- 
meradas, en la parte inferior de la imagen, del 1 al 5; en azul am- 
bas numeraciones para distinguir este arreglo (vea la figura 7-2). 


Así, por ejemplo (7, 1), representa la tecla que está en la fila 7 y en 
la columna 1, de la numeración en la parte inferior de la imagen, esto 


es, la tecla E Mientras que el par (2,3) representa la tecla que 


se encuentra en la fila 2 y la columna 3, de la numeración en la parte 


superior de la imagen de la figura 7-2, es decir, [oa | Toda tecla tiene 


dos o más funciones, la principal es la que está más visible al centro de 
la misma. Las demás funciones se encuentran en los extremos superior 
izquierdo (o al centro) y derecho de cada tecla resaltadas por un color 
en su calculadora: blanco y naranja, respectivamente; algunas teclas 
también contienen una letra mayúscula del alfabeto en color amarillo. 

Por ejemplo, la figura 7-3 contiene la imagen de la tecla (5, 1); ella 
tiene cinco funciones: 


e Y* (la principal). 


_ 


e LN, la función logaritmo natural In. 


Fi 7-3 • 
e El caracter alfabético Q mayúscula. Mua n 


El caracter alfabético Q minúscula. 


Para activar la función principal de cada tecla, simplemente se oprime 
ésta; pero para activar las demás funciones se requieren combinaciones 
de las siguientes teclas: 


Tecla de cambio izquierdo: Al oprimir la tecla de cambio izquierdo, 


y posteriormente cualquier otra tecla, se activa la función 


JA Figura 7-2 ° Arreglo matricial para represen- que esta última contiene en el extremo superior izquierdo; es de- 


tar las teclas de la calculadora HP 50g. 


cir, la función resaltada en blanco en su calculadora. 
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Tecla de cambio derecho: Al oprimir la tecla de cambio derecho, [=] y posteriormente cualquier 
otra tecla, se activa la función que esta última contiene en el extremo superior derecho; es decir, la 
función resaltada en naranja en su calculadora. 


Tecla para mayúsculas: Si se oprime la tecla ALPHA y después cualquier tecla que contenga una 
letra mayúscula del alfabeto en color amarillo, este carácter quedará escrito en la pantalla de la 
calculadora. 


Tecla para minúsculas: Para escribir una letra minúscula se oprime primero la tecla ALPHA seguida de 
la tecla cambio izquierdo: [7] y por último la tecla que contenga la letra mayúscula que 
se quiere escribir en minúscula. 


O Nota7.1 No hemos descrito funciones obvias que tienen algunas teclas de la calculadora HP 50g 
porque operan exactamente como lo hacen en las calculadoras normales. La tecla ON es la que se utiliza 
para encender la máquina y la tecla cambio derecho, seguida de la tecla ON, para apagarla; pues como 
explicamos antes, la opción OFF que aparece en color naranja en el extremo superior derecho de la tecla 
ON (la tecla (10, 1)) de su calculadora, se activa con la tecla cambio derecho (tecla (9, 1)). 


7.1.2 La pantalla y comandos de decisión 


Como explicamos antes, en la pantalla se despliegan ciertos menús que el usuario puede solicitar desde 
el teclado. Por ejemplo, si se oprime la tecla de cambio izquierdo (8,1) y después la tecla (8,3) (cfr. 
figura 7-2, pág. 762), la que tiene como función en el extremo superior izquierdo, la función (resaltada 
en blanco) MATRICES, en la pantalla de la HP 50g aparecerá el menú que se muestra en la figura 7-4. 
Entonces, para seleccionar cualquiera de los ocho submenús que contiene éste, se utilizan las flechas 
direccionales (cfr. figura 7-1, pág. 762) para desplazarse hacia arriba o hacia abajo en la pantalla en cada 
uno de los niveles, en este caso numerados del 1 al 8; note que el menú seleccionado aparece resaltado 
en forma sombreada en la pantalla. Una vez que se ha elegido un menú, éste se activa oprimiendo la 
tecla que aparece exactamente abajo de la opción OK, la tecla F6, como se ilustra en la figura 7-4. 


, Con F6 
Menú de se selecciona 
herramientas la opción OK 
para elegir 
un menú 


en la pantalla 


JA Figura 7-4 ° 
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En general, las teclas F1 a F6 (teclas (1,1) a (1,6)) se utilizan para activar, en cualquier estado, las 
opciones que estén desplegadas al pie de la pantalla, inmediatamente arriba de cada una de estas teclas. 
Estas opciones, que varían de acuerdo con el estado que se ha elegido, se encuentran contenidas en el 
llamado MENÚ DE HERRAMIENTAS mostrado, para el caso ahí señalado, en la figura 7-4. Así, si se desea 
cancelar el estado que muestra la pantalla de la figura 7-4, se oprime la tecla F5 para activar la opción 
CANCL del menú de herramientas para ese fin. Cabe señalar que un determinado estado en la pantalla 
puede tener más opciones en el correspondiente menú de herramientas de las que aparecen desplegadas; 
para hacer que la HP muestre las demás se utiliza la tecla NXT ((3,3)). 


7.1.3 Modos de operación 


La calculadora HP 50g tiene dos modos de operación, el modo ALGEBRAICO (Algebraic) y el modo 
NOTACIÓN POLACA INVERSA (RPN). Utilizaremos ánicamente el modo algebraico, remitimos al lector 
familiarizado con el modo RPN y que desee usar esa opción operativa, a consultar el manual del usuario 
que acompaña a la calculadora. A partir de aquí, invitamos al lector a seguir simultáneamente las instruc- 
ciones que demos con su HP 50g. Una vez encendida la calculadora, seleccionamos el modo operativo 
con el que vamos a trabajar, en nuestro caso el algebraico. Para ello se oprime la tecla MODE, tecla (2,2), 
y entonces se desplegará en la pantalla de la calculadora el menú mostrado en la figura 7-5(a), después 
se debe oprimir la tecla F2 para activar la opción CHOOS del menú de herramientas. Inmediatamente la 
calculadora desplegará en su monitor información como la mostrada en la figura 7-5(b), con las teclas 
direccionales hay que seleccionar la opción Algebraic y oprimir la tecla F6 para activar la opción OK y 
la calculadora desplegará una pantalla como la contenida en la figura 7-5(c). Se oprime la tecla F3 para 
activar la opción CAS del menú de herramientas y se deplegará la pantalla contenida en la figura 7-5(d). 
En este menú se pueden seleccionar las opciones que se deseen, utilizando las teclas direccionales de 
la calculadora y empleando las teclas F1 a F6 para activar las que convengan del menú de herramientas; 
nosotros, por ahora, lo dejaremos como se muestra en la pantalla de la figura 7-5(d). Finalmente, hay que 
oprimir dos veces la tecla F6 para activar el mismo número de veces la opción OK del menú de herramien- 
tas y entonces, en el monitor de la calculadora aparecerá la información contenida en la figura 7-5(e). 
La calculadora está ya lista para trabajar en la forma en que nos conviene para álgebra lineal. 


| des as Nete. иии = bander ns песе e mn ondes "nec DEPED MM 
ingle Neosure....hodions ^3 ingle Neosure....hodions 
Coord System... Rectonga Lar Coord System... hectonge lar 
xp кеу Click last Stock 41 tec xp Eey Click last Stock 
USSZRECADHACIANCM MMN E ICSIDDECADUACINCM 
(a) (b) (c) 
IA CA; торг: NN исх Re 'х' "LG 


x higorous y Sánp t 
—— шшш саз зш 
ESL E EIE (corr vrtu] кс [Top PURGLÍCLLAL 
(d) (e) 


JA Figura 7-5 ° 
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7.1.4 Cálculo simbólico vs. numérico y almacenamiento de objetos algebraicos 


» 
. 41421356237 


En el modo que hemos seleccionado para trabajar con la calculadora, la información que se introduce en 
ella y la que la máquina da como respuesta, está esencialmente en la misma notación que utilizamos 
en matemáticas. Por ejemplo, para calcular V2 +3, sólo tenemos que oprimir sucesivamente las teclas: 


e yx (tecla (5,2)), 

e la tecla (9,3), la que contiene al número 2 como etiqueta de función principal, 
e la tecla + (tecla (9, 5)), 

e la tecla que tiene a 3 como etiqueta de función principal ((9, 4)) 


e у la tecla ENTER (tecla (10, 5)). 


Entonces, la calculadora desplegará el cálculo simbólico de esta expresión: V2 + 3; es decir, el cálculo 
exacto. Si se quiere saber una aproximación numérica de esta expresión, se puede hacer de tres maneras: 


1. Después de haber capturado en la calculadora v2 + 3, como explicamos antes у 
- oprimir la tecla ENTER, debemos oprimir la tecla de cambio derecho ((9, 1)) y des- 
pués la tecla ENTER, entonces la pantalla desplegará: 
—(NUM(ANS(1)) 
з+{2 


pues así hemos activado la función —NUM, que es la función contenida en la tecla 
ENTER resaltada con naranja en su calculadora, finalmente hay que oprimir otra vez 
la tecla ENTER ((10,5)) y la calculadora desplegará en su monitor la aproximación 
"T! numérica de ese cálculo como se ilustra en la figura 7-6(a). 


2. Después de haber capturado en la calculadora V2 +3, como explicamos antes, se 
debe oprimir la tecla (antes de oprimir ENTER) de cambio derecho (9, 1) y, posterior- 


1:42. «3. 
4.41421356237 


(b) 


mente, la tecla ENTER, para activar su función —>NUM y la calculadora desplegará la 
aproximación numérica como se ilustra en la figura 7-6(b). 


Figura 7-6 * 


. Capturar como hicimos antes v2. +3. utilizando la tecla (10,3) para el punto deci- 
mal. Si después de esto se oprime la tecla ENTER, la calculadora nuevamente des- 
plegará la aproximación numérica solicitada. 


En general, cuando una expresión numérica contenga puntos decimales, la calculadora, después que se 
haya oprimido la tecla ENTER, dará como respuesta una aproximación decimal. 


Almacenaje de objetos algebraicos 


Para operar algebraicamente objetos, conviene almacenar éstos en la memoria de la calculadora y uti- 
lizarlos cuando sea conveniente. Supongamos que queremos almacenar en la memoria las expresiones 
М2 +3 y 1—e?. Entonces escribimos, como explicamos antes, la primera expresión y se oprime la te- 
cla F4 para activar la opción STO» del menú de herramientas; luego la pantalla de la calculadora mostrará 
la información 


2473» 


Esto significa que la calculadora espera la instrucción de qué etiqueta (nombre) se asignará a la expre- 
sión. Para ello se utiliza la tecla ALPHA ((7, 1)), para escribir los caracteres alfanuméricos que se elegirán 
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не us We ut мс рага el nombre de esta expresión; en nuestro caso se escogió E1 (mediante la cadena de 


1 2+23PE1 


t1-e DE2 


activación de teclas (7,1)>(1,5)-=>(9,2)); después hay que presionar la tecla ENTER y el 

a+12 valor quedará almacenado en la memoria con el nombre E1. Se repite esta operación para 
almacenar la segunda expresión para la cual se eligió el nombre E2. Ahora, para utilizar 

-1ь2-1] estos objetos, se debe oprimir la tecla VAR, (3, 1). Entonces, el menú de herramientas de la 


(a) 


calculadora cambiará a un menú donde aparecen ambos nombres de los objetos como se 
ilustra en la figura 7-7(a). Para operar con ellos basta usar las teclas con las que se activan 


NX Ra 'R' ы А 5 р А j Arad : 
las opciones del menú de herramientas; por ejemplo, si oprimimos sucesivamente, para 


1 1-e^»E2 


el caso de la pantalla mostrada en la figura 7-7(a), las teclas F1, x y F2, la calculadora 
4,2-1] dará la respuesta mostrada en la figura 7-7(b). 


:Е2Е1 2 | También es posible almacenar objetos algebraicos mediante la tecla STO ((3,2)) de 
*[2)e^-(3«I2] y i 

manera completamente análoga. Por otra parte, la tecla TOOL, la tecla (2,3), sirve para re- 

(b) gresar al menú de herramientas previo. Como es natural, es posible eliminar de la memoria 

Figura 7-7 • objetos que estén almacenados. Por ejemplo, si se quiere eliminar E1 que almacenamos 


anm "LG HEK hu *х' ALG 


1E1E2 2 | 
ФЕ1Е2 -(3+12) 
(3 +151e*-t3+131Í E NOVAL 
[EDIT | VIEN | ECL [STOP [PURGEÍCLEAR LUI cso T T J | 
(a) (b) 
Figura 7-8 * 


previamente y la máquina se encuentra en el estado mostrado en la figura 7-7(b), entonces se debe 
oprimir la tecla TOOL, para regresar al menú de herramientas mostrado en la figura 7-8(a), después 
oprimir la tecla F5 para activar la opción PURGE, oprimir la tecla VAR ((3, 1)), para regresar al menú de 
herramientas donde se encuentran los nombres de los objetos almacenados y oprimir, en este caso, la 
tecla F2 y después presionar la tecla ENTER para eliminar este objeto como se ilustra en la figura 7-8(b). 


7.1.5 Escritura de vectores y matrices en la Hp 50g 


Existen dos formas de escribir vectores en la HP 50g. Una de ellas, que veremos más adelante, es un 
caso particular de la manera en la que se escriben las matrices con un editor especial para ese fin. La 
sintaxis de un vector (41,42, ...,4,) es la siguiente: 


[a1, a2, . .., an] 


donde |] es el par de paréntesis rectangulares que se activa oprimiendo primero la tecla de cambio iz- 
quierdo (tecla (8, 1)) y después la tecla x, (tecla 7,5); los a; son números u objetos algebraicos separados 
por comas; la coma se activa presionando la tecla cambio derecho, tecla (9, 1), y la tecla SPC, (10,4). 
La figura 7-9(a) contiene el resultado en la pantalla de ejecutar la cadena de activación de teclas 


СВ [e] - | * [exl - fos Е 


para escribir el vector (1,2, —5) en la HP 50g. 
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MEX Re 'х' ALG WEN &s 'х' ALG 
12 
:01 2-5) LE 12 
[12-51 li -f 
(a) (b) 
Figura 7-9 * 


La sintaxis para escribir una matriz es: 


[[a11,.. E [a21. . s zone Б li * ., ami] 


donde cada uno de los vectores [a¡;,..., din], i = 1,...,т, son los vectores fila de la matriz. La figu- 
ra 7-9(b) contiene en la pantalla el resultado de ejecutar la cadena de activación de teclas 


са lol- | = ШЇ гл eb ИИЙ г 


E А 2 
para escribir la matriz 


1 -3]| 

Es importante que el lector tenga bien claro la sintaxis para escribir vectores y matrices en la 
calculadora. De esta manera [1,2, —5], se interpreta como una matriz columna, mientras que [[1.2, —5]] 
se traduce como una matriz fila. 


Editor de matrices 


La calculadora HP 50g cuenta con un editor especial de matrices. Para utilizar esta función hay que 
oprimir la tecla cambio izquierdo y después la tecla y así activar el menú que aparece en la 
figura 7-10(a), entonces se oprime la tecla F5, si las entradas de la matriz se van a insertar por filas, 
o la tecla F6, si las entradas de la matriz se van a insertar por columnas. En el caso que ilustramos a 
continuación hemos elegido escribir por filas la matriz y, por tanto, las opciones quedan definidas como 
se ve en la pantalla de esa figura. 


Figura 7-10 + 
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MEX Ra 'х' че 


£3 т 
Ba 


Figura 7-11 + 


Este editor se utiliza como una hoja de cálculo electrónica. Por ejemplo, para escribir la 


matriz | : : | primero oprimimos las teclas de acuerdo con el orden (1 a 4), que se 


indica en la figura 7-10(b); con esto se introduce la primera fila y la pantalla mostrará la 
información que se ilustra en esa figura.! Para escribir la segunda fila se oprimen las teclas 
en el orden (5 a 11) al que se hace referencia en la figura 7-10(c); al oprimir la áltima 
tecla la pantalla de la calculadora presentará la información de esa figura. Al presionar 
otra vez la tecla ENTER (paso 12 en la figura), la pantalla desplegará inmediatamente el 


formato que explicamos antes para escribir matrices y que se ve en la figura 7-10(d). Finalmente, si se 


vuelve a oprimir la tecla ENTER, entonces la calculadora desplegará la matriz en modo algebraico como 


se presenta en la figura 7-11. 


O Nota 7.2 Para escribir un vector con el editor de matrices, se debe activar primero la opción VEC 


del menú de herramientas del editor de matrices (cfr. figura 7-10(a)) y capturar el vector en la primera 


fila como se hizo antes. 


7.1.6 Operaciones con vectores 


Antes de explicar el uso de la HP 50g para realizar algunas de las operaciones básicas entre vectores, 


invitamos al lector a que escriba y almacene en su calculadora los siguientes vectores, con las mismas 


etiquetas que utilizamos aquí, para usarlos más adelante: 


ют, ALG 


51 -281Ҥ-2 18, 76] 


CAORA AAT 
(a) 
с? a WEN Ks "Xx" ALG 
:3 3 
1 e 
найы D 
tS -7 6] 
ECHAEHCHSW ESTATE SCA 
(b) 
Figura 7-12 + 


ul = (1,-2,3) 
u2 = (-2,1,3) 
u3 = (1,—5,12) 
u4 = (0,—3,9) 
yl = (-1,1,2,3,2) 
v2 = (1,0,-1,1,2) 
v3 = (1,—1,1,0,1) 


Suma, diferencia y multiplicación por un escalar 


Para operar algebraicamente vectores con la HP 50g, simplemente se escriben en la 
calculadora y se emplean los signos usuales del álgebra para operar con éstos. Por ejem- 
plo, para realizar la operación 3u1 — u2, podemos escribir el número 3 (tecla (9,4)), opri- 
mir la tecla para el producto (tecla (7,5)), escribir el vector ul = (1,—2,3), oprimir la 
tecla del signo menos (tecla (8,5)), escribir el vector u2 = (—2, 1,3) y, finalmente, opri- 
mir la tecla ENTER para que la máquina despliegue el resultado como se ilustra en la 
figura 7-12(a). Otra forma de hacerlo es escribir el número 3, oprimir la tecla ENTER, 
después la tecla x, escribir el vector ul, oprimir ENTER, la tecla —, escribir el vector u2 y 
oprimir la tecla ENTER como se ilustra en la figura 7-12(b). 


Las imágenes de la HP 50g que se utilizan en esta figura no representan el modelo real de la calculadora; se han modificado 
sólo por comodidad gráfica. 
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u ug MEX Rz Ix ALG Si se tienen almacenados los vectores ul y u2, se puede realizar la misma operación 


oprimiendo la tecla VAR para activar el menú donde aparecen los objetos algebraicos que 
se han almacenado en la calculadora (cfr. el apartado de la pág. 765), entonces, se escribe 
el número 3, se oprimen la tecla x, después la tecla que corresponda para activar el vector 


:301-02 : 
[5-76] ul de la memoria de la calculadora, en este caso F1, la tecla —, la tecla que corresponda 
para activar al vector u2 almacenado en la memoria, F2 y, por áltimo, la tecla ENTER como 
Figura 7-13 * se muestra en la figura 7-13. 


Figura 7-14 + 


Norma, producto punto y producto cruz (vectorial) 


Utilizaremos un menú especial que tiene la HP 50g, el cual contiene estas funciones. Pri- 
mero se tiene que activar el menú MTH oprimiendo la tecla cambio izquierdo y después la 
tecla МҮНсүмв (tecla (4,4)), entonces aparece el menú que contiene la pantalla de la figura 
7-14(a), se selecciona con las teclas direccionales la opción VECTOR, se oprime la tecla F6 
e inmediatamente la calculadora desplegará el menú que se muestra en la figura 7-14(b). 
Las funciones ABS, DOT y CROSS son las que se emplean para calcular la norma (magni- 
tud), el producto punto de dos vectores y el producto cruz (producto vectorial) de dos vec- 
tores (esta última función se aplica sólo a vectores con tres coordenadas), respectivamente. 


Norma: Para calcular la norma de un vector, se selecciona la opción ABS con las teclas 
direccionales del menú mostrado en la figura 7-14(b), se activa esta función con la 
tecla F6, se escribe el vector entre los paréntesis, como se ilustra en la figura 7-15(a) 
y se oprime la tecla ENTER, entonces la pantalla de la calculadora mostrará informa- 
ción como la que se ilustra en la figura 7-15(b). 


НЕХ Re xt ALG енна ай ALG 


101-1242 
RBSCEL1, -1,2,4154 EZ 
CHO [COIT [VIEN] hc | 2тор [Рикс САА 
(а) (b) 
Figura 7-15 + 


Producto punto: Se activa la función DOT del menú VECTOR de la figura 7-14(b) y se escriben los 
vectores como se ve en la figura 7-16(a); se oprime la tecla ENTER. 


Producto cruz: Se activa la función CROSS del menú VECTOR mostrado en la figura 7-14(b) y se es- 
criben los vectores como se ilustra en la figura 7-16(b); se oprime la tecla ENTER. 


7 ай ALG СА. eli "LG 


'DOTE-112112109D, :CROSSIC1 -1 312 1 a 
[ioir|vitu] ас, [ETO PURGEICLCAR] [COIT | vitu] ась [ETO WURGEICLEAM- 
(a) (b) 
Figura 7-16 + 


O Nota 7.3 1. Toda función de la HP 50g tiene el formato FUN(), por ejemplo la función ABS( ) 
mencionada antes, donde FUN es una función de algún menú o del teclado de la calculadora. Para 
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que esa función actúe sobre un argumento, entonces éste se debe escribir dentro de los paréntesis 
después del nombre que tiene dicha función; separados por comas si son más de un argumento 
(cfr. el uso de las funciones ABS, DOT y CROSS, explicadas arriba) y oprimir la tecla ENTER. 

2. Si un objeto algebraico está almacenado en la memoria de la calculadora y se desea que cierta 
función actúe sobre él, se coloca el cursor entre los paréntesis de esa función y desde el menú VAR 
se activa la variable que contiene ese argumento. 

3. Cualquier función de la HP 50g, ya sea de algún menú o del teclado, se puede utilizar escribiendo 
directamente su nombre en la pantalla de la calculadora y en seguida, entre paréntesis, escribir el 
argumento en el que se quiere evaluarla y después oprimir la tecla ENTER. 


Bases 


La calculadora HP 50g cuenta con un menú que tiene funciones extras para actuar sobre 
conjuntos de vectores. Para utilizarlas hay que oprimir la tecla cambio izquierdo y la tecla 
MATRICES 5. tecla (8,3), para activar el menú MATRICES que se muestra en la figura 7-17(a); 
con las teclas direccionales seleccionar la opción VECTOR y oprimir la tecla F6 para activar 
este último menú, el cual se muestra en la figura 7-17(b). 

Las funciones DOT y CROSS ya fueron estudiadas antes. A continuación listamos las fun- 
ciones y formas de uso para cada una de las opciones 1 y 5 de este menú: 


BASIS: BASIS((u,v,...,w)) encuentra una base para el espacio generado por los vectores 


U,V,...,W. 


IBASIS: IBASIS((u,v,...,w),ft,...,r)), halla una base para la intersección del espacio 


generado por los vectores u,v,...,w con el espacio generado por los vectores f, ...,r. 


Figura 7-17 + 


» Ejemplo 7.1 Encontrar una base para el espacio generado por los vectores ul, u2, u3 
y u4 que se almacenaron al inicio de este apartado en la memoria de la calculadora. « 


Solución Se escribe en la pantalla de la calculadora BASIS(fu1,u2,u3,u4)), como se muestra en la 
figura 7-18(a) y la respuesta aparece ahí mismo. Y 


» Ejemplo 7.2 Sean Sı = gn((1,0,—1),(1,—1,0)) y S2 = gn((2,1,0), (—2,0, 1)). Hallar una base de 
51 01.52. 


Solución Se escribe en la pantalla de la calculadora 
IBASIS(([1,0, — 1], [1, — 1,0], £[2, 1,0], [-2,0, 1]) 


y se oprime la tecla ENTER como se ilustra en la figura 7-18(b). La respuesta es, entonces, 


ы: ое ч из e ‘8. "T 


la CA 
(b) 


(a) 
Figura 7-18 + 
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7.1.7 Operaciones con matrices 


Para ilustrar la forma en la que opera la calculadora HP 50g con matrices, guardaremos en la memoria 
de la máquina algunas matrices que utilizaremos después con los nombres que aquí les asignemos. 


1 -2-3-11 
1 2-3 

1-21 43-1 -1-2 2 11 

TE ial в= [55 i = Wes T ET 

2 0-4-50 


z m NEX Be ex" ALG Suma, producto por un escalar y potencias de matrices 


Estaremos usando constantemente el menú MATRICES, cuya activación se lleva a cabo con 
las teclas cambio izquierdo y la tecla MATRICES5, tecla (8,3), cfr. figuras 7-17(a) y 7-4, 
y no indicaremos ya la manera de activar este menú ni los menús que contiene porque 


S+A-34B . w y a . 

MAA ADA ya lo hemos explicado antes; tampoco haremos mención de cómo utilizar las funciones 
(a) implementadas en la calculadora, pues ya tratamos antes ese tema (cfr. nota 7.3). Para 

w m HEX Ks 'х' ALG operar algebraicamente matrices con la HP 50g se utilizan las teclas de producto (x), 


suma (+), resta (—) y de potenciación Y*. Así, utilizando las matrices que almacenamos 
antes en la calculadora, tenemos que la operación 5A — 3B, se escribe en la calculadora 
:¿5A-3B como se ilustra en la figura 7-19(a) y al oprimir la tecla ENTER se obtiene el resultado que 
ЕА 138 6] se muestra en la misma figura (b). Mientras que las operaciones AC y C? se muestran en 
las figuras 7-20(a) y (b), respectivamente. 


(b) 
Figura 7-19 • |? m LE NIU ALG MEX кт 'х' ALG 
c? 

AC -6 5 -14 

[2 5 31] 10-9 2 

8 -211 8 6 -8 
шаи шш: ишин шшш EIGENS LOU 7 NEN d 

(a) (b) 
Figura 7-20 + 


ы исх а xt MG Norma 


La función ABS del submenú OPERATIONS en el menú MATRICES (cfr. figura 7-17(a), 
pág. 770), calcula la norma canónica de una matriz M = [а;;| € Muxn; así, 


¿ М|| = (3 


234 B 


il j=l 


La figura 7-21(a) y (b) contiene la aplicación de la función ABS para el cálculo de la norma 
canónica de la matriz B que almacenamos en la memoria de la máquina. Otras normas se 
pueden encontrar en la opción NORMALIZE del submenú MATRIX del menú MTH; para tener 


ы а acceso a éste último se tiene que ejecutar la cadena de activación de teclas EH 
Lc Lr [a Kal | 
b E 
(b) Determinante, rango, traza, transpuesta 
Figura 7-21 * 


La opción OPERATIONS del menü MATRICES (cfr. figura 7-17), contiene las funciones DET, 
RANK, TRACE y TRAN, éstas calculan, respectivamente, el determinante, el rango, la traza 
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AP "6 Peer "Lá apum мс ШЕЕ ALG 


3 TRAIA) 1 
:DET(C) ,!'MHD з T TRACE) E n 
mEMAEENEIOM mENANAEMMTT. M ——n— —— 
(a) (b) (c) (d) 
Figura 7-22 * 


y la transpuesta de una matriz. La figura 7-22(a), (b), (c) y (d) ilustra estas funciones aplicadas en 
algunas de las matrices que almacenamos en la memoria de la calculadora. 
Inversa 


La inversa de una matriz se calcula con la HP 50g mediante la función INV que se activa oprimiendo la 
tecla cl (tecla (6,4)). En la figura 7-23(a) se ilustra el uso de esta función aplicado a la matriz C que 


se tiene almacenada en la memoria de la calculadora y el resultado que produce (b). 


А. анін ай ALG 


Figura 7-23 ° 


7.1.8 Factorización OR y ortogonalización, factorización LU 


Factorizaciones OR y LU 


Para encontrar la factorización OR de una matriz E (cfr. apartado 4.1.4), se utiliza la función qr de la 
opción FACTORIZATION del menú MATRICES (cfr. figura 7-17). Por ejemplo, si se quiere encontrar la 


1 1 1 
factorización OR de la matriz E = : i E : , se escribe esta matriz en la pantalla de la HP 50g; 
0 0 1 


se almacena, digamos, con el mismo nombre; se activa la función qr; se escribe el nombre de la matriz, 
en nuestro caso con la tecla F1 del menú de herramientas VAR y se oprime la tecla ENTER; este proceso 
se encuentra plasmado en las figura 7-24(a), (b), (c) y (d). En la áltima pantalla (d) se ha utilizado la 


y м< Шон) мз в: Ly 


pires 


e (b) 


Figura 7-24 * 
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opción TEXT, del menú de herramientas TOOL, para que se pueda visualizar el resultado completo en 
la pantalla en la sintaxis de la calculadora (cfr. ejemplo 4.33, para comprobar el resultado). De manera 
análoga se procede para la factorización LU, pero activando la función LU del mismo menú. 


Ortogonalización 


Para encontrar una base ortonormal de un subespacio generado por vectores linealmente independientes, 
basta encontrar la factorización OR, de la matriz que tiene como columnas a los vectores del conjunto 
generador, como se explicó en el párrafo anterior y las columnas de la matriz O serán la base ortonor- 
mal correspondiente. Por ejemplo, la figura 7-25(a) y (b) contiene el proceso para encontrar una base 
ortonormal del espacio generado por el conjunto de vectores linealmente independientes ((1, 1), (0,1) }. 


Bum | x ALG : i EEN 
€EE1,03, [1,121254 
(a) — 


Figura 7-25 + 


Por tanto, la base ortonormal está formada por las columnas de la matriz Q; es decir, 


(0/v2,1/V2), (-1//2.1/V2)]. 


7.1.9 Forma escalonada y forma escalonada reducida con la HP 50g, sistemas lineales 


El submenú LINEAR SYSTEMS del menú MATRICES (cfr. figura 7-17) contiene las funciones REF y RREF. 
La primera, cuando actúa sobre una matriz, da como resultado una forma escalonada; mientras que la 
segunda obtiene la forma escalonada reducida de dicha matriz. La figura 7-26(a) contiene el proceso de 
ejecución REF(D); mientras que la misma figura (b) contiene la ejecución RREF(D); donde D es la matriz 
que se tiene almacenada en la memoria de la calculadora. 


A Y э 


¿REF(D) 100% ё 


ефе c:0 + 

пеи Ek. 
A A A A A 

(a) (b) 


Figura 7-26 + 


Sistemas lineales 


Para resolver sistemas lineales se pueden utilizar las funciones REF y RREF aplicadas a la matriz aumen- 
tada del sistema y aplicar, manualmente, sustitución regresiva. 
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7.1.10 Métodos de Gauss y Gauss-Jordan paso a paso en forma automática con la HP 50g 


DIAS "—w Activación del modo STEP/STEP 


vertu 
Meme 12 
-.Mweric Approx — Con esta calculadora es posible efectuar las operaciones de renglón, paso a paso, y en 
Zhigorous d Simp ben-hational forma automática para llevar una matriz a una forma escalonada y escalonada reducida. 
AS : Para ello primero hay que oprimir la tecla MODE, después la tecla F3 para activar la opción 
оен 
CAS, con las teclas direccionales desplazar el cursor рага selecionar la opción STEP/STEP, 
(a) y activarla oprimiendo la tecla F3 para seleccionar la opción CHK, como se ilustra en la 
HEX R= "X' WLT ALG figura 7-27(a); después hay que oprimir dos veces la tecla F6 y, entonces en la pantalla 
de la HP 50g se desplegará la leyenda HTL, junto a la leyenda ALG, indicando que dicha 
opción ya está activada como se muestra en la figura 7-27(b). 
Métodos de Gauss y Gauss-Jordan, paso a paso en forma automática 
[EPIT [VIEW | ECL | ETOP [P URGEICLEAE] 
(b) Una vez activado el modo STEP/STEP en la calculadora, sólo hay que aplicar las funciones 
Figura 7-27 • REF y RREF del submenú LINEAR SYSTEMS del menú MATRICES, como se explicó en el 


apartado 7.1.9. Por ejemplo, si se desea encontrar una forma escalonada de la matriz D que 
se tiene almacenada en la calculadora, de tal manera que la máquina vaya desplegando en la pantalla 
cada una de las operaciones de renglón que efectúa al aplicar el método de Gauss, entonces se activa la 
función REF y se evalúa ésta en la matriz D; en la figura 7-28(a) se ilustra este proceso. Al oprimir 
la tecla ENTER, la pantalla de la calculadora desplegará la información contenida en la figura 7-28(b). 
Observe que en la parte superior de la pantalla aparece el texto L2 = L2 — 1:11, que indica que al oprimir 
la tecla F6 para activar la opción OK del menú de herramientas, la calculadora efectuará la operación de 
renglón Rz + Rz — R,; el resultado de esa operación está contenido en la figura 7-28(c). La figura 7-28 
incisos (c) a (g) contiene cada uno de los pasos que la calculadora efectuará para obtener una forma 
escalonada de la matriz D; cualquiera de ellos se lleva a cabo oprimiendo la tecla F6 para activar la 
opción OK del menü de herramientas. Note que cuando la pantalla contiene la leyenda Reduction 
result se ha obtenido una matriz en forma escalonada equivalente a la matriz D (g); si se vuelve a 
aceptar la opción OK oprimiendo la tecla F6, entonces la máquina realizará un último ajuste que consiste 


НЕХ = 'х' HLT ALG 
Z2-L2--14L1 


DALI T2941 
$ -2 -9 -1 1 1 -2 -9 -1 1 í -2 -3 -1 1 
$-2 2 11 -4 -i O -4 -i © 
2-11 4 -~ 1 6 3706 
2 9 -s-2 e -s-2 e -5-2 


REF(D) 
ктт шш #шї1113 иш жи Ar A NEN NR GNE NOI 
(a) (b) (с) (а) 

НЕХ R= "x* HLT ALG 
1-2-3-i 1 122-2-: 1] REF) 
pul 224 i 1 -2 -3 -1 1 
e 2524 € e 2524 os jo3 
41 0- eoo a 8 1 2A 
о ө о о 


(е) (f) (8) (h) 
Figura 7-28 + 
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en cambios de escala para que todos los pivotes sean unos, obteniendo el resultado mostrado en el inciso (A) de 
la misma figura (compare con el resultado ilustrado en la figura 7-26). Se hace lo mismo si se quiere obtener la 
forma escalonada reducida de una matriz, pero utilizando la función RREF en lugar de la función REF. 


7.1.11 Inversa de una matriz paso a paso de manera automática con la calculadora HP 50g 


De manera análoga a la descrita en el apartado anterior, se puede calcular la inversa de una matriz 
mostrando paso a paso el método de Gauss-Jordan que aplica la calculadora a la matriz ampliada [C /,], 
si aún se tiene la máquina en el modo STEP/STEP descrito antes. Para ello se utiliza la función INV 
(tecla 1/X) aplicada a la matriz a la que se desea calcular su inversa. Las figuras 7-29 y 7-30 contienen 
este proceso utilizando la matriz C que tenemos almacenada en la memoria de la calculadora. 


ea 
EXIIT 


il. od ШШШ ПОШ A ШШШ HW loop EENRESEEH SUED A HO: EM 
(a) (b) (c) 


128L1--242 1212L1-L3 
12-310 0112 0112 
TS 9 -21 -5 8-2 1 -5 9 -2 1 
=i 4 -101 -14-101 Ф 12 -3-1 


bo dE S E a EO dE e os a щш ko iE (а аса A Й 
(d) (e) Ф 


Figura 7-29 + 


INVIO) 


Como antes, la calculadora realiza el último ajuste, no de manera explícita, transformando en unos los 
elementos de la diagonal de la matriz en el lado izquierdo de la ampliación de la figura 7-30(л), mediante 
cambios de escala y el resultado final se despliega en la pantalla de la figura 7-30(1). 


HEX Bs xt HLT ALG 


zi iid 


bi ШЕП JE [E EO Н Eo NEN NENNEN БШШШ UN CE (aun Muncel E leran) o шан 
(8) (h) (i) 


Figura 7-30 • 


awhe ojo 


7.1.12 Métodos de Gauss y Gauss-Jordan con operaciones de renglón ejecutadas por el usuario 


Es posible que el usuario dé instrucciones a la calculadora, por medio de algunos comandos, para eje- 
cutar operaciones elementales de renglón a una matriz y encontrar una matriz equivalente escalonada 
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VIA ALAIOR тоос AA o Ja forma escalonada reducida de dicha matriz y, por tanto, poder calcular paso a pa- 
pt e ME -'*^ so la inversa de una matriz en forma manual. Para lograr este objetivo es conveniente 
Pep key Cc Let ste [ener la calculadora en un modo tal que las funciones aparezcan en el menú de herra- 

mientas en lugar de ser desplegadas en listas. Entonces, hay que oprimir la tecla MODE 
PEU (tecla (2,2)), elegir la opción FLAGS oprimiendo la tecla F1, desplazarse en la pantalla 


con las teclas direccionales para selecionar la opción 117, Soft MENU, y oprimir la tecla 


(a) І a ies 
F3 para activar ésta en el menú de herramientas como se indica en las figura 7.31(a) y 
110 formal matrices * (b). Una vez que se haya oprimido dos veces la tecla OK, todos los menús que se eli- 
12 í чле јап en la calculadora tendrán sus respectivos submenús y funciones como opciones en el 
ич lex 9 x«i 1 1 1 1 
115 = Simp fied menú de herramientas de la HP 50g. Necesitamos tres funciones que se encuentran en el 


AE €: menú MATRICES; por tanto, hay que oprimir la tecla cambio izquierdo, después la tecla 
^ а ; à 


a MATRICES, la tecla F1 para activar el menú CREATE, figura 7-32(a) y la tecla F2 para activar 
(b) el submenü ROW, figura 7-32(b); inmediatamente el menü de herramientas lucirá como se 

Figura 7-31 + muestra en la figura 7-32(c). Las funciones que vamos a utilizar son RCI (F5), RCIJ (F6) y 

la tecla RSWP que se puede ver oprimiendo la tecla NXT, figura 7-32(d). El efecto sobre 


MEX &s 'х' нт ALG MEX R= "Xx" MTG MEX Вт 'Х' щт ALG НЕХ R2 x" нт ALG 


(a) (b) (c) (d) 
Figura 7-32 * 
HEX hs 'х' HLT м MEX Re и WT M6 MEX Bo 
:0 1-2-3 -1 1] :ЕСІ.ХАМ5(1 
1 -2-9-11 "1-22 11 E - 
iii KE 21194 
2 0 -5-2 01 RCIJCANSC1 THE 
(a) (b) (c) (d) 


(e) (f) (8) (h) 
WO Ra o итис ИСХ ha ‘R’ жт лс 
e -| 
: RCIJIRNSOI 4/2, mer 1 RCIJXRNSCO) n 
8-16 oH 8-16 d 
0025246 0025246 
0 2524 e e e 
[җон [кон kowe kok- | ECI кс MN hon] bo koue | hom | ECI TACTO] 
(i) (0) 


Figura 7-33 + 
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Figura 7-34 • 


una matriz A y la sintaxis para producirlo al aplicar cada una de estas funciones en ésta es el siguiente: 


e RSWP(A,I, Л): intercambio de las filas Гу J en la matriz A (R; + Ry). 
e Rel(A,c,I): multiplicación de la fila 7 por el escalar c en la matriz А (Ау €» cRp). 


e RCIJ(A,c,I,J): cambiar la fila J de la matriz A por el resultado del producto del escalar c con la 
fila Z de A y la suma de la fila J de (Ау < cR; + Ry). 


Como ejemplo, vamos a llevar a una forma escalonada la matriz D que se tiene almacenada en la me- 
moria de la calculadora, que hemos hecho visible en la pantalla de la HP 50g, y dejamos las opciones 
del menú de herramientas como se muestra en la figura 7-33(a) (cfr. figura 7-32). En el primer paso 
haremos la operación de renglón Rə < 1: Ау + А. Para ello oprimimos la tecla F6, activando así la 
función RCIJ, la tecla cambio izquierdo, la tecla ENTER (ANS) y se termina de escribir en la pantalla de 
la máquina el texto RCIJ(ANS(1),1,1,2), figura 7-33(b); al oprimir la tecla ENTER la pantalla desplegará la 
matriz contenida en la figura 7-33(c). La siguiente operación de renglón es А + —2R, + А; entonces 
oprimimos sucesivamente las teclas F6, cambio izquierdo, ENTER, para completar el texto mostrado en 
la figura 7-33(d); después de oprimir la tecla ENTER, la calculadora desplegará la información de esta 
ejecución como se muestra en la figura 7-33(e). Los siguientes pasos se ilustran en la figura 7-33(f) a (7). 
Es evidente que se puede continuar de esta manera para aplicar el método de Gauss-Jordan y obtener la 
forma escalonada reducida de la matriz D. La figura 7-34(a)-(e) contiene los pasos necesarios para ello. 


7.1.13 Inversa de una matriz por el método de Gauss-Jordan con operaciones 
de renglón ejecutadas por el usuario 


Se puede calcular la inversa de una matriz C por el método de Gauss-Jordan con operaciones elegidas 
por el usuario, simplemente llevando a forma escalonada la matriz ampliada [С Jal; donde /,, es la matriz 
identidad del mismo tamaño que la matriz C, siguiendo los pasos del apartado precedente. Puesto que es 
un poco fastidioso escribir, cada vez que se necesite, en la calculadora la matriz ampliada [С 1,], уатоѕ 
a programar un par de funciones en la HP 50g рага que una vez que se haya escrito la matriz C, una 
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de ellas calcule la matriz ampliada. La primera, que llamaremos NumCol, es una función secundaria que 
sirve únicamente para indicarnos el número de columnas de una matriz sobre la que ella actúe y que uti- 
lizaremos en la programación de la función principal, AuM. 


peso атас Programación de la función NumCol 


X '9GCOGETCSIZECX) 


Para programar la función NumCol, se escribe en la pantalla de la calculadora el guión que 
se muestra en la figura 7-35(a). Primero se oprime la tecla cambio derecho (tecla (9, 1)); 
después la tecla + , para activar los símbolos << œ; la tecla cambio derecho y la tecla 0, 


DGUNNECONETPOHUENNREUNG para activar la flecha >; la tecla ALPHA y la letra X; la tecla cambio izquierdo y la tecla ”, 


(a) 


tecla (4,3). La función > О se encuentra en el menú CONVERT, en la opción REWRITE, 


2 m presoa era que se activa oprimiendo la tecla cambio izquierdo, la tecla 6 ((8,4)), la tecla F4, la tecla 


año» 1 


ІТЫ 
» 


CODAE эф Гр >р. LIINE = 
(b) 


€ FIUGMENT € 
(NumCo1tK0xX) 


NXT y la tecla F5 (o simplemente utilice las teclas cambio izquierdo y la tecla del número 0 
para la flecha y escriba, sin espacio, la letra mayúscula Q); la función GET se encuentra en 
el menú MATRICES en la opción CREATE (o escriba directamente la palabra GET); la fun- 
ción SIZE se encuentra en el menú MATRICES en la opción OPERATIONS (o escriba directa- 
mente en la pantalla la palabra SIZE). Una vez que se ha editado el guión en la pantalla de 
la calculadora, se almacena en la memoria, utilizando la tecla STO, con el nombre NumCol. 


Figura 7-35 * De esta manera, siempre que se quiera utilizar esta función se debe activar con la tecla VAR 


+ RuMC) 


Figura 7-36 ° 


1 
1 


su nombre, inmediatamente escribir entre paréntesis la matriz sobre la cual se desea que actúe y oprimir 
la tecla ENTER para que ejecute. La función —> O convierte argumentos reales a números racionales 
simbólicos; la función SIZE da una lista con el tamaño de la matriz en la que se evalúa; la función 
GET(L,k) da el valor de la lista L que se encuentra en la posición к. 


Programación de la función AuM 


Una vez programada la función AuM, cuando se evalúe en una matriz C, esto es, cuando se oprima la 
tecla ENTER después de AuM(C), se imprimirá en la pantalla la matriz aumentada [C 7,]. De manera 
completamente análoga a como se procedió con la función anterior, se escribe el guión que se mues- 
tra en la figura 7-35(b). En este caso la función TRAN se encuentra en el menú MATRICES en la op- 
ción OPERATIONS, que ya hemos descrito antes, y actáa en una matriz calculando su transpuesta; la 
función IDN(k) da como resultado la matriz identidad de orden k y se encuentra en el menú MATRICES 
en su opción CREATE; la función AUGMENT(A,L) adjunta al arreglo A el arreglo L, que se encuentra en el 
mismo menáü que la función IDN. Con la tecla STO se almacena en la memoria con el nombre AuM. 


ит ALG Inversa de una matriz con operaciones de renglón seleccionadas por el usuario 


Vamos a calcular paso a paso la inversa de la matriz C que se tiene registrada en la memo- 
ria de la calculadora. Para ello, primero creamos la matriz aumentada (ampliada) [C B] 


m 


-3100 
E =] + 518) con la función AuM, como se ilustra en la figura 7-36; después aplicamos el método de 


1 : n А ; Н 
Gauss-Jordan con operaciones de rengloñ elegidas рог el usuario, descrito en el apartado 


anterior, hasta obtener la matriz |Z, C zi Los pasos de este proceso se muestran en la fi- 
gura 7-37(a)-(i) (recuerde tener activado el menú MATRICES-CREATE-ROW en el menú de 
herramientas con la opción Soft MENU); y la inversa de la función se encuentra en la misma 


figura (7). 
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NEX Re 'K' RT NG НЕХ R= "X' MLT ALG 


(c) (а) 
NEX ha *x* нт ALO 


Figura 7-37 • 


7.1.14 Transformaciones lineales, núcleo e imagen 


Sea T : IR" — R” una transformación lineal con representación matricial A € Mx, respecto a las bases 
canónicas. Con la calculadora HP 50g es posible encontrar bases para la imagen, T(R”), y para el 
núcleo, ker(T'), de la transformación lineal; que corresponden, respectivamente, al espacio columna y 
al espacio nulo de la matriz A. Las funciones de la calculadora que se utilizan para este fin son IMAGE y 
KER; ambas se localizan en el submenú LINEAR APPL del menú MATRICES. La figura 7-38 (a) contiene 
el proceso de aplicar la función IMAGE a la matriz D que tenemos almacenada en la memoria de la 
calculadora; mientras que la misma figura, (b) y (c), contiene el proceso de aplicar a esta matriz la 
función KER; se tienen que utilizar las flechas direccionales para poder ver el resto de la información en 
la pantalla (misma figura (d)). 


Figura 7-38 ° 
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7.1.15 Valores y vectores propios 


El submenú EIGENVECTORS del menú MATRICES contiene funciones para calcular el polinomio carac- 
terístico, valores y vectores propios de una matriz. A continuación se describen la sintaxis y efecto que 
produce cada una de esas funciones. 

e EGVL(A) calcula los valores propios de la matriz A. 


e EGV(A) produce un par de matrices: la primera contiene los vectores propios de la matriz A como 
columnas; la segunda contiene los valores propios de la matriz A, que corresponden a los vectores 
propios columna, de la primera matriz. 


e PCAR(A) calcula el polinomio característico de la matriz A. 


Por ejemplo, si escribimos y guardamos en la memoria de la calculadora la matriz 


=l ow l 
Al=| —2 1 1 
2 —4 0 


con el mismo nombre, la figura 7-39 (a), (b) y (c) contiene la aplicación de cada una de estas funciones 
a la matriz Al. 


E: eli ALG |. #1 Айн м deb Ш 


rH 
1-1-1 ¿PCARIA1) 
:EGVL -1-1 8[t-1-211 
"m (-1-21) E EDS | X342x*-x-2 
о: L Aun (помсеї С IPPAR] D] нани Гои: | Aun онсе E LEPARI р 
(а) (с) 
Figura 7-39 + 


O Nota 7.4 Es posible que la calculadora dé un conjunto vacío de valores o vectores propios para cierto 
tipo de matrices, si se está trabajando en el modo simbólico; de suceder así, se debe utilizar las teclas 
de cambio derecho y la tecla ENTER para que la máquina despliegue el resultado en modo numérico 
o poner la calculadora en modo Approx. En general, este proceso se debe llevar a cabo siempre que la 
HP 50g dé una respuesta vacía si está trabajando en modo simbólico (algebraico). 


7.1.16 Números complejos con la HP 50g 


Para trabajar con números complejos en la calculadora HP 50g, únicamente se debe permitir que la 
máquina opere con este tipo de números. Para ello se debe oprimir la tecla MODE, después la te- 
cla F3 para seleccionar la opción CAS, seleccionar con las teclas direccionales la opción _ Complex y 
la tecla F3 para aceptar esta opción y, finalmente, la tecla F6 (OK) (cfr. figura 7-5(d), pág. 764). Una 
vez que se ha activado el modo Complex, la calculadora aceptará y desplegará información con números 
complejos. Para escribir un número complejo en la calculadora se emplea la sintáxis a+bi o (а, b) y 
todas las operaciones algebraicas se llevan a efecto de manera completamente análoga a como se hizo 
con números reales. 
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7.2 MATLAB y álgebra lineal 


MATLAB es un potente paquete computacional interactivo que trabaja sobre arreglos matriciales direc- 
tamente; de hecho sus siglas significan Matrix Laboratory. Ésta es la principal ventaja que tiene este 
sistema, pues le permite resolver muchos problemas técnicos computacionales en una fracción del tiem- 
po que se necesitaría para escribir un programa en un lenguaje como C O FORTRAN. Las capacidades de 
este paquete van más allá de trabajar únicamente con arreglos matriciales. MATLAB es un lenguaje 
de alto rendimiento que integra computación, visualización y programación en un ambiente amigable 
que utiliza la notación matemática como base. Entre las muchas aplicaciones que tiene MATLAB están 
el desarrollo de algoritmos, modelación, simulación, análisis de datos, gráficas, matemáticas y compu- 
tación. Para resolver necesidades específicas en diversas áreas, MATLAB ha desarrollado las llamadas 
toolboxes; que son conjuntos de herramientas diseñados convenientemente para satisfacer esas necesi- 
dades. Las versiones para estudiantes por lo general incluyen tres toolboxes: Signal Processing Toolbox, 
Control System Toolbox y Symbolic Math Toolbox. Esta última es una caja de herramientas que permite 
realizar matemáticas en forma simbólica. El espacio que ocupa en la memoria de una computadora es 
relativamente pequefio en comparación con otros paquetes y su precio comercial es más económico. La 
programación en MATLAB es muy sencilla y una enorme ventaja es la interface gráfica que con ella 
puede utilizarse. Estas bondades y las cajas de herramientas han hecho de MATLAB un paquete de gran 
uso en ingeniería y ciencias. Además de las versiones para estudiantes, también existen las versiones 
profesionales que, como es natural, son más poderosas (y más caras); en este texto utilizaremos una 
versión para estudiantes y trataremos ünicamente lo que concierne a la parte de álgebra lineal en un 
contexto muy básico. 


7.2.1 Interacción con MATLAB y almacenamiento de información 


« «Student Edition» MATLAB Command Window „_ Г Ж Una vez que se ha instalado una de las versiones del paquete 
roer 000 en la computadora y se ha activado el mismo, la computado- 
Djs] +|%]@) -| eig 2| ra desplegará (si el sistema operativo trabaja sobre Win- 
dows) una ventana como la que se muestra en la figura 7.40 


(«Student Edition MATLAB Command Window). Éste es 
el medio con el cual el usuario interactúa con MATLAB; 


las instrucciones que a través del teclado se escriban apare- 
cerán después de EDU» en esa ventana. De esta manera, si 
se escribe con el teclado el número 3 y se oprime la tecla 
ENTER (INTRO) de la computadora: 


EDU» 3 
ang ж 


3 


A — Figura 7-40 ° EDU» 


la computadora habrá almacenado el valor 3 con la etiqueta (nombre) ans; que es el nombre que por 
defecto asigna MATLAB a ese objeto. Esto significa que si en lugar de ello se hace 
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EDU» a-5 
a = 


EDU> 


en la memoria de la calculadora habrá quedado almacenado el valor 5 con el nombre a. Este valor 
quedará todo el tiempo con esa etiqueta asignada hasta que el usuario le reasigne un nuevo valor a dicha 
etiqueta. Pero, si se desactiva MATLAB (escribiendo en la ventana la palabra exit y oprimiendo después la 
tecla ENTER, o simplemente cerrando la ventana de comandos de MATLAB), entonces todos los objetos 
almacenados quedarán borrados de la memoria y, cuando nuevamente el usuario utilice MATLAB, ya no 
podrá hacer uso de ellos. Sin embargo, con la instrucción save, se pueden almacenar permanentemente 
los objetos en la memoria de la computadora y, con la instrucción load, podrá cargarlos otra vez para 
utilizarlos. La sintaxis para cada uno de estos comandos es: 


e save nombre del objeto 


e load nombre del objeto 


Supongamos, por ejemplo, que vamos a cerrar MATLAB y deseamos almacenar el objeto a; escribimos 
en la ventana de MATLAB y después oprimimos la tecla ENTER de la computadora: 


EDU> save a 
EDU> 


Si salimos del paquete y después escribimos las instrucciones 


EDU» load a 
EDU» 


la variable a volverá a cargarse para utilizarla nuevamente. 
O Nota7.5 1. MATLAB ejecuta una instrucción sólo si después de escribirla en su ventana se opri- 


me la tecla ENTER. Ya no haremos explícito este detalle de aquí en adelante. 


2. Está permitido usar cualquier carácter alfanumérico, incluso el guión bajo, para nombrar objetos 
en MATLAB (sin dejar espacios en blanco). 


3. La sintaxis de MATLAB es sensible a mayúsculas y minúsculas; por ejemplo, las etiquetas meNor 


y menor son distintas en este programa. 


Podemos saber las variables (objetos) que tenemos almacenadas en cada sesión utilizando el coman- 
do who: 


EDU» who 

Your variables are: 
a 

EDU» 


y ver las variables que tenemos permanentemente almacenadas con el comando what: 
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EDU» what 
MAT-files in the current directory C:IMATLABIBIN libro 
a 


EDU> 


El paquete indica el directorio donde está almacenada la variable a —directorio en curso donde se debe 


estar trabajando para poder tener acceso a esa variable, en nuestro caso C: AMATLABABIN11libro—. 
De no ser así, se debe cambiar de directorio desde la ventana de MATLAB (consulte la guía del usuario). 
Las instrucciones que se den a MATLAB en una sesión no se pueden almacenar, únicamente se pue- 
den guardar objetos numéricos y algebraicos. Para ver las variables que se encuentran en el directorio 
en curso se escribe el comando dir. Para borrar una variable se utiliza la instrucción delete seguida 
(con un espacio) del nombre del archivo; así, delete a.mat borraría de la memoria el objeto a. 
Existen formas de almacenar ya sea en forma de texto, únicamente para registrar por escrito, o en forma 
de guión, para ejecutar y modificar cuantas veces sea necesario un conjunto de instrucciones. La primera 
es la instrucción con sintaxis diary nombre de archivo con extensión txt y la segunda es utilizando 
un archivo m que veremos más adelante. 


Uso del punto y coma para evitar despliegue de información 


Para cerrar este apartado es conveniente señalar una característica muy útil en la sintaxis de MATLAB. 
Cuando se escribe un punto y coma después de una instrucción, el programa la ejecuta, pero no la 
despliega; éste es evidentemente un rasgo muy ütil de MATLAB cuando no se desea visualizar en 
la pantalla información innecesaria. 


EDU» valor de Х=3.1618; 
EDU» 


72.2 Escritura de matrices y operaciones básicas 


Para escribir una matriz, se encierran entre paréntesis rectangulares las componentes de la matriz sepa- 
radas por un espacio cada una (o por una coma) y las filas en distintas líneas o separadas por el carácter 
punto y coma 


DU» A-[ 1 -2 3 


E 


z ДЕ 
e 1-0] 
А = 
1 =2 3 
2 1. 1 
=] 1. 0 
EDU> 
BDU» A=[1,2,32,/L,1L;=1L,, 1. L.] 
А = 
1 2 3 
2 1 I 
si 1 1 
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Las operaciones básicas en MATLAB utilizan la notación usual de una calculadora: 


e + para la suma a+b. 

e - para la diferencia a-b. 

e * para el producto a *b. 

e / para la división a/b. 

e sqrt para la raíz cuadrada sqrt (a) = ya. 
e ^ para elevar a una potencia a^b — e, 


e \ para la división a Vb = b/a. 


EDU» -3+5 

ans - 

2 

EDU» 4x*sqrt (2) 
ans = 
5.6569 


EDU» 4/2 


EDU» 412 
ans - 
0.5000 
EDU» 2^ (1.8) 
ans - 
3.4822 


EDU> A=[1 -1 2: -2 1 3]; B=[0 1 -1; 1 2 1]; 
EDUS Cs[-1 1 3: 2.2 1; -3. 2 1]; 
EDU» 3*A-2*B 


ans - 
3 =5 8 
-8 =I 7 
EDU» A«C 
ans - 
sg 3 4 
=5 6 =2 
EDU» C^2 
ans - 
=6 7 1 
= 8 9 
4 3 =6 
EDU» D-3*C^3;E-(A-2*B)*D 


381 -291 -48 
-54  -423 21 
DU» 


Ei 


Una característica muy importante de MATLAB es que no se requiere declarar el tipo de variables con 
las que se trabaja; así, se puede hacer cálculos con números reales y complejos en el mismo ambiente 
sin hacer ningún cambio o declaración inicial. 
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EDU» (3^2-25)^(1/2) 


a 


EDU» 


ns 


0.0000+ 4.00001 


7.2.3 Formatos y modo simbólico 


MATLAB tiene distintos formatos para desplegar información numérica. Algunos son: 


e format 


e format 


e format 


e format 


e format 


e form 


short e: cinco dígitos más exponente; por ejemplo, 3.5833+e01. 
long: 16 dígitos. 

long e: 16 dígitos más exponente. 

bank: 2 dígitos decimales; por ejemplo 12 . 45. 


rat: aproximación racional; por ejemplo 13/125. 


hicieron los cálculos del apartado precedente. 


E 


a 


DU> 
ns 


DU> 


3s 


DU» 
ns 


DU» 


DU» 


DU» 


1/3 


0.3333 


1/3 


DU> format short e 


33336-001 


4/128 


1732 


1/3 


4/128 


0.0312 


DU> format rat 


DU» format long 


033333333333333 
DU> format 


785 


ato format short: el formato que por defecto tiene MATLAB y que es con el que se 


Las versiones para estudiantes de MATLAB contienen el toolbox de matemática simbólica. Para hacer 


operaciones en modo simbólico, requerimos declarar las literales que se van a utilizar con el comando 


syms, separando cada literal con un espacio en blanco: 


E 
E 


DU» syms x 
DU»«e[x-x*2 


-х 2xx] 


786 CAPÍTULO7 | Uso de tecnología 


J 
[ NX, 5e 2 
[ 
E 


-x, 2*x] 
DU» J^2 
ans - 
[ A 3хх^3] 
[ -3хх^2, -х^3+4*х^2] 
EDU> 


El comando sym transforma una expresión al modo simbólico y todo lo que se opere con ella 
estará en modo simbólico. Para ilustrarlo, emplearemos la matriz A que tenemos almacenada en la me- 
moría. 


EDU» S=sym(A) 


[ i; Ti, 2] 
[524 -L, 3] 
EDU» sqrt(2)*S 


ans - 
[ аА S 22^(1/2), 22 (1/2) | 
[ 2w2 (172); 2 (1£2), 382 (1/2)] 
EDU» 


En ocasiones es difícil leer las expresiones en este modo, se puede utilizar un comando que ayuda 
un poco a visualizar mejor la información desplegada; el comando pretty: 


EDU» pretty (ans) 


[ 1/2 172 172] 
[ 2 =2 2. 2 ] 
[ ] 
[ 14/2 1/2 1/2] 
[«2 2 2 3 2 ] 


EDU» 


7.24 Matrices especiales, información básica y edición de matrices 


Matrices especiales 


Para no tener que escribir una matriz como la matriz cero o la matriz identidad, MATLAB tiene algunos 
comandos diseñados para este propósito, algunos son: 


e Matriz cero de orden m x n: zeros (m,n). 
e Matriz identidad de orden n: eyes (n). 


e Matriz de unos: ones (m, n) 
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EDU» zeros (2,3) 


ans = 
0 0 0 
0 0 0 
EDU» eyes (3) 
ans = 
1. 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
EDU» ones (3,2) 
ans - 
1 1 
1 1 
1 1 
EDU> 


Información básica y edición de matrices 


El comando size sirve para conocer el tamaño de una matriz; mientras que el comando length se 
utiliza para conocer el número de componentes de un vector. 


t 


Ош м=р. =L 27 2 1 US mella a Sl, =E 2 0 2 
EDU» size(M) 


апа = 

2 3 
EDU» size(u) 
ans = 

4 1 
EDU» size (у) 
ans = 

1. Б 
EDU» length (и) 
ans. = 

4 
EDU» length (v) 
ans = 

5 
EDU» 


Si se ha etiquetado una matriz con el nombre M, entonces se tienen los siguientes comandos para 
visualizar componentes, filas y columnas de esta matriz: 


e M(i,j):despliega la información que contiene la componente que se encuentra en la fila i y en 
la columna j de la matriz M. 


e M(i,:) despliega la fila i de la matriz M. 


e M(:,3) despliega la columna j de la matriz M. 
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EDU» M=[-1 2 3 4 
sq dq 2. 23 
0-3 3.3 


EDU» M(2,3) 
ans - 
2 
EDU» M(3,:) 
ans = 
0 1 1 1 
EDU» M(:,4) 
ans - 
4 


3 
1 


EDU> 


Por supuesto, se puede editar una entrada o una columna o una fila de la matriz M con estas instruc- 
ciones. 


EDU» M(1,2)=-5 


М = 
zr -5 3 4 
=1 1 2 3 
0 1 1 1 
EDU» M(2,:)=[-1 0 1 1] 
М = 
zd =5 3 4 
=1 0 I I 
0 il 1 1 
EDU> 


Un detalle que puede resultar útil en la edición de matrices, es que en MATLAB es muy simple 
adjuntar una matriz a otra para ampliar la primera. Utilizando la matriz M que ya tenemos escrita, vamos 
a ampliarla con la matriz M2 que tenemos que escribir en la ventana de MATLAB. 


EDU» M2=[ -3 1 


2 
0 1] 
M2 = 
=3 
2 


к io + 


0 


EDU» K=[M M2] 


К s 
e =5 3 4 =з 
-1 Hi 2 3 2 
0 1 1 1 0 


7.2.5 Operaciones de renglón con MATLAB 
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Con los comandos descritos antes se puede llevar a cabo operaciones de renglón para encontrar, por 


ejemplo, una forma escalonada equivalente. 


EDU» M(1,:)=-1xM(1,:) 
M = 
L 5 -3 -4 
-1 0 1 1. 
0 1 I i 
EDU» M(2,:)=M(1,:)+M(2,:) 
М = 
1 5 -3 -4 
0 5 -2 -3 
0 1 1 1 
EDU» M(3,:)=M(2,:)-5xM(3,:) 
M = 
1 5 -3 -4 
0 5 -2 -3 
0 0 -7 -8 
EDU» 


El intercambio de filas es un poco más laborioso: 


EDU» М1= [1 5 -3 -4 


0.5. «2 =3 

0 1 1 1] 

M1 = 
1 5 =з -4 
0 5 -2 =3 
0 1. I 1. 


EDUS T=M1,42,2)53=M1 13:52) 
DUSMI(Ó,z2)2g; ML(372)=L 


E 


M1 = 
1 5 =3 -4 
0 1 1 1 
0 5 =2 -3 


EDU» 
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Más adelante veremos cómo es posible hacer las operaciones de renglón en forma más simple pro- 
gramando una función en MATLAB. 


O Nota 7.6 Con las teclas direccionales de la computadora es posible volver a colocar información en 
la pantalla de MATLAB sin tener que teclearla; con la de dirección hacia arriba se obtiene la información 
precedente en forma sucesiva y, con la tecla de dirección hacia abajo, la información posterior. Este 
detalle resulta muy útil para repetir y editar instrucciones sin tener que escribirlas por completo. 


7.2.6 Funciones programadas por el usuario, programación en MATLAB y operaciones de renglón 


En MATLAB es posible que el usuario programe sus propias funciones. Para ello hay que editar el guión 
del programa que define la función en un editor y guardarlo, con extensión m, en el directorio donde se 
vaya a utilizar. MATLAB cuenta con un editor especial para este fin; para activarlo, hay que hacer clic 
en la opción FILE de la ventana de MATLAB, después en New y M-file como se ilustra en la figura 7-41(a); en- 
tonces se abrirá una nueva ventana con el editor de MATLAB como se muestra en la figura 7-41(b). 


M-F ile Editar Mebugger - [Untstled 2] 


2,28) Уе) &*tj| > |ә [1 [x%] suck 


(b) 
JA Figura 7-41 + 


En la figura 7-42 está escrito un programa para calcular el polinomio característico de una matriz 
de tamaño 2 x 2 en el editor de texto que acompaña a MATLAB. A continuación explicamos a grandes 
rasgos las partes de las que está formado este programa. 


1. La palabra reservada function, instrucción que se utiliza para indicar a MATLAB que el progra- 
ma es para definir una función. 

2. Una etiqueta de salida, en este caso utilizamos la letra p, que sigue de la palabra reservada 
function. 

3. Después del signo igual, que sigue de la etiqueta de salida (para este ejemplo p), viene el nombre 
de la función. Hemos llamado a esta función policarac. 

4. Inmediatamente después del nombre que se usa para definir la función, entre paréntesis se escriben 
las variables de las cuales va a depender la función, separadas por comas; en este ejemplo la única 
variable es A. 
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M-File Editor/Debugger - [C: MATLAB binUbrolpolicaras. m] 


Dia Ol 8|7| >| еә н: |х| Stak: 


function рероізсагес (А) 
tLa función policara A 


"^lcula los coeficientes 
[a E tel 
isti 
Ы ЫХ: 
18 matriz A 
1 esta es de tamaño 
if в1те(А)==2 
q(1]*1; 
qi2]) *-trace (А): 
q13) *det (A) ; 
pq; 
else 
p*'la matriz no es de tamaño 2x2"; 
end 


JA Figura 7-42 ° 


> 
6. 


10. 
11: 


El comando de decisión lógica if y partes que lo conforman: else у end. 

El comando de comparación lógica ==. El comando i£ indica al programa que ejecute las ins- 
trucciones que están debajo de él y antes de else si los miembros izquierdo y derecho de == son 
iguales; en caso contrario, el comando if indica al programa que ejecute las instrucciones que 
están por debajo de else; en este caso desplegar el texto entre comillas. 


. La instrucción q (1) =1 define la primera componente del vector q igual a 1. 
. La instrucción q (2)=-trace(A) define la segunda componente del vector q igual a la evalua- 


ción de la función trace en la variable A. trace es una función de MATLAB que calcula la traza 
de la matriz en la que se evalúa. 


. La instrucción q (3) =det (A), define la tercera componente del vector q igual a la función det 


evaluada en la variable A. det es una función de MATLAB que calcula el determinante de la matriz 
en la que se evalúa. 

La asignación del valor q a la variable p mediante la instrucción p=q. 

Todos los textos después del signo $ son comentarios que no ejecuta el programa. Sin embargo, 
todo lo que se escriba después de ellos, al inicio del programa, se desplegará en la ventana de 
MATLAB si se ejecuta la instrucción help policarac; por tanto, estos comentarios sirven 
para ayudar al programador a describir la función y su uso. 


Por último, el archivo debe guardarse con el mismo nombre que tiene la función con la extensión, 


asignada por defecto en este editor, m; en este caso policarac.m. Veamos cómo trabaja la función 


policarac.m: 


EDU» help policarac 


La función policarac(A) 


calcula los coeficientes 
[a b c] del 
polinomio característico 


a 2xr+bxr+cC 


de la matriz A 


si ésta es de tamaño 2x2. 
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EDU» C=[-1 3 
1:21 
С = 
=1 3 
1 2 


EDU» policarac(C) 


ans = 
1 -1 =5 

ЕРШ De[t 17-1, 25 3 115 

EDU» policarac (D) 


ans - 
la matriz no es de tamaño 2x2. 
EDU» 


En el apartado 7.2.5 vimos cómo con MATLAB es posible realizar manualmente las operaciones 
de renglón R; + R;, Ri €» aR; y Ri < ак; + bRj; lo que resulta muy laborioso hacer cada vez que se 
necesite. Los siguientes listados contienen la programación de tres funciones para este fin; con ellas 
será más sencillo ejecutar operaciones de renglón; sin embargo, más adelante vamos a construir un 
programa en MATLAB que usará estas funciones y que hará este proceso mucho más amigable. 


Función intercambiofilas 


function m-intercambiofilas(A,i,j) 
$intercambiofilas(A,i,j) 

$intercambia la fila Ri con la fila Rj 
$de la matriz A. 


Función cambio de escala 


function m-cambio de escala(A,alpha,i) 
$cambio de escala(A,alpha,i) 
$multiplica la fila i de A 

$por el escalar alpha 
A(i,:)-alphaxA(i,:); 

m-A; 


Función sumafilas 


$sumafilas (matriz,filai,filaj,alpha,beta) 

$realiza la operacion de renglón 
%R_i<--->alpha*R_i+betax*R_]) 

a la matriz A 

es decir, cambia la filai por alpha veces filai más 


beta veces filaj 
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matriz(filai,:)-alphax«matriz(filai,:)-4beta*«matriz(filaj,:); 


M=matriz; 


Recuerde que una vez que se hayan escrito cada una de estas funciones en el editor de texto de MATLAB, 


se deben guardar con su respectivo nombre y con extensión m. Veamos ahora cómo trabajan en MATLAB: 


EBU>Me[3: 1.91 27 13 =1 1; =1 1 1-1] 


М ж 
3 ү -1 2 
1 3 eu 1. 
-1 $ 1 1 
EDU» Mi-intercambiofilas (M1,1,2) 
M1 = 
1 3 =1 1 
3 d -1 2 
-1 T L 1 
EDU» Mi-sumafilas(M1,2,1,1,-3) 
М1 = 
1 $ mL 1 
0 -8 2 -1 
-1 T L Eb 
EDU» Ml=sumafilas(M1,3,1,1,1) 
M1 = 
1 3 -1 1 
0 -8 2 -1 
0 4 0 2 
EDU» Ml=sumafilas(M1,3,2,2,1) 
Mi s 
1 3 -1 L 
0 -8 2 -1 
0 0 2 3 
EDU» Ml=cambio_de_escala(M1,1/2,3) 
М1 = 
1 3 -1 EE 
0 -8 2 -1 
0 0 1 3/2 


Note que aún se están haciendo los cálculos en el formato rat de MATLAB. Aunque lo precedente ya 


es de bastante ayuda para facilitar los cálculos, todavía resulta muy tedioso tener que teclear tanta infor- 


mación. En el siguiente apartado diseñaremos un programa que hará mucho más amigable este proceso. 


Programa Gauss_Jordan con operaciones de renglón seleccionadas por el usuario 


Esta sección incluye un programa muy elemental para llevar una matriz a una forma escalonada o a 


la forma escalonada reducida con MATLAB, paso a paso y con operaciones de renglón elegidas por el 


usuario. Este programa es interactivo e incluye una opción para cancelar errores del usuario, que surgen 


naturalmente en este tipo de cálculos, evitando comenzar de nuevo todo el proceso. Para usuarlo, el 
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lector tiene que reproducir el texto del programa, salvar el archivo con extensión m, ejecutarlo en 
MATLAB tecleando el nombre con el que lo guardó y oprimiendo la tecla ENTER. Sobra decir que el 
lector es libre de usarlo y modificarlo como le convenga. La figura 7-43 contiene el guión del programa 
Gauss. Jordan; en él se utilizarán las funciones intercambiofilas, cambio de escala 
y sumafilas que vimos en el apartado precedente; así que el lector interesado en usar este pro- 
grama tiene también que teclear esas funciones y guardarlas en el mismo directorio que el programa 
Gauss_Jordan. A continuación se describe grosso modo este programa: 


Programa Gauss Jordan. 

Este programa ejecuta las operaciones de renglón 

que el usuario desee aplicar para llevar una matriz 

a una forma escalonada o a la forma escalonada reducida. 
Las operaciones intercambio de filas: В i«---»^R j, 
cambio de escala: R i«---»kR i 

y suma de filas: R i«---»aR i-«bR j, 

se llevan a cabo pidiendo al usuario que introduzca 

1 

B 


a información necesaria en forma interactiva. 

ara iniciar este programa basta teclear su nombre 
Sen la ventana de matlab, oprimir la tecla enter 

$y seguir las indicaciones. 

clc;clear; 


oe oe ge ор oe oe oe oe oe oe 


jo 


fprintf('Nin Autor: Juan Carlos Del Valle Sotelo'); 
fprintf('Nn *xxMétodo de Gauss-Jordan con operaciones de renglón'); 
fprintf('VXn definidas por el usuario*x*x*xInWn'); 


format xat; 
M-input('Escriba la matriz con la que desea trabajar: 9 
H=M; 
f=1; 
while f==1 
respuestal=input... 
(^NnElija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas:  '); 
if respuestal== 
respaldozH; 
x-input('MnR i«---»5R j: escriba la matriz [i J] : “Ji 
H-intercambiofilas(H,x(1),x(2)) 
elseif respuestal--2 
respaldo=H; 
v=input ('n R_i<--->kR_1: escriba la matriz [к i]: '); 
H-cambio de escala(H,v(1),v(2)) 
elseif respuestal==3 
respaldo=H; 
w-input('MnR i«--»aR i-«bR j: escriba la matriz [i j a b]: '); 
H-sumafilas (H,w(1),w(2),w(3),w(4)) 


end 
d-input('CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2:  '); 


H=respaldo 
elseif d==1 
fz1: 
elseif d-- 
E05 
end 
end 


A Figura 7-43 ° Programa en MATLAB para aplicar el método de Gauss-Jordan paso a paso con operaciones de 
renglón definidas por el usuario. 
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1. El programa establece en el inicio el formato rat para trabajar con números racionales. 

La instrucción input escribe un mensaje de texto en la pantalla de MATLAB y asigna a la variable 
que está a la izquierda del signo = el valor que el usuario teclee después de los dos puntos. 

. El ciclo while repite todas las instrucciones que están por debajo de esta palabra en tanto que la 
afirmación lógica Ё==1 sea verdadera. 

El comando de decisión i £ ya se explicó antes. 

El comando elseif es similar al comando de decisión el se, que se describió antes, pero ejecuta 
las instrucciones que están por debajo de él si la condición que está a su derecha es verdadera. 

En el programa se utilizan las funciones ya programadas intercambiofilas ,sumafilas 
y cambio_de escala. 

La opción CANCELAR tiene el efecto de deshacer una operación de renglón que el usuario haya 
realizado y considere no adecuada, regresando el programa a la matriz del paso inmediato anterior. 
El programa debe guardarse con algún nombre y con extensión m en el mismo directorio donde 
se encuentran las funciones mencionadas antes. El nombre con el que se guardó en este caso fue 
Gauss_Jordan.m. 


O Nota 7.7 Los tres puntos suspensivos después de la instrucción input que están por debajo del co- 
mando while, se escribieron así únicamente para que el texto no se saliera de la caja que es visible para 
este libro; sin embargo, los tres puntos suspensivos se utilizan para indicar, en la sintaxis de programa- 
ción en MATLAB, que la instrucción continúa en la siguiente línea. Escribir así evita que en MATLAB se 
genere un error si la instrucción se corta para continuar en la siguiente línea. Sin embargo, esto debe hacer- 
se con cuidado porque una instrucción no se puede interrumpir de esta manera en cualquier parte de la misma. 


Ilustremos cómo corre este programa: 


EDU» Gauss, Jordan 
Autor: Juan Carlos Del Valle Sotelo 
***Método de Gauss-Jordan con operaciones de renglón 
definidas por el usuariox*x*x* 


Escriba la matriz con la que desea trabajar: [3 -12 1; 12 -11; 2 -1 1 3] 
М = 
3 -1 2 4L 
1 2 -1 d 
2 -1 a 3 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 1 
R i«---»R j: escriba la matriz [і j] [2- 3: 
Н = 
3 -1 2 J 
а -1 1 3 
1 2 -1 1 
CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 0 
Н = 
3 -1 2 1 
1 2 -1 T 
2 -1 1 3 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 1 
К i«---»R j: escriba la matriz [i 3] [i. 2] 
Н = 
de 2 -1 d 
3 -1 2 1] 
2 -1 1 3 


CANCELAR oprimir 0. 


CONTINUAR oprimir 1. 


TERMINAR oprimir 
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Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 


R i«--»aR i-bR j: escriba la matriz [i j a b]: [2 1 1 -3] 
Н = 

й: 2 -1 d 

0 -7 5 -2 

2 -1 T 3 


CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 1 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 


R i«--»aR i-bR j: escriba la matriz [i j a Ы]: [3 1 1 -2] 
Н = 

1. 2 -1 T 

0 -7 5 -2 

0 -5 3 1 


CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 1 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 


В i«--»aR i-bR j: escriba la matriz [i j a b]: [3 2 -7 5] 
Н = 

1 2 -1 Л 

0 -7 5 -2 

0 0 4 -17 


CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 1 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 
R_i<--->kR_i: escriba la matriz [k il: [1/4 3] 


Н = 
1 2 =1 T 
0 = 5 -2 
0 0 1 -17/4 


CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 1 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 


В i«--»aR i-bR j: escriba la matriz [i j a b]: [2 3 1 —5] 
Н = 

1. 2 -1 1 

0 -7 0 77/4 

0 0 1 =17/4 


CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 1 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 


R i«--»aR i-bR j: escriba la matriz [i j a b]: [йк 3 xg 
Н = 

1 2 0 -13/4 

0 -7 0 77/4 

0 0 T -17/4 


CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 1 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 


R_i<--->kR_i: escriba la matriz [К 1]: [-1/7 2] 
Н = 
il 2 0 -13/4 
0 1 0 -11/4 
0 0 0 -17/4 


CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 1 
Elija: 1 intercambio de filas, 2 cambio de escala, 3 suma de filas: 


R_i<-->aR_i+bR_J]: escriba la matriz [i j a b]: [1 2 1 -2] 
Н = 

1. 0 0 9/4 

0 1 0 =11/4 

0 0 d -17/4 


CANCELAR oprimir 0. CONTINUAR oprimir 1. TERMINAR oprimir 2: 2 
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MATLAB tiene una serie de funciones especialmente diseñadas para álgebra lineal y matrices; a su 
descripción nos abocamos en lo que sigue. 


7.2.7 Traza, determinante, rango, inversa y transpuesta 


Las funciones de MATLAB trace, det, rank, inv y transpose calculan, respectivamente, la 
traza, el determinante, el rango, la inversa y la transpuesta de una matriz. Si A es una matriz invertible, 
inv(A) y A” (-1) producen el mismo efecto, calcular la inversa de la matriz A; mientras que con М” 
se obtiene el mismo resultado que con transpose (M), la transpuesta de la matriz М. 


EDU>.A=[=9 2 1 3 5; 7 -9 2 3 1; 21147 -1121 2 3],... 
вее 2 12:3 1 2 Ls 1i l1 12.309 1 2173665 
сел 2 1s L= 353 2 5] 
А = 
-9 2 3 5 
7 -9 2 3 1 
2 1 4 7 
-1 2 3 
В = 
-1 2 1 2 
3 1 2 1 
EH Í T. 
=3 0 2 
С = 
gi 2 
£ -2 3 
3 2 5 
EDU» trace(A), trace (В) 
ans = 
-15 
ans = 
3 
EDU» [rank (А), капк (В), гапк (С) ] 
апѕ = 
4 4 2 
EDU» det (B) 
ans - 
2 
EDU» det (C) 
ans - 
0 
EDU» inv(B) 
ans - 
-1 -1 3 0 
3/2 1. -3 -1/2 


№ 
[99 

1 
Y 
€» 


=5/2 =3 8 1/2 


Si en lugar de emplear la instrucción inv (B), se ejecuta B^ (-1), se obtiene el mismo efecto. 
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EDU» B” (-1) 


ans = 
ex = 11 3 0 
3/2 1 -3 =17/2 
2 3 =y 0 
=5/2 =з 8 1/2 


EDU» М=[1 2 3; 4 5 6] 


M = 
1 2 3 
4 5 6 
EDU» N=transpose (M) 
М = 
1 4 
2 5 
3 6 
EDU» N' 
ans - 
1 2 3 
4 5 6 


Como se mencionó antes, en MATLAB no es necesario hacer ninguna declaración especial de varia- 
bles para trabajar con números complejos: 


EDU» Е=[1+1 2+3i 1; -1 -2i 1+3i; 1 -1 51] 


Е = 
EN + Tx 2 + 3i 1 
-1 0 - 2r 1 + 31 
dl: -1 0 + БЛ 
EDU» det (Е) 
ans = 
-13 + 35a. 
EDU» inv(F) 
ans - 
=19/697 = 212/6971 -266/697 = 180/6971 14/41 + 3/41i 
267/1394 = 139/13941 253/1394 + 145/1394i -9/82 + 1/821 
57/1394 - 61/13941 101/1394 = 157/13941 21/82 - 9/821 
EDU» 


728 Forma escalonada reducida, solución de sistemas 


MATLAB tiene un comando para obtener de manera inmediata la forma escalonada reducida equivalente 
a una matriz. La instrucción es rref. 


А = 
3 1 
-2 2 
=5 2 
7 1 

EDU» rref (A) 

ans - 
pi 0 
0 1 
0 0 
0 0 


BDUS A=[3 1 1 2 1; -2 2 1: 1 4; 


2-82 4 2 33 


£y qo хе Ж =. 
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$ ей 2 


wu u + м 


HO c» €» 


1] 


к шо ҥн 


1/19 
46/19 
2/19 
=16/19 


799 


Entonces, para resolver un sistema de ecuaciones AX = b con MATLAB, se escribe la matriz ampliada 


[A ЬЫ], se lleva a forma escalonada reducida con el comando rref y se hace sustitución regresiva en 


forma manual. Resolvamos con MATLAB el sistema 


А = 
T -2 
-1 3 
2 -1 
4 -5 
р = 
-1 
2 
3 
В 
EDU» AuG-[A Db] 
AuG - 
1 -2 
-1 3 
2 -1 
4 -5 
EDU> rref (AuG) 
ans = 
К 0 
0 1 
0 0 
0 0 


Al hacer sustitución regresiva se obtiene 


3x3 + 4x4 = 2 + 3x4. Esto es, 


EDU» A=[1 -2 3 -4; -1 3 


E = 2x5 
=y + 3x2 
2x1 e 5% 
4xq — 5x5 


=5 Ls 2 1 23$ 4 -5 8 =11] 


ХІ 
X2 
X3 
X4 


о pco! €» 


„3 = 


= 3 + 


E 2x — 


H 8x3 — 


4x4 = — 


X4 = 
3x4 = 
11х4 = 


=. шә Ne 


H w ю + 


S Ut 


800 CAPÍTULO7 | Uso de tecnología 


7.2.9 Valores y vectores propios, polinomio característico 


MATLAB también tiene un comando para hallar los valores propios de una matriz y los vectores propios 
correspondientes y para encontrar el polinomio característico: 


e eig(A) produce un vector con los valores propios de la matriz A. 

e [V D]-eig(A) produce un par de matrices: una matriz diagonal D= diag(A1,A,..., An), donde 
los A; son los valores propios de la matriz A; y una matriz V con columnas V;, donde cada v; es un 
vector propio correspondiente al valor propio A;. 

e poly (A) genera un vector |an, dy-1,.. ., 41,40], donde las componentes a; son los coeficientes del 
polinomio característico? p(A) = У! уа, А“, de la matriz A. 


]lustremos el uso de estos comandos. 
Con el formato rat : 


EDU» A=[2 1 0;-1 01; 1 3 1]; 
EDU» eig(A) 


ans - 
ep 
2 
2 
EDU» [V D]=eig(A) 
у = 
-1020/5201 -985/1393 -985/1393 
919/1562 0 0 
-1121/1429 =985/ 1393 -985/1393 
D = 
=1 0 0 
0 2 0 
0 0 2 


EDU» poly (A) 


ans = 
1 E 0 4 


Con el formato por defecto de MATLAB (format): 


EDU» format 
EDU» eig(A) 
ans - 
=1 0000 
2.0000 
2.0000 


EDU» [V D]-eig(A) 


? p(A) = det(Al, — A). 
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V = 
=0 1961 -0.7071 20. 7071 
0.5883 0.0000 0.0000 
-0.7845 205; 7071 204 70 71 
р = 
-1.0000 0 0 
0 2.0000 0 
0 0 2.0000 
EDU» M=[1 1;-1 2] 
М = 
L 1 
-1 2 


EDU» eig(M) 

ans - 

1.5000+ 0.86601 
1.5000- 0.86601 


Podemos utilizar el modo simbólico de MATLAB para calcular valores y vectores propios de la 
siguiente manera: 


E 


DU» eig(sym(M)) 


ans - 
[ 3/2*41/2x1x3^ (1/2)] 
| 3/2-1/2xi»3^(1/2)] 


Y para visualizar un poco mejor el resultado, utilizamos el comando pretty que se describió antes. 


EDU» pretty(ans) 


ans- 


[ 

[372 + 172 13 ] 
[ ] 
[ 
[ 


Заан 3 ] 


EDU» [V D]=eig(sym(M)) 


V = 

[ 1/2-1/251*3^(1/2), 1/2*41/2*x1*3^(1/2)] 

[ L; 1] 

D = 

[ 3/2+1/2х1*3^ (1/2), 0] 

[ 0, S/291/2*1«2^(172:)] 

EDU» pretty (V) 
[ 172 142] 
[1/2 - 1/2 1 3 342 11/2 3.3 ] 
[ ] 
[ 1 1 ] 


No todos los comandos de MATLAB pueden funcionar en el modo simbólico. 


802 CAPÍTULO7 | Uso de tecnología 


7.2.10 Factorización OR y factorización LU 


Para hallar (numéricamente) la factorización OR de una matriz S, se utiliza el comando qr (5,0) : 


EDU$S б = 1 170 1.--1;1 1 050 0 1] 


S ж 
1 1 1 
0 T -1 
1 1 0 
0 0 1 
EDU» [0 R]-2qr(S,0) 
Ө = 
-0.7071 0.0000 0.4082 
0 -1.0000 0.0000 
-0.7071 0.0000 -0.4082 
0 0 08165 
H — 
-1.4142 -1.4142 -0.7071 
0 -1.0000 1.0000 
0 0 1.2247 


(Ctr. ejemplo 4.33) 
La instrucción [L U P]-1lu(X) produce una matriz triangular inferior L, una matriz triangular 
superior U y una matriz de permutación P tal que P* X-L*U: 


EDUS X-[1 3 -1; 2 8.4; -1 3 4] 


Х = 
1 3 -1 
2 8 4 
-1 3 4 
EDU» [L О P]-1lu(X) 
L = 
1.0000 0 0 
0. 5000 1.0000 0 
0.5000 =0. 1429 1.0000 
U = 
2.0000 8.0000 4.0000 
0 7.0000 6.0000 
0 0 -2.1429 
P- 
0 1. 0 
0 0 НЕ 
Т 0 0 
EDU» PxX 
апѕ = 
2 8 4 
-1 3 4 
JT 3 -1 
EDU» L*U 
ans - 
2 8 4 
-1 3 4 
1. 3 -1 


EDU» 
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7.3 Excel, la herramienta Solver y programación lineal 


En esta breve sección describimos el uso de una herramienta tecnológica para resolver problemas de 
programación lineal. No podremos tratar en toda su extensión la capacidad que tiene porque se escapa 
de los objetivos y alcance de este libro. El propósito es que el lector tenga un auxiliar electrónico para 
resolver numéricamente los problemas de programación lineal que, cuando tienen más de dos variables, 
pueden ser muy laboriosos y conducir eventualmente a errores cuando se hace el proceso en forma 
manual o que, simplemente, son virtualmente imposibles de resolver sin la ayuda de una computadora. 
Este auxiliar electrónico es la herramienta Solver de Excel, la hoja de cálculo con la que cuentan todas 
las computadoras que operan con Windows y que, por tanto, si el lector tiene a su alcance uno de estos 
equipos, podrá hacer uso de esta potente herramienta sin tener que desembolsar un centavo. 


7.3.1 Activación de Solver en Excel 


Vamos a trabajar con la herramienta Solver de Microsoft Office Excel 2003. La razón de esta elección se 
debe únicamente al hecho de que fue más sencillo capturar las imágenes que aparecen más adelante en 
esa versión, que en la versión 2007 de esta hoja de cálculo. Explicaremos cómo se carga y activa esta 
herramienta en cada una de las dos versiones y después daremos la descripción de su uso en la versión 
2003 solamente; ya que no existe ningún cambio que merezca mencionarse en la versión 2007 para los 
objetivos de esta sección. 


Versión 2003 


Activación Para activar la herramienta Solver en Microsoft Office Excel 2003, hay que hacer clic en 
el menú Herramientas de Excel y después en la opción Solver de ese menú como se ilustra en la 
figura 7-44, si es que esta opción aparece en el menú Herramientas. Si la opción Solver no aparece 
en el menú Herramientas de Excel, es que no está cargada; en el siguiente ftem se indica lo que se 
tiene que hacer en ese caso. 


=| 


J 
1 


E: 
i 
i 


JA Figura 7-44 + 
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+ » "AHojal Hop? ¿Hojas / 
Usto 


JA Figura 7-45 ° 


Sobre 


Es una hee amerta que le ayuda а гей y opta 
ecuaciones medarte el uso de métodos matemáticos 


JA Figura 7-46 ° 


Carga Para cargar la herramienta Solver hay que hacer clic en el menú Herramientas y después en la op- 
ción Complementos, como se ilustra en la figura 7-45, entonces se desplegará la ventana mostrada en 
la figura 7-46. Luego se coloca el cursor en el pequeño cuadrado a la izquierda de la opción Solver, 
se hace clic en él y después en el botón Aceptar del mismo menú en esa ventana, figura 7-46. De 
esta manera, la herramienta Solver quedará cargada en el menú Herramientas y Solver podrá activarse 
como se indica en el precedente ítem.? 


Versión 2007 


Activación Para activar la herramienta Solver en Microsoft Office Excel 2007, hay que hacer clic en el 
menú Datos de Excel y después en la opción Solver de ese menú, si es que esta opción aparece en 
el menú Datos. Si la opción Solver no aparece en el menú Datos de Excel, es que no está cargada; 
en el siguiente ítem se indica lo que se tiene que hacer en ese caso. 


Carga Para cargar la herramienta Solver en Microsoft Office Excel 2007: 


3Es posible que este procedimiento no pueda llevarse a cabo; en tal caso, después de haber hecho clic en la opción Aceptar, 
se desplegará un mensaje indicando que se requiere insertar el disco de instalación de Microsoft Office 2003 en la computadora; 
inserte el disco y siga las instrucciones. 
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1. Hacer clic en el botón de Microsoft Office (y, y después hacer clic en Opciones de Excel. 


2. Hacer clic en Complementos y, en el cuadro Administrar, seleccionar Complementos 
de Excel. 


3. Hacer clic en Ir. 
4. En el cuadro Complementos disponibles, activar la casilla de verificación Complemen- 
to Solver y hacer clic en Aceptar. 
De esta manera, la herramienta Solver quedará cargada en el menú Datos y Solver podrá activarse como 
se indica en el ítem activación. 


7.3.2 La función SUMAPRODUCTO de Excel 


Para usar Solver necesitamos de la función SUMAPRODUCTO, la cual multiplica elemento a elemento las 
componentes de dos filas de una hoja de cálculo que tengan el mismo número de componentes y suma 
los resultados. Supongamos que deseamos aplicar esta función a la primera fila, de las celdas A1 a C1, 
y ala segunda fila, de las celdas A2 a C2, y que el resultado quede registrado en la celda D3 de la hoja 
de cálculo mostrada en la figura 7-47(a). Entonces, se hace clic en esta celda y después en el botón f; 
de inserción de fórmulas;^ inmediatamente Excel desplegará la ventana Insertar función que se muestra 
en la figura 7-47(b). En ella se selecciona la categoría Todas (utilizando la barra de desplazamiento 
vertical y haciendo clic sobre esa opción) del menú o seleccionar una categoría y con la barra de des- 


hace una hron 
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contimuacón, hege dk en y 


ан 

RENAIS 

ara 

SA. CIA 
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recaer ETTE 
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plazamiento se busca la función SUMAPRODUCTO del menú Seleccionar una función. Se hace clic sobre 
esta opción y en Aceptar de esa ventana, como se ilustra en la misma figura (7-47)(b). Después de esto 
Excel mostrará una nueva ventana, figura 7-48(b). Hay que hacer clic en el espacio que está después 
de la palabra Matriz1, oprimir el botón izquierdo del ratón de la computadora en la celda A1 y, sin 
dejar de oprimir ese botón, arrastrar el ratón hasta la celda C1 y dejar de oprimir; se repiten estas dos 
operaciones ahora con el espacio que está después de la palabra Matriz2 y con las celdas A2 a C2 de 
la segunda fila de la hoja de cálculo (cfr. figura 7-48(a) y (b)). De esta manera quedarán registradas esas 
celdas en el menú de la función SUMAPRODUCTO como se ilustra en la figura 7-48(b). Por último se 


^En la versión 2007 este botón aparece en el mená Fórmulas. 
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hace clic en Aceptar de ese menú, obteniéndose la hoja de cálculo mostrada en la figura 7-49. Se ha creado 
así una fórmula dinámica en la celda D3 y cada vez que se cambien los valores en las celdas A1-C1 
y A2-C2, se obtendrá en forma automática el valor correspondiente de la función SUMAPRODUCTO, 
aplicada a esos valores en la celda D3. 


JA Figura 7-49 ° 


7.3.3 Resolución de problemas de programación lineal con Solver 


En este apartado utilizaremos el problema de programación lineal que dimos en el ejemplo 6.21 
(pág. 613) para ilustrar el uso de Solver en la solución de problemas de programación lineal. Repeti- 
mos aquí la información por comodidad en la lectura: 


Una compañía tiene dos talleres donde produce cuatro tipos de libreros para armar que se 
venden en tiendas de autoservicio. La siguiente tabla contiene la información relativa a los 
datos de producción, costos y demanda. Encontrar el número de días que tiene que trabajar 
cada taller durante seis meses para proporcionar, de la manera más económica, los libreros 
requeridos. 


Tipo de Producción diaria Producción diaria Demanda 
librero taller 1 taller 2 semestral 


1800 


80 6400 (7.1) 


4 800 


6 000 
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Recordemos que se tiene que resolver el problema de programación lineal: 


Hallar el mínimo de 
C = 40000x + 60000y 


sujeto a las restricciones 
120x+40y > 4800 


80x --80y > 6400 


40х + 120у > 4800 (7.2) 
60x + 100y > 6000 
ay - 9 


Preparación de la hoja de cálculo que utilizará Solver 


Con la información de la tabla anterior vamos a construir la hoja de cálculo que se muestra en la figu- 
ra 7-50. En ella hemos colocado algunos textos para facilitar la comprensión de la misma; obviamente 
los textos son opcionales y no necesarios para usar Solver. Toda la información numérica de la hoja coin- 
cide en forma respectiva con la de la tabla 7.1; excepto las cantidades que están por debajo de los textos 
Días taller 1 y Días taller 2. Estas dos cantidades representan información numérica inicial 
que hemos colocado para utilizar Solver en la solución de este problema; ambos números en realidad son 
arbitrarios y pudimos colocar cualquier otro par. También hemos añadido una columna con un encabe- 
zado más, Cant. Libreros, y una celda que contiene el enunciado Costo total y los signos >= 
en las celdas E4 a E7; los cuales se consideran también texto auxiliar. La demás información de la hoja 
de cálculo se explica por sí sola observando la tabla 7.1. 


Г] 
2 | 
3 1 
4 |А 
5 |t 
6 | 
7 | 
B| 
EN 


ME 
í 
: 
: 


JA Figura 7-50 ° 


Las celdas B2 y C2 contienen el número de días que proponemos trabajen los talleres 1 y 2, respec- 
tivamente, como lo indican los textos por encima de esas celdas; en el caso de la figura 7-50, 30 y 


60. Con esas dos celdas, B2 y C2, y las celdas B4 y C4, creamos una fórmula utilizando la función 
SUMAPRODUCTO, que describimos en el apartado anterior, para que en la celda D4 se obtenga la canti- 
dad total de libreros de tipo A que producen los dos talleres 


(30 x 120) 4- (60 x 40); 
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pero esta vez con una pequeña modificación: después de selecionar las celdas B2 y C2 como argumentos 
en Matrizl, se oprime la tecla F4 con el objetivo de fijar esas celdas en Matriz1; la figura 7-51 
ilustra ese proceso. Concluido este paso, en la celda D4 deberá aparecer el valor 6000. Ahora hay que 
crear, con la función SUMAPRODUCTO, fórmulas en las celdas D5, D6 y D7 para obtener la cantidad 
total de libreros tipos B, C y D, respectivamente; para ello es suficiente copiar la fórmula de la celda D4: 
se hace clic en la celda D4 con el botón izquierdo del ratón y sin dejar de oprimir este botón se arrastra 
el ratón hasta la celda D7, como se indica en la figura 7-52 y se suelta ese botón. Después hay que crear 
una fórmula, utilizando la función SUMAPRODUCTO, en la celda D10 para obtener el costo total 


(30 x 40000) + (60 x 60000); 


B C 


'Dias taber 1 Dias Taller 2 


Arrastre hacia Fuera para extender o rel 
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utilizando las celdas B2, C2 y B8, C8 en los argumentos Matrizi y Matriz2, respectivamente, de 
la función SUMAPRODUCTO. Al concluir este proceso se obtendrá la hoja de cálculo contenida en la 
figura 7-53. Los valores por debajo de Cant. Libreros son las cantidades totales de libreros tipos 
A, B, Cy D que fabrican ambos talleres; mientras que la celda D10 contiene el costo total de produc- 
ción; todo ello si el primer taller trabaja 30 días y el segundo 60 días. Ya que hemos creado fórmulas 
para cada una de estas celdas, si se cambian los valores 30 y 60 de las celdas B2 y C2, se obtendrán 
inmediatamente los valores correspondientes de cantidades de libreros y costo total. El lector puede 
verificar con su hoja de cálculo este hecho modificando valores. Es claro que también se pueden cam- 
biar los demás parámetros si así se requiere; por ejemplo, la producción de determinado tipo de librero 


JA Figura 7-53 ° 
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Dias tales 1 Dias Taller 2 


3) 


Demanda 


de algún taller o el costo diario de alguno de los talleres, etc. De esta manera, la hoja de cálculo ya 


está preparada para utilizar Solver y resolver el problema. 


JA Figura 7-54 + 


Utilización de Solver 


En la hoja de cálculo que preparamos en el segmento anterior, se hace 
clic sobre la celda que contiene el costo total, celda D10, y se activa 
Solver como se describió en el apartado 7.3.1. Entonces, se abrirá la 
ventana Parámetros de Solver contenida en la figura 7-54. En ella, pues- 
to que colocamos antes el cursor en la celda D10 e hicimos clic en 
ésta, tiene seleccionada esa celda en la opción Celda objetivo; 
si no es así, hay que hacer clic en D10 de la hoja de cálculo para 
seleccionar ésta como celda objetivo en Solver. Ahora, en la ventana 
Parámetros de Solver hay que seleccionar la opción Mínimo, haciendo 
clic en el botón que está a la izquierda de este texto (cfr. figura 7-55(b)) 


—porque en este ejemplo se tiene, en particular, un problema de minimización; en caso contrario 


se debe elegir la opción Máximo. Luego se hace clic en la casilla que está por debajo del texto 


Cambiando las celdas y se seleccionan las celdas B2 a C2 de la hoja de cálculo; para ello hay 


que colocar el cursor en la casilla B2, oprimir el botón izquierdo del ratón y, sin dejar de oprimir ese 


N Figura 7-55 • 
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Parámetros de Solver 


casco: [ЖИШШ 
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botón, arrastrar el ratón hasta la celda C2 y soltar el botón izquierdo, figura 7-55(a). Después de es- 
to hay que hacer clic en Agregar del menú Parámetros de Solver para capturar las restricciones en 
la casilla que está por debajo del texto Sujeta a las siguientes restricciones:, со- 
mo se ilustra en la figura 7-55(b). Entonces, se desplegará la ventana Agregar restricción contenida en 
la figura 7-56(b). Se hace clic en la casilla Referencia de la celda y después en la celda D4 
de la hoja de cálculo como se hace patente en la figura 7-56(a). Luego, se elige la opción »- de ese 
menú, figura 7-56(c); se hace clic en la celda F4 de la hoja de cálculo para elegir esta celda en la 
opción Restricción, como se ilustra en las figuras 7-56(d) y (e). Se elige la opción Agregar 
de ese menú y se repite el proceso con las celdas D5-F5, D6-F6 y D7-F7. Cuando se haya llega- 
do a este último paso, se elige la opción Aceptar del menú Agregar restricción y entonces 
se desplegará la ventana mostrada en la figura 7-57(b). Este menú contiene, en la casilla Sujeta a 
las restricciones, el equivalente para Solver de las restricciones 7.2 del problema de los libreros 
y en la casilla Celda objetivo la función de costo de este problema; pero con valores numéri- 
cos concretos, los contenidos en la casilla Cambiando las celdas. Es prudente en este momento 
comprobar que toda la información capturada en el menú Parámetros de Solver (figura 7-57(b)) es correc- 
ta, comparando con la hoja de cálculo (figura 7-57(a)). De ser así, para continuar con el proceso, hay 
que seleccionar Opciones en este menú haciendo clic en Opciones;? entonces se desplegará la ventana 


5En caso contrario se debe colocar el cursor en la restricción que se desee modificar, hacer clic en ella, seleccionar la opción 
Cambiar y hacer las modificaciones pertinentes o, según el caso, utilizar las opciones Agregar o Eliminar. 
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JA Figura 7-57 ° 


que contiene la figura 7-57(c). En este menú se deben seleccionar las opciones Adoptar modelo 
lineal y Asumir no negativos haciendo clic en los recuadros que están a la izquierda de am- 
bas opciones; después se debe hacer clic en Aceptar de ese menú como se indica en la figura 7-57(c). 
Así, Excel volverá a mostrar la ventana con el menú que contiene la figura 7-57(b) y en ese menú hay que 
oprimir Resolver; inmediatamente Excel desplegará una nueva ventana, contenida en la figura 7-57(d), 
con el menú Resultados de Solver. En este menú se selecciona la opción Utilizar solución de 
Solver, haciendo clic en el botón a la izquierda, y en el submenú Informes, se pueden seleccionar 
una o todas las opciones: Respuestas, Sensibilidad o Límites haciendo clic en cualquiera de 
ellas. En nuestro caso hemos seleccionado la primera; pues es la única que describiremos en este libro. 
Por último se hace clic en Aceptar de este menú; entonces en nuestra hoja de cálculo se mostrarán los 
resultados que la herramienta Solver ha calculado en las celdas B2, C2 y D10 como se ilustra en la figu- 
ra 7-58. Esto es, el taller 1 debe trabajar 50 días y el taller 2 debe trabajar 30 días con un costo mínimo 
de $3 800 000; que es la misma respuesta que encontramos resolviendo geométricamente este problema. 


: M «o» rouen (reat ed Y 
JA Figura 7-58 ° Las 
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El informe Respuestas 


Puesto que en el menú Informes elegimos la opción Respuestas, la herramienta Solver generará el 
informe contenido en la hoja Informe de respuestas 1 del libro que contiene nuestra hoja de 
cálculo en Excel (cfr. figura 7-58); al hacer clic en la pestaña con este nombre se desplegará la hoja 
de cálculo contenida en la figura 7-59. El informe Respuestas consta de tres partes: 


e Celda objetivo (Mínimo). Que indica la celda objetivo donde se encuentra programada 
la fórmula para el costo del problema, su nombre, el valor inicial (original para Solver) y el valor 
final (para Solver), la respueta que calcula la herramienta. 


e Celdas cambiantes. Que informa las celdas donde se encuentran los valores numéricos que 
van a cambiar durante el transcurso de la solución del problema, los días que trabaja cada taller, 
sus nombres, valores iniciales y valores finales (respuesta que da la herramienta Solver). 


e Restricciones. Que indica las celdas donde se encuentran las restricciones, sus respectivos 
nombres, el tipo de restricción en cada caso, el Estado (opcional u obligatorio) para cada res- 
tricción y el valor de Divergencia. De acuerdo con Solver la primera y tercera restricciones de 
(7.2) (cfr. pág. 807) son opcionales y la segunda y cuarta son obligatorias. Esto significa que si se 
excluyen las restricciones primera y tercera y se conservan las restricciones segunda y cuarta de 
(7.2), entonces, la función de costo para este problema alcanza el mismo valor mínimo (3 800 000) 
en igual punto ((50,30)). El lector puede verificar esta aseveración resolviendo geométricamente 
el mismo problema, pero sólo con las restricciones segunda y cuarta. Sin embargo, aunque ma- 
temáticamente es posible excluir las restricciones opcionales que la herramienta Solver marque 
como tales en el informe Respuestas de un problema de programación lineal, hay que tener 
mucho cuidado con el manejo de esta información; ya que en la práctica algunas restricciones son 
imposibles de excluir. Por ejemplo, el número de horas que por condiciones legales puede trabajar 
alo más un obrero, el número máximo de horas que por condiciones mecánicas puede funcionar un 
dispositivo, la cantidad de materia prima con la que se cuenta, el espacio para almacenar, cantidad 
de dinero para insumos, etc., son restricciones que no se pueden excluir en un problema real. Por 
último, los valores de divergencia en cada restricción, son las cantidades de productos que, para 
este problema, sobrepasan la demanda requerida; así, se produce un excedente de 2 400 libreros 
del tipo A y un excedente de 800 libreros de tipo D con igual costo mínimo. 


A B C [d 
1 Micron [cel 110 Mndesme de respetos 
2 Maja de ciclo [ее mo зарнаа! 
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7.4 Ejercicios propuestos 


El lector encontrará la respuesta a los ejercicios en cursiva en el apéndice E al final del libro. 
La calculadora HP 50g y álgebra lineal (respuestas en páginas 1097-1098) 


1 Sean й = (—1, 4/2, 13,2), 7 = (2, 242,3, 43), № = (-1, у/5,3,0). Calcular en forma exacta (utili- 
zar, para simplificar, la función SIMPLIFY del submenú REWRITE del menú CONVERT): 


(a) V2 — 3y-- V3 (b) 20.7. (c) ji]. (а) ||i — 3%]. (e) ui] — 3 v]. 


2 Hacer los cálculos del ejercicio precedente en forma numérica. 
3 Seanii = (—1,1, V3), v = (2,42, v3), w = (—1, 1,2). Calcular en forma exacta: 


(a) ii x V. (b) ü x (7-0). (c) (4x7) -%. (d) (8 x V) x V. 


4 Repetir los cálculos del ejercicio precedente en forma numérica. 

5 Calcular (1,a,a?) - (—a,1/a,a?); utilizar, para simplificar, la función SIMPLIFY del submenú 
REWRITE del menú CONVERT. 

6 Calcular (1,a,a?) x (—a,1/a,a?); utilizar, para simplificar, la función SIMPLIFY del submenú 
REWRITE del menú CONVERT. 

7 Encontrar una base рага el espacio generado por los vectores # = (—1,1,2,3), V = (1,—3,0,2), 
W — (—5,9,6,5) y Z= (3,1,1,0). 

8 Encontrar una base para la intersección de los espacios generados por 


1-19 511250, 525-00. 09,50 


HA 3,2 23: (91:0: 2 D, 0182, 1) 


9 Resolver los ejercicios 8 a 15 del capítulo 1 utilizando la calculadora HP 50g. 


a a —a 
10SeaA— | —a a а |,donde aX O. Calcular: 
a 0 0 


(a) El rango de A. (b) El determinante de A. (с) |A|. (4) La inversa de A, si es que existe. 


0 


1 1 
—1 1 0 
11 Ѕеа Е = 1 11 
0 —1 1 


(a) Utilizar la función REF para encontrar una forma escalonada equivalente a F para verificar que sus 
columnas son vectores linealmente independientes de IR^. 

(b) Hallar la factorización QR de la matriz Е; utilizar, para simplificar, la función SIMPLIFY del sub- 
menú REWRITE del menú CONVERT. 


12 Utilizar la función REF para probar que los vectores Y; = (1, —1,2, 1), № = (2,0,1,1) y v = (1,1,—1,1) 
son linealmente independientes y encontrar una base ortonormal para el subespacio gn(Y;, V2, ўз) de IR^. 

13 Utilizar la función RREF para resolver por sustitución regresiva los sistemas de los ejercicios 66, 67 y 
72 del capítulo 1. 

14 Resolver, utilizando la función RREF, el ejercicio 77 del capítulo 1. 
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15 Activar el modo STEP/STEP y encontrar la forma escalonada reducida de la matriz 


d =1 2 
5 -=l 1 
М= |5 2 T 
2 0 
2 3 —2.3 


X oup 59 
C ONE S XT. 
к= 5. 3 2 4 
7 4 5 2 


17 Activar el Soft MENU y emplear las funciones RCI, RCIJ y RSWP para encontrar la forma escalonada 
reducida de la matriz 


=2 
=1 
=1 
=9 


- сл & шо 
омм ы 
єк ш ш o 
о н н 


18 Utilizar la función AuM, programada en el apartado 7.1.12 y las funciones RCI, RCIJ у RSWP para hallar 
la inversa de la matriz, si es que existe. 


3 er $7 
$-- 1 i 
йч c dem 
T ez ї-З 


19 Hallar bases para la imagen y el núcleo de las transformaciones lineales cuya representación matricial, 
respecto a las bases canónicas, está dada por la matriz A: 


ї с] 9 4 3 78 
j| 3 s Ü 1114 
masia y o1 EPA. 1. $35 
3 d ы Jy.» xm 


En los ejercicios 20 a 23 hallar los valores propios, vectores propios correspondientes y polinomio 
característico de la matriz A. 


e 0 1 -1 1 
20 A= p 2 ЖР Toi 1 22 TE A 23A=|-1 2 
0.3 =l 1 1 -1 


En los ejercicios 24 a 31 poner en modo Complex la calculadora para calcular las matrices o valores 


[=i 243: i X2 =54+4i =3+7i 
indicados si A = | 4+5i 7—i |,B= | 3i 2+i ES quo? =4=7 
2+3 3=21 8+31 —2+6i 


i 2-31 m 2 
l=4 S430 =2=21 1 
=]43 2+3 3i 1="7 
—4 2 E i 
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24 (1— i)A 4-2ZiC. 25 AC — (2+ i)C. 26 det(B). 

27 det(D). 28 B-! (si B es invertible). 29 D^! (si D es invertible). 
30 Los valores propios y vectores propios correspondientes de la matriz B. 

31 Los valores propios y vectores propios correspondientes de la matriz D. 


MATLAB y álgebra lineal (respuestas en páginas 1098-1099) 
En los ejercicios 32 a 40 calcular la matriz o el número ahí indicado si 


—4 L ® = 2 =з T =90 R 
I = d 0 7 4 1 O. 2 
A= | =11 2 1 ез 4 |yB= 1 1 12 11 
2 Lh 19 2L 17] 21 -4 3 2 
ll. = 3 1 4 -2. 3 1 5 
32 А ФРА. 33 AB. 34 А2(А!)2. 
35 B'A’. 36 (AB)(AB). 37 ((3А)2 — 2А)(3В). 
38 det(A). 39 A”! en forma aproximada. 40 A”! en forma exacta. 


En los ejercicios 41 a 49 calcular la matriz o el número ahí indicado si 


1/2 15 1 1/7 -1/8 7/5 1/3 
A-|23/8 32 1/8 -1/10 |, ¿_ £o 0 
2/1 —3/5 1/2 2 1/2 2/3 —1/9 
=i 2 4 3 0737 
41 А ФА. 42 АЗВ. 43 A? (A^. 
44 B'A?. 45 (АВ)(АВ)!. 46 ((34)? — 2A)(3B). 
47 det(A). 48 A”! en forma exacta. 49 A”! aproximada. 


En los ejercicios 50 a 58 calcular la matriz o el número ahí indicado si 


1—i 243i ==] 5—3 2+21 3=1 T=3i 
ja i | >= Ee 52i sies 2-5i =1+31 i | 
3—39i dpi —=/7/=20 =1+31 qm 3425 9-96: 
2431 347 —4+3i 4—3 =1+5i 7+4 -3+7 
50 A +A. 51 AB. 52 A?(A!)?, 
53 В!А?. 54 (AB)(AB). 55 ((3А)2 — 2A)(3B). 
56 det(A). 57 A len forma aproximada. 58 A^! en forma exacta. 


59 Resolver utilizando MATLAB los ejercicios 8 a 15 del capítulo 1. 


a a —a 
60 SeaA=| —a a а |,donde a Z O. Calcular: 
a 0 0 

(a) El rango de A. (b) El determinante de A. (c) La inversa de A, si es que existe. 

61 Calcular | ^ y | 
а 
62 Calcular la inversa del ejercicio precedente si se supone que ad — bc 4 0. 
ü b 0.0 e 


c 
63 Halar| d e f |. 64S8iA— | 1 0 f ',conez 0: (a) Calcular det(A). 
p ho 018g (b) Hallar A-!. 
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65 
66 


En los ejercicios 65 a 69 utilizar el programa Gauss_Jordan para encontrar una matriz en forma escalo- 
nada equivalente a la matriz dada. 


La matriz del ejercicio 58 del capítulo 1. 
La matriz del ejercicio 60 del capítulo 1. 


67 La matriz del ejercicio 61 del capítulo 1. 
OE aD d i -b 1+ 4i 
3 =l 13 4 ; А 
5 7 421 =í 2-31 0 1 
68 A= 69Z=| 1+1i 2 z 0 
3. += LL : А 
2+39 .—244 1 1 
LA 4-2i 34i 0 2 
2 -1 1 1 0 
70 Resolver el sistema lineal del ejercicio 75 del capítulo 1, utilizando la instrucción rref y haciendo 
sustitución regresiva. 
71 Resolver el sistema lineal del ejercicio 76 del capítulo 1, utilizando la instrucción rref y haciendo 
sustitución regresiva. 
72 Resolver el sistema lineal del ejercicio 114 del capítulo 1, utilizando la instrucción rref y haciendo 
sustitución regresiva. 
73 Resolver el sistema lineal del ejercicio 116 del capítulo 1, utilizando la instrucción rref y haciendo 
sustitución regresiva. 
74 Encontrar el rango de la matriz del ejercicio 65. 
75 Encontrar el rango de la matriz del ejercicio 69. 


76 Hallar bases para la imagen y el núcleo de las transformaciones lineales cuya representación matricial, 


respecto a las bases canónicas, está dada por la matriz A: 


NT ME TEER 
ї E 3 @ pg 
бер „ ть 9959 aa $5 
3 el el A 27] 


En los ejercicios 77 a 82 hallar los valores propios, vectores propios correspondientes y polinomio 
característico de la matriz A 


-1 1 0 sex 1 
77 A= 12 1 л-р {| 194=| 2 al Asli 2 1 
Ü x =1 ES: 
E =ї 12 8 -3 3 9] 
0 =] 11 3 3 0 Wd 
BASI E epu m з. Q 4d 7 
7T =й ®%-7 9 0 7 14 


83 


(a) Utilizar la función rref para encontrar la forma escalonada reducida equivalente a F y verificar 
que sus columnas son vectores linealmente independientes de R4. 
(b) Hallar la factorización QR de la matriz F. 


Sea Е = 


Roo 


1 1 
ex 1 
1 1 
0 =] 
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84 Utilizar la función rref para probar que los vectores Y, = (1, —1,2,1), V2 = (2,0,1,1) y va = (1,1,—1,1) 


son linealmente independientes y encontrar una base ortonormal para el subespacio gn(Y;, V2, V3) de R4. 


Excel, la herramienta Solver y programación lineal (respuestas en página 1099) 
En los ejercicios 85 a 106 utilizar la herramienta Solver para resolver el problema de programación lineal 
dado. 


85 El problema del ejercicio 90 del capítulo 6. 
86 El problema del ejercicio 92 del capítulo 6. 
87 El problema del ejercicio 96 del capítulo 6. 
88 El problema del ejercicio 100 del capítulo 6. 
89 El problema del ejercicio 102 del capítulo 6. 
90 El problema del ejercicio 104 del capítulo 6. 
91 El problema del ejercicio 106 del capítulo 6. 
92 El problema del ejercicio 107 del capítulo 6. 
93 El problema del ejercicio 111 del capítulo 6. 


94 Maximizar Р = 3x1 —x2+5x3 


-— 


xi + 22n + M< 5 
sujeto a 4x + 20 — 53 > 2 
2x1 + 40 — x > 4 


X1,32,X3 2 0 


95 Minimizar С = 2х + Зх +x3 
х\ + 20 + x 
du + 2x» — 3x3 
1 + 22 — x 
X1,X2,X3 2 0 
P = 2x1 + 3x2 +23 
хр + Ze + X 
du + 2x» — 3x3 
5x; + 22 — x 
X1,X2,X4 > 0 


Р = 3x1 + 4x2 +2x3 + 5x4 


lOx, + 3x» + 8x + 2x 
18x; + 100 + 15x + 15x 


sujeto a 


IV. dE IA 
С 


96 Maximizar 


sujeto a 


IV. ПТА 
ER] 


97 Maximizar 


2 200 
sujeto a 2 Je 
45x + 25x» + 205 + 37x, > 450 
xy + Зо + 2x + Xx = 30 
X1,X2,X3,X4 > 0 
98 Minimizar C = 3x4 +4x2+2x3 + 5x4 
10x1 + 3x2 + 8x3 + 2x4 > 200 
айр 18x; + 10x; + 15x3 + 15x > 190 
45x, + 25x + 20x + 37x4 > 450 
Ap "P 3x2 + 2x3 + Xa = 30 
X1,X2,X3,X4 > 0 
99 Maximizar P = ху 2x2 + 3x3 + 5x4 
X + 3a + x + 24 > 4 
: бу + 5x» + Tx + 8x4 > 8 
Se Зх + ж + 2% + 2u > 10 
2x + Xx + 3x3 + 2x < 7 


X1,32,X3,X4 2 0 


100 Minimizar 


sujeto a 


101 Minimizar 


sujeto a 


102 Maximizar 


sujeto a 


103 Maximizar 


sujeto a 


104 Minimizar 


sujeto a 


105 Maximizar 


sujeto a 


106 Minimizar 


sujeto a 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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C = x; +2x2 + 3x3 + 5х4 


xy + 3» 
6x1 + 5x» 
ài + x 
w + 25 


X1,32,X3,X4 2 0 


X3 


+++ + 


С = x1 +x2+4x3 + 2x4 


Xy + 40 
21 — Xx 
ài + x 
2x. + X» 

x + 2» 


X1,X2,X3,X4 > 0 


X3 


P = ху + хо 4xs + 2x4 


Xi + 4» 
2x. т = X2 
Зу + x» 
2x i TfT X2 

Xx + 2x 


X1,32,X3,X4 > 0 


X3 
X3 
2x3 
3x3 
X3 


P=x,+2x2+3x3 + 5x4 


xj + 3» 
2x I = X2 
Зх + Xx 
2X =P X2 

Xx + 2x» 


X1,32,X3,X4 > 0 


X3 
X3 
2x3 
3x3 
X3 


+++ ++ 


C = xı +2x2 + 3x3 + 5x4 


a + 3% 
2x ү = X2 
3x 1 + X2 
2x + x 

х + 20 


X1,X2,X3,X4 > 0 


P = 3x, — 2x2 + x3 +x4 + 2x5 


л — X2 
3x | T 2x5 
5x0 — м 
4x q^ T X2 


X3 
X3 
2x3 
3x3 
X3 


+++ ++ 


X3 
X3 
X3 
X3 


+++ + 


X1,32,X3,X4,X5 > 0 


C = 3x, — 2x2 + x3 + x4 + 2x5 


X1 = X2 
Зу + 2x 
5x; — x 
41 + x 


X3 
X3 
X3 
X3 


+++ + 


X1,32,X3,X4,X5 2 0 


o 5 +++ ++ qeu p e Mp 


+++ ++ 


+ 


++! 


+ 


++ 1 


2х4 
8х4 
2х4 
2х4 


2х4 
8х4 
2х4 
2x4 

X4 


2X4 
8x4 
2x4 
2x4 

X4 


ШЛА 
8х4 
2х4 
PAN 

X4 


2х4 
8х4 
2х4 
2х4 

X4 


2x4 
2x4 
2x4 

X4 


2x4 
2X4 
2X4 

X4 


IA IV IV IV 


TP IA IA IA IA IV IA IA TA IA IV IA IV IA IA IA IA IV IA IA TA 


+++ + 


Х5 
3x. 5 
Xs 
Xs 


X5 
3xs 
X5 
X5 


I^ IV. IV IA 


IA IV. IV IA 
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Una exposición del ánalisis lineal, como la que se ha hecho a lo largo de este texto, resultaría incom- 
pleta si no se muestran las dificultades inherentes que se presentan al realizar los cálculos numéricos 
en esta materia y la forma de resolverlas matemáticamente. Este capítulo contiene una introducción a 
los principales métodos del análisis numérico, la ciencia y el arte de calcular, que se utilizan en álgebra 
lineal. La primera sección trata brevemente el tema de aritmética de punto flotante en las computadoras 
y los tipos de errores que implica. En la segunda sección, se estudian los métodos directos para resol- 
ver sistemas lineales con el propósito de automatizar, y minimizar errores de redondeo. En la tercera 
sección se presentan algunos métodos iterativos para aproximar soluciones de sistemas lineales e inver- 
sas de matrices. La cuarta sección contiene el estudio de las transformaciones de Householder, que se 
utilizan para reducir matrices a un formato similar pero más simple. Y en la quinta sección veremos el 
apasionante tema del cálculo numérico de valores y vectores propios de matrices. En la última sección 
se incluye un conjunto de ejercicios propuestos al lector para su resolución. 


8.1 Aritmética de la computadora y errores de redondeo 


Los dispositivos electrónicos para hacer cálculos numéricos, computadoras y calculadoras, necesitan 
representar los números reales en determinado formato para poder operarlos aritméticamente. Además, 
independientemente de las respectivas capacidades, cada computadora está limitada a expresar sólo un 
número finito de números racionales; esto es, de números con expansión decimal finita. Por ende, en 
toda máquina se cometen cierto tipo de errores al hacer cómputo numérico. En esta sección daremos 
una breve introducción de la forma en la que estos dispositivos representan números reales mediante 
aritmética de punto flotante y a identificar los errores que eso conlleva. 


Representación de números en aritmética de punto flotante 


Las computadoras realizan la mayor parte del trabajo de cómputo en aritmética de punto flotante. Un 
número en este formato se escribe como! 


EO. did» d, x 10" (8.1) 


!En realidad, la mayoría de las computadoras trabajan en sistema numérico binario, pero, por simplicidad en la exposición, 
hemos preferido utilizar el sistema decimal con el que todos estamos acostumbrados. 
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donde r es un número entero, con —M, < r < M»; cada d; es alguno de los dígitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
y d; + 0. Las cotas, Mı y M», del exponente r, dependen de la computadora y del software que se 
utilicen; mientras que el entero n en (8.1) es el número de cifras significativas. A la sucesión did» --- d, 
en (8.1) se le llama mantisa del número en punto flotante. Por ejemplo, si п = 4, entonces 


40.1416 x 102, —0.1011x 10, | 0.9321 x 10711, 
—0.3457 x 10%, —0.1020x 102, — 0.3141 x 10! 


son nümeros en aritmética de punto flotante con n — 4 cifras significativas. 
Ahora supongamos que se requiere representar un nümero R en aritmética de punto flotante con n 
cifras significativas. Para ello primero escribimos el número en la forma 


R = t£0.dido 4,41 х 107" (8.2) 


donde los d; € {0,1,3,4,5,6,7,8,9}, dı 4 0 y r es un entero que satisface —М| < r < М», donde M, 
y М» son las cotas que mencionamos antes. Puesto que el número debe tener exactamente n cifras sig- 
nificativas, es necesario limitar la expansión decimal, 0.49 ··: 4,411 :·· , a n dígitos representativos. 
Tenemos dos opciones: 


Truncamiento. Se conservan las primeras n cifras decimales de (8.2). Entonces, con este criterio, 


R = +0.а4 0:4, х 107" 


Se dice, en este caso, que el número А en (8.2) se ha truncado ал cifras significativas. 


Redondeo. Si d,,+1 > 5, entonces la representación para R es 


R — x (0.did; --- d, -- 107") x 1077 


es decir, se redondea como se hace usualmente en educación elemental y se trunca el resultado a 
n cifras significativas. Si d, < 5, entonces R se trunca a n cifras significativas. Se dice, en este 
caso, que el número R en (8.2) se ha redondeado a n cifras significativas 


» Ejemplo 8.1 Si R — 8/3, representar R en aritmética de punto flotante con cuatro cifras significativas 
(a) mediante truncamiento y (b) por redondeo. < 


Solución А = $ 
2.6666666 - - · 
= +0.26666666 --- x 10! 


(a) Se trunca a 4 cifras significativas: 
R = --0.2666 x 10! 
(b) En este caso n = 4 y а, = 05 = 6 > 5, por tanto, 


R = +0.2667x 10! wv 
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» Ejemplo 8.2 Redondear los siguientes números a 4 cifras significativas: 


1. 1.9983 
2. 1.9985 
3. 1.99964 


Solución 1. La quinta cifra después del punto decimal es menor que 5, por tanto, 1.998 es la represen- 
tación (aproximación) con cuatro cifras significativas para este caso. 
2. La quinta cifra después del punto decimal es mayor que 5, por tanto, al sumar 1 a la cuarta cifra, 
se obtiene la representación 1.999, 
3. La quinta cifra después del punto decimal es mayor que 5, por tanto, al sumar 1 a la cuarta cifra se 
obtiene 


1.999 +0.001 =2 


como representación (aproximación) en aritmética de punto flotante con cuatro cifras significativas 


para el número 1.9996 Y 


Errores de redondeo 


Existen dos maneras de medir el error que se comete al aproximar una cantidad. 


Definición 8.1 Sea R* una aproximación para R. 


1. El error absoluto de aproximar R con R* se define como 
|R- R*|. 


2. Elerror relativo de aproximar R con R* es 


si К ^0. 


El error absoluto o relativo que se comete al aproximar un número R por su representación en punto 
flotante se llama error de redondeo, sin importar si se hizo por truncamiento o por redondeo. 

Por lo general, el error absoluto es el que más se emplea para medir errores de aproximación; sin 
embargo, cuando la cantidad R es muy grande o muy pequeña, el error relativo es más significativo que el 
error absoluto. Por ejemplo, supongamos que la cantidad exacta es R = 0.32 x 10? y R* = 0.16 х 107°, 


entonces 
|К — R*| 20.16 x 10? 


el cual es, en apariencia, muy pequeño. Pero, al medir el error relativo 


|R- R'| 


= 0.5 
|R| 


822 CAPÍTULOS | Álgebra lineal numérica 


nos damos cuenta que en realidad el error absoluto que se comete es de 50% de la cantidad R. De manera 
análoga, si R = 0.345674345 x 10” y R* = 0.345600000 x 10”, entonces el error absoluto 


|R — R*| = 0.74345 x 10? 


es aparentemente muy grande; mientras que el error relativo 


|R- R'| 
|R| 


= 2.1507 x 1074 


nos indica que en realidad el error absoluto es, aproximadamente, sólo 0.022 % de la cantidad R. 


O Nota 8.1 Algunos paquetes permiten, o tienen por defecto, el uso de doble precisión en los cálculos; 
esto es, trabajan con el doble de cifras significativas que en la precisión simple. MATLAB, por ejemplo, 
es un paquete que trabaja por defecto con doble precisión. 


8.2 Métodos directos para resolver sistemas lineales 


En el capítulo 1 de este libro vimos el método de Gauss para resolver sistemas lineales de ecuaciones. 
Recordemos que para encontrar las soluciones del sistema АХ = b, se forma la matriz ampliada del sis- 
tema А = [Ai Dl, se lleva a una forma escalonada y se aplica sustitución regresiva al sistema escalonado 
que se obtiene. En los capítulos precedentes hemos resuelto sistemáticamente sistemas lineales utilizan- 
do este método, aplicando estrategias particulares y eligiendo las operaciones de renglón y pivotes como 
ha sido conveniente en cada problema; sin embargo, para sistemas grandes, se requiere de la automati- 
zación del método en algún algoritmo que se pueda programar para que lo ejecute una computadora y 
que se aplique, al menos en teoría, a cualquier sistema lineal de ecuaciones con la mínima intervención 
de inteligencia humana. Nos limitaremos en lo que resta de este capítulo a sistemas lineales cuadrados; 
esto es, a sistemas lineales de n ecuaciones y n incógnitas. 


8.2.1 Método de Gauss para sistemas lineales de orden n con sustitución regresiva 


Sea A, una matriz cuadrada de orden n y consideremos el sistema lineal de ecuaciones 


— 


Aixx-—b (8.3) 
Existen tres posibilidades: 


1. El sistema tiene solución única. 
2. El sistema no tiene solución. 


3. El sistema tiene una infinidad de soluciones. 


La alternativa del inciso 1 se tiene cuando la matriz A, es equivalente a la identidad; mientras que las 
alternativas de los incisos 2 o 3 suceden cuando la matriz A, no es equivalente a la identidad (cfr. teo- 
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rema 1.4, pág. 24, el tercer criterio de la página 31 o el teorema 2.3 de la pág. 67). Por esta razón, cuando 
se afirma que el sistema (8.3) no tiene solución única, significa que la alternativa del inciso 2 o del 3 son 
verdaderas. En el siguiente algoritmo solamente trataremos sistemas con solución única; indicando que 
se da uno de los casos 2 o 3 al señalar simplemente que el sistema no tiene solución única. 


Método de solución de sistemas lineales por eliminación gaussiana con sustitución regresiva 


Algoritmo 8.1 


> 


Entrada: La matriz aumentada A = [A b] del sistema (8.3), donde A; = aij] es la matriz de coeficientes 


y b= [ai n41 @2л+1 777 n nsi]! es el término independiente. 
Salida: La solución xy x» -+> x, del sistema (8.3) o la leyenda “El sistema no tiene solución única”. 
Para cada ¡=1,...,n— 1, de manera recurrente, se genera una matriz AU) = [at] equivalente por 
(0) 


filas a la matriz A, donde la notación а „з representa la componente aap de A, de la siguiente manera 


(pasos 1 a 4): 


Paso 1. Se elige el menor subíndice k 7 j de la columna j tal que & z 0. 
G- 
AU? y se despliega la salida “El sistema no tiene solución única”. 


Paso 2. Sino existe k; es decir, si a 20 para todo i > j, se interrumpe la generación de la matriz 


Paso 3. Si k existe, el proceso continúa. Se calculan 


$^ 

JUI. Y 

Dj = UD (8.4) 
ар; 


1= К 1,...,п. 


Paso 4. Mediante la operación de renglón 
Е, ө Ri- mP R 


А je , = 
se transforman en ceros todos los elementos por debajo de la componente al j ) en la matriz АЙ 1), 


a la matriz resultante se le aplica la operación de renglón К; < Кү para obtener la matriz AG. 


Я о а > " А Р А Sl 
Paso 5. Si el proceso continúa sin interrupción hasta j = п— 1, у К existe para j = n, es decir, at ) 350, 


sean 
(n-1) 
X ал, п+1 
жо цп=1) 
nn 
y 
n 
e 1 (n—1) (n—1) 
X = (n—1) аһ b» dj Xj 
dj; j=i+1 
para i = n 1,...,1. Entonces la salida es la matriz fila 


[xi xo ++ Xn] 
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> Ejemplo 8.3 Resolver, mediante el método de solución de sistemas lineales por eliminación gaussia- 
na con sustitución regresiva, el sistema 


2x5 = хз = —1 
хр = X) + 3x = 4 
21 + 3x Xx = 6 a 


Solución Еп este caso 


0. X P =] 
А0 =А=|1 -1 3 4 
23-1 6 


j = 1: el primer elemento no nulo de la primera columna de A es a», = 1, así que k = 2; entonces 


al = 


т = 2. Al hacer la operación de renglón Аз +> Ёз — тз А a la matriz 


аа = an = l y mı = 
A = А se obtiene la equivalencia 


g. X ef @ X b ow 
її 8 аур 1 NI 
2 = .-% 0б $ Rm 


y al aplicar el intercambio de filas Кү <> А a la última matriz resulta 
<=] 3 4 
AU=|0 2 -1 -1 
Q0... =T —2 


j = 2: el primer elemento no nulo de la columna 2 —por debajo de a» o igual a él— de la matriz 


AU es an = 2, así К = 2; entonces aj» = a»; = 2 y m32 22 3. A] hacer la operación de renglón 


R3 <> R3—mz2Ro a la matriz AU) se obtiene la equivalencia 


jg X d ro з 4 
y EM leo 3 шї od 
Ü- 3 $ 0 0 =9/2 1/9 


y al aplicar el intercambio de filas А €» R3 a la última matriz resulta (obviamente esta operación 
en la práctica, para el presente caso, es innecesaria): 


E =l 3 E 


AN=|0 2 -1 -1 
0 0 -9/2 1/2 


Puesto que К existe para j = 3 (a) = —9/2 Æ 0), se tiene 


T ap) 1/2 - 
2; E , 
ad -92 9 


1 2 у. и=1 1 2 2 1 5 
ж = -бу ES Y а s| = -y [e 0) = 31-1- C 0C 9I - -3 ; 
22 
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il 2 сщ 
т = у gu = b» aj 
а j=1+1 


= }@-((—1)(—5/9)+3(—1/9)) =. 


Por tanto, la salida es 
[xi x2 хз] = [34/9 – 5/9 – 1/9]. Y 


» Ejemplo 8.4 Resolver, mediante el método de solución de sistemas lineales por eliminación gaussia- 


na con sustitución regresiva, el sistema 


A. = A + Эу, == + 
—x + x» + 2% = 4 
Зху — Зо + 2х = -2.4 
Solución En este caso 
1-1 3 —1 
А= | —1 1 2 4 
3 -3 2 -2 
; . (1) 
j=lk=1,ai/ =1, y 
1-13 -1 1 -1 3 —1 
sb od X lelo $4 3 -A0 
—3 2 -2 0 0 —7 1 
j — 2: Para este índice no existe k; es decir, al = 0, i = 2,3. Por tanto, el proceso debe detenerse 


y el sistema no tiene solución única. Y 


Programa en MATLAB para el método de Gauss 


En esta parte implementaremos, en un programa en MATLAB que llamaremos sistemas_gauss, el 
método de solución de sistemas lineales por eliminación gaussiana con sustitución regresiva. Para ello 
es conveniente que el lector interesado en este tema repase (o estudie), si así se requiere, el material de la 
sección 7.2; en particular, el programa hará uso de las funciones intercambiofilas y sumafilas 
programadas en el apartado 7.2.6. 

La parte del programa sistemas.gauss que determina el primer elemento no nulo de una colum- 
па, la llevaremos a cabo mediante la función primera.entrada.nonula contenida en la figura 8-1. 
Las instrucciones para el uso de esta función vienen dadas en los comentarios al inicio del guión. En 
MATLAB si una matriz X se compara con una matriz Y, mediante algunos de los comandos de com- 
paración lógica >=, <=, ==, etc., entonces crea una matriz que tiene unos donde la comparación es 
verdadera y ceros donde es falsa; así, por ejemplo, si X2 [1 -13], Ү= [2 -2 3], la salida que produ- 
ce MATLAB а la instrucción Z2 (Х<=Ү) es 2= [10 1]. Por otra parte, si a las operaciones aritméti- 
cas en MATLAB, х, /, 1, ^, les precede un punto, entonces se realizan elemento a elemento en los arre- 
glos que operan; por ejemplo, si X, Y son los vectores de arriba, entonces la operación X. х Y produce 
la matriz [2 2 9]; mientras que la instrucción X. ^Y tiene la salida [1 1 27]. La función reservada en 
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function z=primera_entrada_nonula(X,p) X=X.* (m>=p) ; 

Esta función da como salida la primera if X==zeros(1,n) 
/, coordenada z-X k, k>=p, distinta de cero, z=0; 

^de la matriz fila X=[X_1 X 2 ... X n] else 

/ si es que existe; en caso contrario у= (п+1) ж (Х==0); 
71а salida será z=0. v=m.*(X"=0); 
n-length(X); z-min(u*v); 
m-1:n; end; 


JA Figura 8-1 ° Función primera.entrada. nonula. 


MATLAB, min, da como resultado el valor mínimo de la matriz fila o columna donde se evalúe. Con 
esta información, el lector debe intentar comprender por sí mismo las instrucciones* de la figura 8-1 
para la programación de esta función y verificar en MATLAB su correcto funcionamiento. La última 
parte del programa sistemas.gauss, se realizará con la función sust.regresiva, cuya progra- 
mación está contenida en la figura 8-2; las instrucciones para su uso vienen dadas al inicio del guión. 
El comando sum calcula la suma de las componentes de la matriz fila o columna donde se evalúe; la 


instrucción B(:,p) = [] elimina la columna p de la matriz B. Nuevamente, con la precedente informa- 
ción, el lector debe entender por sí mismo las instrucciones del programa de la figura 8-2 en MATLAB 
para verificar su funcionamiento. Finalmente, las instrucciones del programa sistemas_gauss están 
escritas en el guión contenido en la figura 8-3. Las indicaciones de su uso están dadas al inicio del 


function s=sust_regresiva(M) x-zeros(1,n*1); 
J***sust regresiva(M)»** x(n)=M(n,n+1)/M(n,n); 
Esta función resuelve, por sustitución for p=1:n-1 
^regresiva, sistemas cuadrados con matriz a-1/M(n-p,n-p); 
ampliada M-[N b], donde N es triangular superior suma-sum((M(n-p, :).*([m"=n-p 0])).жх); 
y los elementos de su diagonal son no nulos. x(n-p)=a*(M(n-p,n+1)-suma); 
n=size(M,1); end 
m=1:n; x(:a+1)=[1; 
s-x; 


JA Figura 8-2 ° Función sust.regresiva. 


function M=sistemas_gauss(A) if k^-0 

J**sistemas gauss(A)*** for i=k+1:n 

/ Este programa resuelve, por el método de m--A1(i,j)/XQ92 ; 

Gauss, el sistema cuadrado Ai-sumafilas(A1,i,k,1,m); 
/Bx=b, donde A-[B b] es la matriz ampliada end 

/del sistema. El programa emite un mensaje Al=intercambiofilas(A1,k,j); 
"cuando el sistema tiene una infinidad М1=А1; 

^de soluciones o es inconsistente y da else 

4como resultado la solución: M1=0; 

4 x1 €2 i2 XH break 

^cuando es única. end 

/Utiliza las funciones primera_entrada_nonula, end 

/sust_regresiva, intercambiofilas y sumafilas if M1--0 

n-size(A,1); 

А1=А; M= *El sistema no tiene solución única’; 
for j=1:n puse 

Х=А1(С:,1”; M-sust. regresiva(M1); 
k-primera entrada nonula(X,j); end 


JA Figura 8-3 ° Función sistemas.gauss. 


* N. del autor: Por cuestiones de espacio, los programas se escribieron en dos columnas, pero las instrucciones en la segunda 
columna en realidad deben ser escritas, línea tras línea, después de la áltima instrucción de la primera columna, para su correcto 
funcionamiento en MATLAB. 
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guión. Recordamos al lector que todos los guiones de estas funciones deben ser escritos en el editor de 
MATLAB (de preferencia) y guardar todos ellos con el mismo nombre de la función y con extensión .m 
en el directorio donde se vayan a usar (cfr. apartado 7.2.6). 


» Ejemplo 8.5 Resolver en MATLAB, utilizando la función sistemas gauss, el sistema lineal 


Wo. == х3. + Хад = 5 

2x — Xx + 4x — x = —16 

4x + 35 — 2x4 = 9 
—3x ү = 2x5 — 5х з + 2х4 = б 


Solución EDU» А= [0 1 -1 1 5; 2 -1 4 -1 -16;4 0 3 -2 -9;-3 -2 -5 2 6] 


A = 
0 1 =1 1 5 
2 -1 4 -1 -16 
4 0 3 =2 =9 
3 2 5 2 6 


EDU» sistemas gauss(A) 
ans - 

-1 4 =3 =2 
EDU» v 


» Ejemplo 8.6 Resolver en MATLAB, utilizando la función sistemas, gauss, el sistema lineal 


E 7 == 3x2 == А3. = 254 = —1 
—X| — 20 — 4x3 — 3x = 2 
w + 3o + э + ом = -l 
Зх + 2a + 8x5 — 2м = 3 v 


БОШОП EDU» A-[1 -3 -1 -2 -1;-1 -2 -4 -3 2;2 1 5 1 -1;3 2 8 -2 3] 


А = 
1. =3 =1 = =l 
1 2 4 =3 2 
2 1 5 1 =1 
3 2 8 =2 3 


EDU» sistemas gauss(A) 

ans - 

El sistema no tiene solución ünica 
EDU» V 


8.22 Método de Gauss para hallar la inversa de una matriz 


Es evidente que el algoritmo 8.1 requiere de unos pequeños cambios para que calcule la inversa de una 
matriz o determine si es singular (no invertible); pues únicamente hay que modificarlo para que resuelva 
los sistemas AX = é;, para cada i = 1,2,...,n, donde ё; es la columna i de la matriz identidad /,. El 
siguiente algoritmo contiene los ajustes necesarios para ello. 
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Algoritmo 8.2 


Entrada: La matriz cuadrada А = [a;;¡] de orden n cuya inversa se va a calcular. 

Salida: La matriz inversa de A o la leyenda “La matriz no es invertible”. 

Paso 1. Se aplica el algoritmo 8.1 de los pasos 1 a 4 a la matriz aumentada [A I] donde I, es la matriz 
identidad de orden n, para obtener en cada etapa del proceso una matriz |А) B equivalente 
por filas a la matriz [A L,]. 

Paso 2. Si en el proceso una de las columnas de la matriz resultante [a ) gv )] tiene ceros en todos los 
elementos de la diagonal, inclusive hacia abajo, entonces se despliega el mensaje “La matriz no 
es invertible”. 

Paso 3. En caso contrario se obtendrá una matriz [A po" con la matriz A™ triangular superior y 
todos los elementos en la diagonal distintos de cero. Se aplica la sustitución regresiva, del paso 
5 del algoritmo 8.1, a cada uno de los sistemas que se obtienen con la matriz del lado izquierdo 
de la ampliación con cada una de las columnas de la matriz B". La salida es la matriz que tiene 


por columnas cada una de las soluciones en forma sucesiva. 


Programa en MATLAB para calcular la inversa de una matriz con el método de 
Gauss con sustitución regresiva 


En la figura 8-4 se encuentra el código de la función Metodo.Gauss.Bis que contiene unas ligeras 
adecuaciones al programa sistemas.Gauss para poder utilizar éste en forma interna en la función 


Inversa.Gauss; mientras que el código de esta función se encuentra en la figura 8-5. 


function M-Metodo, Gauss. Bis (А) else 
n-size(A,1); М1=0; 
А1=А; break 
for j-1:n end 
Х=А1(:,1])?; епа 
k-primera, entrada, nonula(X,j); if Mi==0 
if k^-0 M=0; 

for i=k+1:n else 

m=-A1(i,j)/X(k); M=sust_regresiva(M1); 

Al=sumafilas(A1,i,k,1,m); end 

end 

Al=intercambiofilas(A1,k,j); 

M1-A1; 


JA Figura 8-4 * Función Metodo.Gauss.Bis. 


function B-Inversa, Gauss(A) z(:,j)-Metodo. Gauss Bis([A 1(:,3)]1)?; 
J***Inversa Gauss(A)s*w* end 
^4calcula la inversa de la matriz А il 255 
^con el algoritmo de Gauss B-'La matriz no es invertible.?; 
n-size(A,1); else 
I=eye(n); В=2; 
for j=1:n end 
JA Figura 8-5 ° Función Inversa.Gauss. 
1 -2 
» Ejemplo 8.7 Hallar, si existe, la inversa de la matriz A = LJ 1 | utilizando la función 


Іпуегѕа Gauss en MATLAB.« 
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Solución ^ EDU» A-[1 -2 21 -1 1-1 2 -1] 


А = 
1 -2 2 
1 -1 1 
-1 2 -1 
EDU» Inversa_Gauss (A) 
ans = 
-1 0 
0 1 
1 0 i 
EDU» V 


» Ejemplo 8.8 Hallar, si existe, la inversa de la matriz 


] =2 
G= L =1 1 
=1 Jd. 


utilizando la función Inversa, Gauss en MATLAB.« 


Solución | EDU» G-[1 -2 2;1 -1 1;-1 2 -2]; 
EDU» Inversa Gauss (С) 


ans - 
La matriz no es invertible. 
EDU» v 


8.2.3 Factorización LU 


Recordemos que una matriz cuadrada de orden m es elemental, si se obtiene de la matriz identidad Zm 
al aplicarle una sola operación de renglón (cfr. definición 2.3). En el teorema 2.4 del apartado 2.1.4 
(pág. 71) vimos el efecto que tienen las matrices elementales cuando multiplican por la izquierda a una 
matriz; esto es: si a una matriz A de tamaño m x n se le aplica una operación de renglón, la matriz 
resultante es el producto EA, donde E es la matriz elemental m х m que se obtiene de la identidad al 
aplicarle la misma operación de renglón. También vimos (cfr. teorema 2.5 y discusión que le precede) 
que toda matriz elemental es una matriz invertible y su inversa es una matriz elemental y, en particular 
— que es el caso que aquí nos interesa— si la matriz elemental Е se obtuvo de la identidad al aplicarle la 
operación de renglón R; + К; + BR;, entonces Е "les la matriz elemental que se obtiene de la identidad 
al aplicarle la operación de renglón А; <> К; — BR;. 

Supongamos que A es una matriz cuadrada de orden n con la propiedad de que al aplicarle el método 
de Gauss, algoritmo 8.1, al sistema Ax — b, no se hace ningün intercambio de filas. Representemos, 
como es natural, el lado derecho de la ampliación [400 Pj por AG, j=1,2,...n—1, en cada uno de los 
pasos del algoritmo 8.1. Así, en la primera etapa para obtener AU, se calcula ті!) = azı /a¡; y se aplica 
la operación de renglón А + К — mU)R 1 para obtener la equivalencia de matrices А + AU pero, por 
lo que se acaba de explicar, АФ = EVA donde El es la matriz elemental 
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1 00 0 
-m 1 0 0 

Е0-| 0 01 qe 
0 00 1 


) ) 


= азу /аџ y se aplica operación de renglón Ёз + R3 — ті! R; para obtener la 
equivalencia de matrices A + AQ: pero, por lo que mencionamos arriba, AQ = EQ AQ donde El es 
la matriz elemental 


А a 
después se calcula m3, 


1 00 0 

0 10 0 

EN ms) 1 0 
0 00 1 


Y, por tanto, 


2 
(EP Ef A 
Es fácil ver que 
1 ооо. 0 
ы DDN 
(1) 
o. Дф, + 0 
ов) | Um 
i 0 001 
0 000 - 1 
Continuando con el proceso, se obtiene finalmente la matriz 
ДШ ss (EC? " ‚ЕЕ А 
1 0 0 0 
-m 10 0 
-= т) 0-1 0 |A. 
-mU 0 0 1 


1 00 0 
-т0 10 0 

1 
Ej = ті!) 1 0 


| 
XN 
© 
- 
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Entonces, 
AU = ЕА. 


De manera análoga tenemos AU) = E,A() donde 


e 
Re 
© 
Ses 
==: 


y, por tanto, 
AO = (E5E;)A. 


Así, de forma inductiva, si para cada j = k+ 1,...,п, g es la matriz elemental 


П О з= 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 

EN = 1 0 0 0 
0 0 -mÜ 1 e 0 
0 0 0 © 1 0 0 
0 0 0 0 Or 1 

y 
k k k 
Ex = Ej org 12 EN 
entonces,? 
1 0 0 0 0 0 
0. 1 0 0 0 0 
0 0 
; 1 . 

Е = (k) и a (8.5) 

0 0 — y. 1 : 0.0 
(k) 

0 0 -т оу 0 7. 00 
MEME : : 1.0 
00 -m? 0 0 1 


25 fácil probar, lo cual se deja de ejercicio al lector, que efectivamente el producto ED ED, ... ES, está dado por el lado derecho 
de 8.5. 
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con los ma dados por (8.4) del algoritmo 8.1, y 


AR) = E,AV-D 
= (EE, 1 E1)A. 


Por tanto, А" = (E, -1En-2*** E¡)A. Donde А'"—!) es la matriz triangular superior que se obtiene con 
el método de Gauss del algoritmo 8.1; esto es, 


ау 12 аз aid: Ann 

1 1 1 

O uy ag e an] 
А-ро 0 a ^ (8.6) 

бй 0 owe 


Denotemos la matriz triangular superior рог U; es decir U = A=", Con esta notación 
U = (E, 1E, 5: E1 )A 
Ahora bien, toda matriz elemental es invertible, y ya que E, es producto de matrices elementales, 
entonces es invertible; puesto que el producto de matrices invertibles es una matriz no singular, podemos 


despejar la matriz de la precedente igualdad obteniendo 


A=(E B EU. 


п—1 
Ya que 

1 0 0 0 0 e" 

0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

(Е®) = : 1 0 0 0 

0 0 -m® 1 e 0 

0 0 0 01 оо 

0 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

= 1 0 0 0 

o. dw m 1 aw 0 

Do Lg 
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para cada j = k 4- 1,....n, se tiene 


[^ 9 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
Ej = 1 0 0 0 
0 0 my 1 0 0 
0 0 0 O0 i 00 
0 0 0 0 0 1 


y, por ende, 


1 0 0 0 0 0 
O0 1 0 0 0 0 
0. 0 0 0 0 
Е 1 0 0 0 
Г 0 У 0 0 
0 0 ms d d 49 
@ ul ош тій О Оф. 1 


No es difícil probar que si L=(E¡*E,'---E;' 


1). entonces 


1 0 bri 0 0 Рет 0 0 
ту) 1 0 0 0 0 
mi т? 0 0 0 
e * с | E ° | А i (8.7) 
Py Mona cot Puy 1 0 dm 0 
(1) (k) (k) (k+1) 
Miradi Mia Mira My 1 0 0 
(1) (2) (0 (k+1) (n-1) 
Ma o ИЕ Mak Wh) bg Wh 1 y(n—1) 1 


De esta manera hemos podido factorizar la matriz A como el producto de una matriz triangular inferior 
y una matriz triangular superior: 


A=LU: 


Hemos probado así el teorema que a continuación enunciamos. 
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Cuando se aplique el teorema precedente, diremos que (8.8) es la factorización LU de la matriz A. 


» Ejemplo 8.9 Encontrar la factorización LU de la matriz 


r =l 2 
А=| 2 -1 2 |. 
э eb Э 


pa —1 2 1 -1 2 
le -1 2 бов >к 0 p =2 
| 3 —1 5 R, < R3—3R; 0 2 —1 | 
|1-1 2 
benc]? DL» 
LY o0 .3 
De donde mi) =2, me, =3 ym = 2. Por tanto, 
1 -—1 2 
Сэ |0 1 -2 
0 0 3 
y 
iGO 
= |2 1-0 
3 Xm I 
Comprobación: 
pp xe 1 -1 2 
LU-|2 1 0 0 1 -2 
23 1]p9 3 
1 1 2 
=|2 -1 2 
КОЕ 
=A. и 
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Factorización LU y sistemas lineales 


La factorización LU es muy útil cuando se resuelven sistemas lineales con la misma matriz de coefi- 
cientes y distintos términos independientes; pues la sustitución regresiva y la sustitución hacia adelante 
son muy eficientes para matrices que están en forma triangular superior e inferior, respectivamente. Ob- 
servemos que para resolver un sistema lineal con un solo término independiente, no tiene caso utilizar 
factorización LU; ya que para ello se requiere aplicar el método de Gauss para encontrar la matriz U 
que es básicamente el mismo esfuerzo que resolver el sistema. Ilustraremos cómo se resuelven siste- 
mas lineales con un solo término independiente utilizando esta factorización; teniendo en mente que 
la utilidad del método radica en que se aplica en forma simultánea a sistemas con distintos términos 
independientes pero con la misma matriz de coeficientes. 
Supongamos que para la matriz A ya se tiene la factorización LU. Entonces 


A=LU 
y, por tanto, 
АЎ= Б 
equivale a 
L(UX) = Б 
Si y = Ох, se obtiene el sistema 
L5=b 


con la matriz L triangular inferior; se resuelve este sistema, por sustitución hacia adelante y la solución 
se sustituye en el sistema y = UX que es triangular superior y se hace sustitución regresiva. 


» Ejemplo 8.10 Resolver el sistema 


J] 2 Xi e 
2 =l 2 w |=] 32 
> =L 3 X3 0 


utilizando la factorización LU de la matriz A del ejemplo 8.9.4 


Solución La matriz de coeficientes del sistema es la matriz A del ejemplo 8.9, con factorización 


100 1 -1 2 
AREE Y 0) 0 1 —2 
3 T 0 0 3 
L U 
Resolvamos el sistema Ly — b; es decir, el sistema 
i Q 0 yı —1 
2 1 0 2 |= | -2 |, 
3-2 1 уз 0 
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entonces 

УІ == —], 

y, = —2—2y 
= -2-2(-1) 
= 0, 

уз = —3yi — 252 
= -3(-1)-2(0) 
= 3. 


1 -1 2 fi —1 
0 1 -2 Xs. | = 0 |, 
0 0 3 X3 3 
entonces 
X3 — 1, 
X2 = 2x3 
— 2. 
Xj = ~l +x — 2x5 
= —1+2—2(1) 
—-—] и 


Factorización LU y matriz de permutación 


No siempre es posible aplicar el método de Gauss sin tener que intercambiar filas en una matriz A; 
aun así, se puede encontrar una factorización LU con un factor matricial adicional, una matriz de 
permutación P; esto es 


PA = LU 


А = PHLU 
= PLU 


donde L es una matriz triangular inferior, U es una matriz triangular superior y P es una matriz que 
tiene “registrados” los intercambios de renglón necesarios —de ahí su nombre—. Supongamos que en 
el proceso de aplicar el algoritmo 8.1 a la matriz A, para llevar ésta a una forma escalonada equivalente, 
se tienen que hacer intercambios de renglones; entonces hay un número finito de matrices elementales 
Mı, M5, ..., Мк —cada una se obtiene intercambiando los mismos renglones a la matriz identidad en 


forma simultánea a los intercambios que se realizan en el proceso a la matriz A— tales que 
A=M¡Mi-1 Mj. 


De esta manera, si P = М.М ··· М, entonces PA es la matriz que contiene el resultado de los in- 
tercambios de filas realizados a la matriz A para obtener una forma escalonada mediante el método de 
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Gauss. Luego, si a la matriz PA se le aplica el método para obtener la factorización LU, no se necesitan 
intercambios de renglones y, entonces, 


PA —LU. 


Dado que la matriz P es la matriz identidad con algunas de sus filas permutadas, la matriz P es ortogonal, 
luego invertible y además P^! = Р! (cfr. teorema 4.14 y definición 4.10, pág. 282). 


» Ejemplo 8.11 Encontrar una matriz de permutación P, una matriz triangular inferior L y una matriz 
triangular superior U tales que 


PA=LU 
si 
1—2 13 
cii 
з =5 2 7 


Solución  Llevemos, mediante el método de Gauss, la matriz A a forma escalonada: 


ph: 03] ki 1 3] 
E ZEE 
E -5 2 2 3 É boi 24 
La d 3 

MED. 

КӘ R, Ü. y Ü =i 

© бф p 

I= 1 3 

Ü i =l = 

КӨ Ra Ü $ =i 2 

0 ü 0 =i 


Entonces la matriz de permutación se obtiene haciendo los intercambios de renglón № <> R4 y 
Кз + Ri а la matriz identidad; esto es, 


обњ 
оноо 
= со со ue 
DO Q mO 


Por tanto, las operaciones de renglón que se realizarían а la matriz PA serían К < R — ЗА], К) < 
К – 26, R4 < —R¡. Así, 


оноо 
м ооо 
— 


e Quee 
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y 
1 -2 3 
0 1 —2 
Aa Ж шу ы 
0 0 0 —1 
Comprobación: 
1000 1-2 1 3 1-213 
pa=1% 0.0 1 2-4 14] |3-52 7 
100100 ї—212| |2 -41 4 
0.0 1 0 3—5 2 7 1-2 12 
10 00 1 -2 1 3 1-2 1 3 
3 1 40 (0) 1 —1 -2 з —5 2 7 
Beg eded ole фу е аа a V 
1001 0 0 0 —1 1-2 12 
Naturalmente no toda matriz tiene factorización LU mediante el método de Gauss; por ejemplo la 
matriz 
1 -1 1 
A-—|-2 2 —2 |; 
1 -1 1 
¿por qué? 


Para resolver el sistema AX = D con factorización LU y matriz de permutación P, se resuelve el 
sistema (LU)X = b como hicimos arriba y, si su solución es 3, entonces la del sistema AX = b es X = P's. 
Tanto MATLAB como la calculadora HP 50g tienen funciones específicas para calcular la factori- 
zación LU de una matriz; consulte los apartados 7.1.8 y 7.2.10. Queda de ejercicio al lector escribir 
un algoritmo para resolver sistemas lineales [A B], B = [b1 b» --- bm] utilizando factorización LU con 
matriz de permutación; e implementar este algoritmo en algún lenguaje de programación o en MATLAB 


para su ejecución en computadora. 


8.24 Estrategias para pivotar 


Los errores de redondeo, que se producen al aplicar el método para resolver sistemas lineales que vimos 
en el algoritmo 8.1 del apartado anterior, pueden ser muy grandes y, por tanto, dar resultados incorrectos. 
En el siguiente ejemplo se ilustra esta situación. 


» Ejemplo 8.12 Es fácil ver que el sistema 


0.0030x; + 58.13» 
5.292 — 5.14% 


58.16 
47.78 


(8.9) 


tiene solución exacta x, = 10 y x2 = 1. Sin embargo, si resolvemos (8.9) por el método de solución de 
sistemas lineales por eliminación gaussiana con sustitución regresiva (algoritmo 8.1), mediante aritméti- 
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ca de punto flotante con redondeo a cuatro cifras significativas, tenemos: 


Entonces, redondeando a 4 cifras significativas, 


0.0030 58.13 58.16 | | 0.0080 58.13 58.16 
5.292 —5.4 47.78 О 102500 102600 


Al hacer sustitución regresiva se obtiene (redondeando a cuatro cifras significativas) 


+ — 102600 
2 — 102500 
= 1.001 
y 
| 58.16—58.13- 1.001 
um 0.003 
| 58.16 —58.19 
0.003 
— —10.00 


El error absoluto para x» es 

|1 — 1.001| = 0.001; 
mientras que para xı 

[10 — (—10)| = 20. 


Estrategia de pivote parcial 


El problema que presenta el ejemplo anterior radica еп que la magnitud, а = 0.003, del pivote? inicial 
en el método es pequeña en comparación con las demás cantidades de la matriz de coeficientes del 
sistema (8.9). Para evitar —en cierta medida— estas dificultades, es necesario ser más selectivos con 
el pivote que se elige en cada paso del método de Gauss. Una técnica para este fin, llamada estrategia 
de pivote parcial, consiste en elegir como pivote, en cada paso del método de Gauss, el elemento de la 
columna con mayor valor absoluto. En el siguiente ejemplo, aplicamos la estrategia de pivote parcial 
para resolver el sistema (8.9) del ejemplo 8.12 con aritmética de punto flotante y redondeo a cuatro 
cifras significativas. 


» Ejemplo 8.13 Dado que el elemento de mayor magnitud en la primera columna de la matriz de 
coeficientes del sistema (8.9) es a», = 5.292, es éste el pivote que se debe elegir para empezar el método 
de Gauss: 


3Recordemos que llamamos pivote a un elemento que se elige en una matriz, para que con él, por medio de la operación de 
renglón R; + аА, + BR;, se pueda transformar en ceros los elementos que están por debajo y/o encima de él para obtener una 
matriz equivalente (cfr. 1.2.4). 
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0.0030 58.13 is J| 5.292| —5.14 47.78 


5.292 —5.14 47.78 0.0030 58.13 58.16 |` 
Entonces, al redondear a cuatro cifras significativas, 


0.0030 
ma = 
5.202 


= 0.5669 x 107? 


Luego 


| 5.202| —5.14 ы] 5.222 —5.14 47.78 


0.0030 58.13 58.16 0.0000 58.13 58.13 


implica, al hacer sustitución regresiva, 


X2 = 1 
y 
— 47.78+5.14 
Hom 2008 
zx di: 


los cuales son los valores exactos de la solución del sistema (8.9). < 


Las modificaciones al algoritmo 8.1 que se deben realizar para implementar la estrategia de pivote 
parcial son mínimas y están contenidas en el siguiente método. 


Método de solución de sistemas lineales por eliminación gaussiana 
con sustitución regresiva y estrategia de pivote parcial 


Algoritmo 8.3 


Entrada: La matriz aumentada A = [Ai b] del sistema (8.3), donde A, = aij] es la matriz de coeficientes 
y b = [ais 41 42541 777 dn nii]! es el término independiente. 
Salida: La solución x, x2 +++ x, del sistema (8.3) o la leyenda “El sistema no tiene solución única”. 
Para cada j = 1,...,п – 1, de manera recurrente, se genera una matriz AU) = [at] equivalente por 
: "EG Nn 
filas a la matriz A, donde la notación a) representa la componente aag de A, de la siguiente manera 


(pasos 1 a 4): 


Paso 1. Se elige el menor subíndice k > j de la columna j tal que 


1—1 y 1—1 
ld )| = máx al! | ; 
J j<i<n| Y 
M ПИЕ TORRE D А 
Paso 2. Si а} ) | = 0; es decir, si a ^20 para todo i 7 j, se interrumpe la generación de la matriz 


AU) y se despliega la salida “El sistema no tiene solución única”. 
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Paso 3. Si EN + 0, el proceso continúa. Se calcula 
(0-1 

pe ш; 
ij G= 

а 

=p la Mi 
Paso 4. Mediante la operación de renglón 
R; ХЕ Ri = т:; К, 


se transforman en ceros todos los elementos de la matriz АЙ!) que están en las filas і = j, j + 
1,...,п, 152 k ; a la matriz resultante se le aplica la operación de renglón R; <> Ry para obtener 
la matriz AQ. 


| E T s А =i 
Paso 5. Si el proceso continúa sin interrupción hasta j = n; es decir, а + 0, sean 


(n—1) 


Pm ал, n+1 
mo n-l 
ай ) 
N 
1 (n—1) ш (п—1) 
== (п—1) PTS 7 Y aj Xj 
dj join 
para i = n 1,...,1. Entonces la salida es la matriz fila 


[xi xo s Xp] 


Programa en MATLAB para el método de Gauss con estrategia de pivote parcial 


La figura 8-6 contiene el guión en MATLAB de la función pivote.parcial. Este programa esen- 
cialmente es el programa sistemas.gauss (cfr. figura 8-3) con las modificaciones pertinentes para 
realizar la estrategia de pivote parcial. Es conveniente que el estudiante siga paso a paso las instruccio- 
nes, con alguna entrada concreta, para que pueda entender las partes nuevas que conforman esta función. 
El programa es muy elemental y tiene como objetivo estimular al lector para que intente mejorarlo. 


Estrategia de pivote parcial escalado 
Aunque la estrategia de pivote parcial es en general eficiente, para ciertos sistemas puede resultar inade- 


cuada. El siguiente ejemplo contiene uno de estos casos. 


» Ejemplo 8.14 Resolver el sistema lineal 


30x, + 581300» = 581600 


5.292x1 — 5.14x» 47.78 (8.10) 


con aritmética de punto flotante y redondeo a cuatro cifras significativas, empleando la estrategia de 
pivote parcial. « 
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function M=pivote_parcial(A) M=max (abs (X1)) ; 
J***pivote parcial(A)s** Y=X1.*(X1==-M | X1-2M); 
/Este programa resuelve, por el método de k-primera entrada nonula(Y,j); 
/Gauss y utilizando la estrategia de pivote if k^-0 
Aparcial, el sistema cuadrado Al=intercambiofilas(A1,k,j); 
/Bx=b, donde A-[B b] es la matriz ampliada for і=ј+1:п 
/del sistema. El programa emite un mensaje m=-A1(G,3)/X(W) ; 
"cuando el sistema tiene una infinidad Ai-sumafilas(A1,i,j,1,m); 
/ de soluciones o es inconsistente y da end 
"como resultado la solución: М1=А1; 
Ye LRD 205 03m else 
/ cuando es única. М1=0; 
/Utiliza las funciones primera entrada nonula, break 
/sust_regresiva, intercambiofilas y sumafilas end 
n-size(A,1); end 
A1-A; if Mi--0 
mu=1:n; 
for ј=1:п M-'El sistema no tiene solución única’; 

х=А1(:‚])?; else 

X1-X.*(mu»-j) ; M-sust regresiva(M1); 

end 


JA Figura 8-6 * Función pivote parcial. 


Solución El sistema (8.10) es equivalente al sistema (8.9) del ejemplo 8.12, pues la primera ecuación 
de (8.10) es la primera ecuación de (8.9) multiplicada por el escalar 10*; así que también tiene la solución 
exacta x, = 10 y x; = 1. Al utilizar la estrategia de pivote parcial se obtiene: 


30 581300 581600 | | 30 581300 581600 
5.292 -5.14 47.78 O —102500 —102600 


y, por tanto, 


x, = 1.001 
X2 —10 


Que resulta la misma aproximación extremadamente burda del ejemplo 8.12. Y 


Una forma para resolver sistemas con dificultades como las que presenta el ejemplo anterior, es la 
estrategia de pivote parcial escalado, que enunciamos a continuación. 


Método de solución de sistemas lineales por eliminación gaussiana con sustitución regresiva 
y estrategia de pivote parcial escalado 


Algoritmo 8.4 


> 


Entrada: La matriz aumentada A = [А b] del sistema (8.3), donde A, = aij] es la matriz de coeficientes 
y b= [1,541 42,n+1 *** Gn, nsi]! es el término independiente. 

Salida: La solución x, x» +++ x, del sistema (8.3) o la leyenda “El sistema no tiene solución única”. 

Paso 0. Sean Е, i = 1,2,...,n, las filas de la matriz de coeficientes Aj. Para cada i = 1,2,...,n se 


calcula 
s; = [К = m 1:1. 


Si s; = 0 para algún i, entonces se depliega la información “El sistema no tiene solución única”. 
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Supongamos que s; 4 0 V i. Para cada j = l,...,n— 1, se genera de manera recurrente una matriz 


AU = [at] —donde la notación di representa la componente aag de A— equivalente por filas a la 


matriz A, de la siguiente manera (pasos 1 a 4): 


Paso 1. Se elige el menor subíndice k 7 j de la columna j tal que 


(7=1) (7—1) 
la; j | ‚| j | 
—— — = máx ——— 
Sk Ј<і<п Si 
E — = "E ЖО - В 
Paso 2. Si lal T = 0; es decir, si аў 0 para todo і > j, se interrumpe la generación de la matriz 


AU? y se despliega la salida “El sistema no tiene solución única”. 


Paso 3. Si lg ^| % 0, el proceso continúa. Se calcula 


Ui. Su 
ü = 
dj; 
i=jj+L...nifk 
Paso 4. Mediante la operación de renglón 
В; < Rj— т; ; Кд 


se transforman en ceros todos los elementos de la matriz АЎ!) que están en las filas i = j, j + 
1,...,n, i Æ k; a la matriz resultante se le aplica la operación de renglón К; <> R; para obtener la 
matriz AU); y se realiza el intercambio s; €» s, al vector 3! = [s;]'. 


: Е = А А -1 
Paso 5. Si el proceso continúa sin interrupción hasta j — n; es decir, ай ) %+ 0, sean 


(n-1) 
X a, n+1 
атте 
ай 
y 
_ _1 ра) NS (ә) 
Xi = qa) |in T z Hj у 
ай j=i+1 
parai=n-—1,...,1. Entonces la salida es la matriz fila 


ba xo +++ Xn] 
» Ejemplo 8.15 Resolver el ejemplo 8.14 con la estrategia de pivote parcial escalado. «4 


Solución Para este caso la matriz ampliada del sistema (8.10) es 


30 581300 581600 
5.292  —5.]14 47.78 |" 


Entonces 
11(50,58130)!|.. 


máx (|30],|58130]) 
— 58130 


$1 
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s2 = ||(5.292, —5.14)]|., 
= máx ([5.292], | — 5.14|] 
— 5.292. 


. flan] laz] P 30^ 5292 
тах === = máx4 ———,——— 
$1 — $2 381300 5.292 
= 1! 
luego k = 2 y, por tanto, al aplicar los pasos 1 a 4 del algoritmo 8.4, se obtiene 


| 30 581300 pod | 0 581300 z 


3.292 —5.14 47.78 5.292 —5.14 41.78 


„|3292 —514 47.78 
O 581300 581300 |” 


Al realizar sustitución regresiva, 


x51 


47.78 -- 5.14 
АЫ 8329 
52.92 
7 5292 
— 10 


que es la solución exacta del sistema (8.10). Y 


» Ejemplo 8.16 Resolver el sistema 


3. lla = 322% + 10:82253: = 3.02 
4llxa + 1ll3x = 11453 = -—4.10 
1.08x, + 0.897x2 + 0.834x, = 3.45 


con aritmética de punto flotante redondeando a 3 cifras significativas, mediante la estrategia de pivote 
parcial escalado del algoritmo 8.4. < 


Solución La matriz ampliada que corresponde al sistema es 


3.11 —5.22 0:822 
А= | 4.11 11.3 —1.14 
1.08 0.897 0.834 


Entonces, en este caso, si Ё, i = 1,2,3 son las filas de la matriz A; —la matriz de coeficientes del 
sistema—, 
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s= [||| =3:22, 
s = Bl. = 11.3, 
$3 — 151. = 1.08. 


Рага ј = 1: 


nde ayıl 451| аз | — 3.11 4.11 1.08 
Sr ^d» dg] o 5.22” 11.3” 1.08 
=1 


por lo que k = 3. Entonces, ya que (ту = 2.88, то = 3.81) 


311  —522 0822 3.02 Ü S TA 0-158 — 4502 
4.11 113 114 -410 || 0 p NE. EU |, 
1.08 0.897 0.834 345 1.08 0.897 0.834 3.45 

se tiene 


1.08 0.897 0.834 3.45 
А0 = |0 JS. 43 i2 
0 —780 =158 — 6.92 


El intercambio sı < s3 produce $ = [1.08 11.3 5.22]. 
Para j — 2: 


1 1 
d l| lasl 7 7:88 7.80 
ЖО? 11.3" 5.22 


por lo que К = 3. Entonces, ya que (то = —1.01) 


1.08 0.897 0.834 3.45 


1.08 0.897 0.834 3.45 
0 7.88 —4.32 —17.2 =|0 0 —5.92 —24.2 , 
0 —1.58 — 6.02 0 —7.80  —1.58 — 6.92 
se tiene 


1.08 0.897 0.834 3.45 


AP zT. —780 —1.58  —6.92 
0 0 —5.92 —24.2 
Sustitución regresiva: 
| 242 
яз = $37 
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—6.92 + 1.58 - 4.09 
—7.80 


0.059 


х= 


I 


3.45 — 0.897 - 0.059 — 0.834 - 4.09 
1.08 


—0.0119 Y 


х= 


| 


Programa en MATLAB para el método de Gauss con estrategia de pivote parcial escalado 


La figura 8-7 contiene el guión del programa en MATLAB de la función pivote_parcial_escalado. 
Las instrucciones para su uso vienen dadas en los comentarios iniciales. Es conveniente que el lector 
pruebe, con datos concretos, los comandos de este programa para que por sí mismo comprenda su 


funcionamiento. 
function z=pivote_parcial_escalado(A) p=0; 
//+***pivote_parcial_escalado(A)*x*x* break 
^La función pivote parcial escalado resuelve else 
^el sistema lineal A-[A1 b], por medio k=k+3-1; 
^de pivote parcial escalado; A-intercambiofilas(A,k,j); 
^4su salida es la solución del sistema s-intercambiofilas(s?,k,j)'; 
^o el mensaje de que no tiene solución ünica. for i=j+1:n 
/Utiliza las funciones intercambiofilas, sumafilas m--A(3,3)/AC3, 32; 
^y sust regresiva. A-sumafilas(A,i,j,1,m); 
n-size(A,1); end 
for i-1:n end 
s(i)emax(abs(A(i,1:n))); =A; 
end end 
if sum(s^-zeros(1,n))«n end 
p=0; М 
fer in z-'el sistema no tiene solución única”; 
J 
[max k]=max(abs(A(j:n,j)?./s(1,j:n))); else 
if naa z=sust_regresiva(p); 
end 


JA Figura 8-7 * Función pivote.parcial.escalado. 


O Nota 8.2 Los programas que hasta aquí se han escrito y los que se desarrollarán más adelante en este 
capítulo, tienen como objetivo dar ideas generales de la programación, para ejecutarse en una compu- 
tadora, de los algoritmos que se emplean en cada segmento. Se ha utilizado el paquete MATLAB por- 
que ya se estudió en el capítulo anterior; sin embargo, se pretende que los guiones puedan servir co- 
mo base al lector para escribir, si así lo desea, estos programas en algün otro lenguaje de programación 
como C o C++, etc. Las razones principales de hacerlo así, en lugar de redactar pseudocódigos, son el 
proveer, al menos en un software, programas que el lector —con pocas bases en programación— pueda 
utilizar como apoyo computacional con un mínimo de conocimientos en este campo y que el presen- 
te texto en este aspecto también sea autocontenido. Por otra parte, los programas en MATLAB de este 
capítulo, son todos muy elementales; de hecho se han pensado más para exponer facetas al programar en 
este paquete, que en aspectos de optimización en tiempos de ejecución, elegancia, etc. Por tanto, todos 
esos programas son susceptibles a mejoras, por lo que se invita al lector a perfeccionarlos. 
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Estrategia de pivote total 


Existe una estrategia para pivotear que suele ser más eficiente que las estrategias precedentes para mi- 
nimizar errores de redondeo. Se llama estrategia de pivote total (o completo); consiste esencialmente 
en elegir como pivote, en cada paso del método de Gauss, al elemento con mayor valor absoluto de 
una submatriz de la matriz original. Por tanto, esta técnica puede involucrar, además del intercambio 
de renglones, intercambio de columnas. Ilustramos, en el siguiente ejemplo, la estrategia de pivote total 
aplicada a un sistema lineal específico. 


» Ejemplo 8.17 Resolver, con aritmética de punto flotante redondeando a 4 cifras significativas, el 
sistema lineal 


21.231 + 18.23% — 4028x, = -—63.15 
—2.2]1x; + 33.00% = 11223: = 60.43 «4 (8.11) 
—1.15x, = 100159 = 229% = -—28.04 


Solución La matriz ampliada del sistema (8.11) es 


Е 21,23 18.23 —40.28 —63.15 
A= [Arb] =| -2.21 33.00 =LR2 60.43 
=1.15 10:01. 2.29 —28:04 


1. Calculamos 


1<1<3 
1<ј<3 
2. Intercambiamos las columnas 3 y 1; es decir, Кү <> K3, porque ||А || „ se alcanza en la componente 
а\з de la matriz Aj: 


X3 X2 X1 
40.28 18,23: 21:23 063.15 
—1.12 33.00. —2.21 60.43 
—2.29 -—10.01 -—1.15 -—28.04 


3. Aplicamos el método de Gauss a la matriz precedente tomando como primer pivote a —40.28 
(mı = .02781, ma = 0.05685): 


X3 X2 X1 X2 ХІ 
—40.28 18.23 21.23 63.15 0028 18.23 21.23 —63.15 
—].12 33.00 —2.21 60.43 32.49 —2.8 62.19 
—2.20 —10.001 —1.15 -—28.04 —11.05 —2.357 -—24.45 
= Ай 
4. Se calcula 
ай е 3249 —2.8 
шаа 105° 2.957 


з 


= 32.49 


5. Aplicamos el método de Gauss а la matriz precedente tomando como segundo pivote a 32.49 
(m32 = 0.3401): 
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X3 хә Х| X3 хә Х| 
—40.28 18.23 21.23  —63.15 —40.28 18.23 2123 603.15 
0 32.49 | —2.8 62.19 | ~ 0 3249 —2.8 62.19 
0 -1105. 23597 1445 0 0 300 33 


6. Se hace sustitución regresiva: 


x, = 0.9973 
| 62.19 4-2.8-0.9973 
Mc 32.49 
=2 
—63.15 —21.23-0.9973 — 18.232 
= —40.28 
—2999 v 


La solución exacta del sistema lineal del ejemplo anterior es x, = 1, x2 = 2 y хз = 3, como fácilmente 
se puede comprobar. Queda de ejercicio al lector redactar el correspondiente algoritmo para la técnica 
de pivote total y programar una función en MATLAB o en algün otro lenguaje de programación que 
aplique esta estrategia para resolver sistemas lineales cuadrados. 


8.3 Métodos iterativos 


En esta sección estudiaremos tres métodos iterativos para aproximar soluciones de sistemas lineales cua- 
drados: el de Jacobi, el de Richardson y el de Gauss-Seidel. En este tipo de procedimientos se comienza 
con un valor inicial de aproximación Xo y, de manera iterativa, se calculan aproximaciones sucesivas 
que, bajo ciertas condiciones, convergen a la solución exacta del sistema lineal. Las técnicas iterativas 
rara vez se aplican a sistemas lineales de orden bajo, pues el tiempo de ejecución para alcanzar un grado 
de exactitud satisfactoria suele ser mucho mayor que el tiempo que se requiere cuando se aplica algu- 
no de los métodos directos que vimos en el apartado precedente. Sin embargo, si un sistema de tamaño 
relativamente grande, Ax — D, tiene un alto porcentaje de entradas a;; — 0 en la matriz de coeficientes, 
entonces los métodos iterativos suelen ser muy eficientes, tanto en tiempo de ejecución como en espa- 
cio de memoria en la computadora. Estos sistemas, llamados sistemas ralos, se presentan con bastante 
frecuencia en aplicaciones como son la resolución numérica de circuitos eléctricos, ecuaciones diferen- 
ciales parciales, problemas con valores en la frontera y equilibrio estático de estructuras, entre otros. 
La base de los métodos iterativos de Jacobi, Richardson y Gauss-Seidel es el célebre y fundamental 
teorema del punto fijo del análisis matemático. 


8.3.1 La teoría de punto fijo y normas matriciales naturales 


Teoría de punto fijo en espacios vectoriales normados completos 


El caso particular de esta teoría en el espacio IR tiene una motivación geométrica bastante simple e 
interesante. Consideremos una función de variable real y = g(x) continua en un intervalo [a,b] y supon- 
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(a) (b) 


JA Figura 8-8 ° 


gamos que se requiere aproximar la solución p (que hemos supuesto existe y es ünica en el intervalo 
[a, b]) de la ecuación 


g(x)-x (8.12) 


Se dice entonces que p es un punto fijo de la función g porque g(p) — p. La figura 8-8(a) ilustra una 
hipotética función con un único punto fijo p en un intervalo [a,b]. Es claro que la solución de (8.12) 
es la abscisa de la intersección de las gráficas de las funciones y — g(x) y y — x, como se muestra en 
esa figura. Por otra parte, si xy es una aproximación inicial de la solución exacta p, entonces, al seguir 
la trayectoria punteada mostrada en la figura 8-8(b), las abscisas de los puntos tig = (xx, g(xx)) sobre la 
gráfica de la función g, tienden a la solución p. Ahora bien, es fácil probar que la abscisa del punto iii 
es g(xo); la abscisa del punto ii? es хә = g(xi) y, en forma inductiva, la abscisa del punto 07; está dada 
por x, = g(xi..1). De esta manera se obtiene la sucesión (x,), definida de acuerdo con la relación de 


X0, si k = 0; 
5 gorah GRE. 


recurrencia 


que converge a la solución exacta p de la ecuación (8.12); es decir, 
lím x, = p. 
Ко 


Obviamente la construcción de la sucesión y su convergencia con la solución de la ecuación son mera- 
mente intuitivas y requieren de una formulación rigurosa para su demostración, la cual está contenida 
en el teorema 8.2. 


Definición 8.2 Sean E un espacio vectorial normado y g : E — E una función. Un punto fijo de g en 
E es cualquier vector p € E que satisface 
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> Ejemplo 8.18 Encontrar los puntos fijos de la función g : К — R definida por 
ga) = 
para todo x € К. 


Solución Necesitamos hallar todos los números reales p tales que 


2 
p =P. 
Lo anterior equivale a calcular las soluciones de la ecuación 
p(p-1)=0. 
Luego 
р = 1, 
BuU 


son todos los puntos fijos deg en IR. Y 
Teorema 8.2 (Teorema del punto fijo) Sean E un espacio vectorial normado completo^ con norma 
-I| y g : E — E una función. Si existe una constante а € R, con 0 < а < 1, tal que 
Па) — g(v) [| < oc] — v] (8.13) 
para todo par de vectores ii, V € E, se cumple lo siguiente: 


1. Sea xy cualquier vector en E, entonces la sucesión de punto fijo, (Xx), definida de acuerdo con 
la relación de recurrencia 


Хк = (8.14) 


converge a un vector р € E; esto es, 


lím D ЕЗ р 
Кә 


o, equivalentemente, 
lím |х — 21 = 0. 
Коо 


2. Si además g es continua? en el espacio E, entonces р es un punto fijo de g en E. 
3. p es el único punto fijo de g en E. 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Por la hipótesis (8.13) 
[x — x I| = le) — e (o) l| 
< a | — xo 
y, por tanto, utilizando nuevamente (8.13), 


> 


^Un espacio vectorial normado es completo o de Banach, si toda sucesión, (Ж), que es de Cauchy, esto es, lím, y, ||, — ха 
0, es convergente; es decir, existe р € Е tal que lím, „Ху = p; о sea, lím, ... ||X — p|| = 0. Cfr. Nota 6.1 de la pág 607. 

5Que g sea una función continua en E, significa que lím; ,4, e(l) = g(ii;) para todo й, € E; es decir, Ит, ||e (34) — g(to)|| = 
Equivalentemente, para toda sucesión (х) de vectores tal que lím; ... ||X — do || = O se tiene йт... ||g(X.) — g(uo)]| = 0. Cfr. 
definición 6.8. 
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[xs || = le) — g(x1)l| 
€ а |0 — xi | 
€ а-а | — xoll 


= 0% | — xol. 
Supongamos que т > 1 es un entero y se cumple 
[ln — m1 1) € 0277 || — xo] (8.15) 
Entonces, aplicando esta hipótesis y (8.13) se tiene 


[met = Х| = (18 (%m) — 8 (m1) || 
< | 
€ a- a”! [|y — xoll 


< a" || — Xoll- 


Luego, por inducción, se concluye que (8.15) es válida para todo entero m > 1. Sea ahora k > 1 un 
entero fijo y v cualquier entero mayor que k. Entonces, por la desigualdad triangular y (8.15), 


[ == Is Елы л ell 
< [s аа m cal +++ Da a 
< o"! [y — xo|| +02 |i — ТЕЗЕ УГЕ 


= ой || — xl (1 a +01). 


Ya que la serie geométrica Y, o" = D pues 0 < а < 1, la precedente desigualdad implica 


|, — | < 


П —%|| (8.16) 


1-а 
Luego, ya que 0 < a < 1, 


k 


0< lím |X, —xy| X ím lz — |= 0 
V, k— oo v, ko 


1-а 


y, por tanto, 
lím ||, — x,]| = 0. 
v,k—>00 


Así, la sucesión (х) es de Cauchy en el espacio normado completo E y, por ende, converge a un 
vector en él; es decir, existe p € E tal que 


lím X, = р. 
Коо 


. Debido а la continuidad de la función g en el espacio E se desprende 


p = lím x, = lím g(X 1) = g(p). 
Коо Ко 


Por lo que p es un punto fijo de g en el espacio E. 
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3. Sea p, un punto fijo de g en E distinto de p. Entonces 


IB — pull = lle(P) — в(Р)|| 
< ө|\р—р\|| 


y ya que 0 < a < 1, lo anterior implica 


128—211 < 12—211. 


Lo cual es una contradicción; por tanto g tiene únicamente el punto fijo р еп E. Ш 


Una consecuencia inmediata de la demostración del teorema 8.2, es que existe una manera de acotar 
el error, || — p||, que se comete al aproximar el punto fijo p con la k-ésima iteración de la sucesión de 
punto fijo; nos referimos a la desigualdad (8.16). Sin embargo, dada la importancia de este resultado, lo 
hacemos patente en el siguiente corolario. 


‚о, p y Xo como en 
el teorema precedente. Entonces la k-ésima iteración de la sucesión de punto fijo (8.14) satisface 


k 

ta а ia > 

= PI] S 1— [| — xol (8.17) 
—@ 


O Nota 8.3 1. Una función g, definida en un espacio normado E, que satisface la desigualdad (8.13) 
para cierta constante œ > 0, se llama función de Lipschitz y a cualquier constante œ > 0 que 
satisface la desigualdad (8.13) se le dice constante de Lipschitz para la función g. Si además, 
como en el caso del teorema del punto fijo, la constante o es menor a uno, diremos que la función 
g es una contracción. 

2. La convergencia de la sucesión de punto fijo se da para cualquier valor inicial Xy € E; sin embargo, 
si en un problema dado se tiene la idea de una primera estimación que es cercana al valor exacto, 
entonces se debe emplear ésta como punto inicial con el fin de reducir el número de iteraciones. 

3. Se dice que la relación (8.17) es una cota para el error en la k-ésima iteración de punto fijo. 


» Ejemplo 8.19 Aproximar la solución de la ecuación 


1 
jo 99*— ax men (8.18) 


utilizando el menor número de iteraciones de punto fijo para un error inferior a 1073. 


Solución La figura 8-9 contiene las gráficas de las funciones y = x y y = + cosx; en ella se observa que 
la solución de la ecuación (8.18) es la abscisa del punto de intersección de ambas gráficas; evidentemente 
el problema planteado equivale a encontrar el punto fijo de la función g : R — R, con 


g(x)- то 


para todo x € IR. En este caso el espacio subyacente es IR у Іа norma en él es el valor absoluto. Antes 
que nada debemos encontrar una constante de Lipschitz para la función g si es que existe. Sean x, y € К, 
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0.101 
0.1 

0.099 
0.098 
0.097 
0.096 
0.095 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 
A Figura 8-9 • 


con y > x, un par de números reales cualesquiera. Por el teorema del valor medio (cfr. teorema 6.17) 
existe u € [х,у], tal que 


EY) 8X 
0)-26) 2, 
y-x 
esto es, 
i5 cos(y) — — cos(x) 1 
y-x 10 TNR 
y, por tanto, 
1 1 
10 cos(y) 10 cos(x) 
TER = 10/8224 
1 
еи 
— 10 
De donde, 


il 
а(х) — g0)| < 10 "9 Vx, y ER. 


Luego а = 1/10 es una constante de Lipschitz para la contracción g. Por el teorema del punto fijo la 
sucesión 


u Хо, ark 
umm mE TAM 


converge al único punto fijo de g en IR para cualquier valor inicial xo; en particular, para хо = 0. Por 
(8.17) del corolario 8.1, se tiene entonces 
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(1/10) 
[xx — p| < 11/10 ^ el 
1 1 
NDS 1090) 0 
_ 1 
9.10 


Puesto que se quiere realizar el menor número de iteraciones para obtener un error inferior а 1073, basta 
encontrar el menor entero positivo k tal que 


1 
o A, 
9-10 < 10 
Esto es, el primer entero positivo k que satisface 
10? 
10* > —; 
9 
es decir, 
k=3, 


Finalmente, las tres primeras iteraciones de punto fijo son 


x1 — g(0) = 0.1 
X) = g(xi) = 0.0995004 
хз = g(0.0995004) = 0.0995054 


Así, la aproximación de la única solución de la ecuación — cosx = x, con un error menor a 10, es 
хз = 0.0995054. Y 


La razón de haber elegido хо = 0 como aproximación inicial en el ejemplo anterior, fue por la 
comodidad para realizar las operaciones aritméticas que este número representa; sin embargo, en la grá- 
fica de la figura 8-9 se observa que p es un valor más cercano a 0.1 que a 0 y, por tanto, se espera que 
el número de iteraciones de punto fijo sea menor? para alcanzar la precisión deseada si se toma como 
valor inicial хо = 0.1. El lector debe notar que en el ejemplo anterior la aproximación y solución de 
la ecuación E cosx — х = 0 (solución que es imposible obtener en forma directa, intente despejar x), 
difieren en menos de 10^? y esta cota —que se fija previamente para el error— se pudo obtener, gracias 
al corolario 8.1, sin saber el valor exacto de la solución p. Es decir, no conocemos p, pero podemos 
asegurar que [x3 — p| < 0.001; en realidad es posible determinar, dado cualquier є > 0, el menor número 
de iteraciones k para que |х; — p| < =. ¿No es ésta una maravillosa aplicación de las matemáticas puras? 
El ejemplo anterior es un típico caso donde se alcanzan los objetivos del programa fundamental del 


análisis numérico: 


65е puede probar, de manera análoga a como se hizo en 1 del teorema 8.2, bajo las mismas hipótesis, que ||X, — p|| < o* [| xp — pl 
razón por la que el número de iteraciones disminuye si Xy es más cercano a р. 


> 
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Dado un problema cuya solución p habita en cierto espacio normado (E, ||-||), se requiere encontrar 
una sucesión (хх) de elementos del mismo espacio, tal que: 


e El valor de xy es dado y la sucesión (ху) está definida en forma recurrente. 


e lím, xXx; = p respecto a la norma ||-||; esto es, йт... [lx — р|| = 0. 
e Es posible acotar el error; es decir, existe una función k > f(k) (que tiende a cero cuando k tiende 
a infinito) tal que 


[х= pll < f(k) Yk. 


No en todos los casos se puede acotar el error; sin embargo, aun así, es posible determinar —basados 
en el “sentido común” y apoyados en la convergencia de la sucesión al valor exacto de la solución— 
criterios para fijar hasta qué valor de k se debe detener el ciclo iterativo con el fin de alcanzar una 
aproximación suficientemente precisa de p. Por esta razón —y por otras como son las limitaciones 
computacionales de cada equipo, la naturaleza de cada problema a resolver, errores de redondeo, etc.— 
es que la experiencia que se adquiere a lo largo de resolver una gran variedad de problemas numéricos 
es indispensable; a tal grado que para los expertos en métodos numéricos esta disciplina se convierte en 
algo que ellos mismos consideran un “arte”. 


Normas matriciales naturales 


Aunque en un espacio vectorial de dimensión finita todas las normas son equivalentes y, por tanto, la 
convergencia es independiente de la norma que se utilice (cfr. teorema 4.22 de 4.2.4), en la teoría de 
aproximación de soluciones de sistemas lineales conviene trabajar con normas en el espacio Mi, (IR) que 
satisfagan desigualdades multiplicativas del tipo 


laži}, < АЈ ПІ, (®) 


donde ||-||* es una norma en M,(R) y ||-[|, es una norma en №". En las proposiciones 6.3 y 6.4 del 
apartado 6.3.4, vimos que 


n 
ЈА|“ = máx У aij 
= 


1<j<n 


satisface la relación de orden (*) para la norma vectorial |||, = |||, = X, lxi], si XY 2 (x1,X2,...,Xp). 
Existen, sin embargo, muchas otras normas matriciales que provienen de normas vectoriales de manera 
natural y que cumplen con esa desigualdad multiplicativa. La forma de construir éstas se encuentra 
plasmada en la siguiente proposición. 


Proposición 8.1 Sean T una matriz cuadrada de orden n y ||-|| una norma vectorial dada en R”. 
Entonces? 
ITI] = máx 1731 (8.19) 
a 


es una norma en el espacio de matrices 97, (IR). 


"Ya que la aplicación X > TX es continua y la esfera de centro Og» y radio 1 es un conjunto compacto, está garantizado que la 
función X > ||Tx|| alcanza un máximo en este conjunto. 
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DEMOSTRACIÓN Bi 1. Claramente |7 || > О para toda T € Mi, (IR). 
2 5T=É, 


|T]| = máx ||TX| 
ER 


[x1 


Supongamos que T es una matriz de orden n y que |7 || = 0, entonces de 


máx ||Tx|| = 0 
Yi n 
|х|=1 


se desprende que 


TX-0 VIER”, |5] =1. 


Sean Z € R” — {Ógn} y x= m^ entonces ||x|| = 1 y por tanto, 


О= TX 
l s 
14| 
de donde 
Т2=0 VzER”". 


Lo cual implica T = 6 (cfr. lema 5.1 del apartado 5.2.1, página 436). 
3. Si 8 ER y T € M,(R), entonces 


| 8T|| = máx (8Т)х| 
[Х| =1 
= máx [8| Tx] 


RIS 
a 


Il 
Xo 
Б 
E 
5 
9 
al 


4. Si Tj, T; € M,(R), entonces 


Ir +7 || = máx | + 72)x| 
e 


= máx |[Tjx 4- T»x|| 


XER” 
[XI]=1 


zc” 


< máx |х| + máx ||Т»х|| 
E XER” 
|х[=1 [x1 


= [ni ml. 


De 1), 2), 3) y 4) ||-||, definida por (8.19), es una norma en 971, (К). B 
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DEMOSTRACIÓN BM 1. Sea ji € M, (IR) y X € R”. Claramente (8.20) se cumple si ¥ = Ор». Supongamos que X Z Ор" y sea 
са B5 X; entonces de ||2|| = 1 y de (8.19) se desprende 


E 
ITI > [1772] 

| || 

== T + LL 
1] 
|| 
= == TAI; 
xJ 
de donde 

[TH] < 171 Хх]. 


2. Si A,B € SW, (IR) y X € R” es cualquier vector con ||¥|| = 1, entonces, de (8.20), se tiene 
[(AB)x|| = |14(83)l| 
< |A|| || Bx] 
< 1141111811 11%] 
= [14] |B|]. 
y, por tanto, 
||AB|| = máx |(АВ)х| < АВ|І. 
(x= 


3. Ejercicio para el lector: 


Un par de normas que se utilizan con mucha frecuencia en métodos numéricos son las normas 
matriciales naturales que están contenidas en los siguientes dos ejemplos. Ш 
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» Ejemplo 8.20 Sea ||-| 


.,; la norma vectorial cúbica (cfr. ejemplo 4.41); esto es, 


it Lm máx |х|. 


y sea |.|“) su norma matricial subordinada; es decir, 


Ir] = máx [Tx]... 


| „=1 


Entonces, si T = [t;;], 


i aus] A 
IT| ZIP (8.22) 


esto es, ||T || (=) es el máximo de las sumas de los valores absolutos de las componentes de cada fila de 
la matriz Т. 


DEMOSTRACIÓN BI En efecto, si ||X||.. = 1, 
n 
ITZ] = máx 4 У lx; 

n 

uc b 
п 

< та PUE 

< máx 4 УХ 


n 
[Exa E | Y м 


ql 


9 
Il 
- 


Por tanto, 


[TS < máx b Z (8.23) 
Por otra parte, si ii = (1,1,...,1) Є R”, entonces |1], = 1, por ende, 


Tēls < máx ||TF] = |т|®. 
[sii 


Luego 


n n n 
máx (5 Itl M ejl... Y 2 e. 
j=l 


j=1 j=l 
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esto es, 


máx b м} < Te (8.24) 


1<і<п 
De (8.23) y (8.24), se desprende (8.22). B 


» Ejemplo 8.21 Sea ||. 


1, la norma vectorial definida en el ejemplo (4.43); esto es, 
[| (41,2, оа), = Eia bl. 
1 
y sea ||-|| su norma matricial subordinada; es decir, 


1 Р: - 
Ir] = máx 17%], . 


[|] =1 


Mostrar que si Т = [t;), 


1719) -ra fÈ м} (8.25) 


esto es, ||7 || (=) es el máximo de las sumas de los valores absolutos de las componentes de cada columna 
de la matriz T (cfr. proposición 6.3 del apartado 6.3.4). 


DEMOSTRACIÓN W Para simplificar la notación, utilizaremos el símbolo ./ (T) con el fin de representar el lado derecho 
de (8.25); es decir, para cualquier matriz T = [r;;] € M,(R), 


dá ШАР: 


Sean & = (0,...,0, 1,0, ...,0), Т = L2,...,n, los vectores de la base canónica de R” у representemos 
por Kj la columna j de la matriz T = [rjj]; o sea, у = (Ие) | f == tj Т ремопсеѕ 
21|. = 1 y, por tanto, (cfr. ejemplo 1.15, pág. 12) 


[lla = 1721 
< [70 


para todo j — 1,2,...,n. Luego 
máx (Ill. Mallo. 1] 1719 
es decir, 
NW (T) < TP (8.26) 


Por otra parte, si X= (x1,x2,...,x,) es un vector con ||x||; = 1, entonces (cfr. ejemplo 1.15, pág. 12) 
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ITA] = |14, о +: ak | 
ТЕЧАТ ЕЕГ) 
Sal N (T) + a A CD) + | IM (T) 
= (pal + boo] - xnl) A(T) 
= [х2 (T) 
= (7) 


lo cual implica 
[TP (Т) (8.27) 
De(8.26) y (8.27) setiene(8.25). B 


O Nota 8.4 En el capítulo 4, definimos normas que son generalizaciones directas de normas vectoria- 
les en el espacio R” al espacio M,, (IR) S R” (cfr. ejemplos 4.13, 4.43 y 4.44) y utilizamos las mismas 
notaciones para representar ambas normas, por ejemplo, ||-||, у |l- || denotan tanto las normas vecto- 
riales como sus generalizaciones matriciales. Sin embargo, estas normas matriciales no necesariamente 
son subordinadas de las normas de las cuales son generalizaciones (cfr. ejercicio 327 del capítulo 4) y, 
por tanto, no satisfacen forzosamente las desigualdades multiplicativas (8.20) y (8.21). Por esta razón, 
en este libro hemos utilizado las notaciones ||-||* para la norma matricial natural subordinada a la norma 
vectorial ||-||., si es que la última está denotada con algún subíndice y así evitar confusiones en notacio- 
nes como ||-[|.., que es la generalización de la norma cúbica vectorial, || (x1,32. . ...x5)]|;, = тах [xi]. 
con la norma matricial natural ||. ||, subordinada? а la misma norma vectorial. 


Teoría de punto fijo para transformaciones afines 
Sea T una matriz cuadrada de orden n y c un vector fijo de R”. Se define g : IR" — R” como 
g(x) = ТХ-+С 


para cada Y € R”. Entonces, se dice que g es una transformación afín en el espacio R”. 
En la siguiente proposición se demuestra que toda transformación afín es una función de Lipschitz 
(cfr. nota 8.3), si la norma matricial subyacente es natural. 


Proposición 8.3 Sean ||. || una norma еп R"y ||-|| la norma matricial natural que proviene de ella, Т 
una matriz cuadrada de orden n y © un vector del espacio К". Entonces la transformación afín 


g) = Тх+с 
es una función de Lipschitz. Específicamente 
lle) — 86911 x ITI [311 


para todo par de vectores х,у Є R". 


8Los paréntesis son únicamente para enfatizar que la notación es un supraíndice y no un exponente. 
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DEMOSTRACIÓN Mi Para todo x, y € R”, se tiene 


le) – 20) = 17-с Ty — ell 
= ||ТХ— ТУ| 
= (|(Т(Х—Ў)| 


y ya que la norma matricial es natural, se desprende —de (8.20) de la proposición 8.2— 


le s) <IIT 51. m 


Ya que todo espacio vectorial de dimensión finita es completo y cualquier operador lineal en él es 
una función continua, el teorema de punto fijo y su primer corolario tienen un par de consecuencias 
inmediatas a la teoría de punto fijo para sistemas afines; las hacemos patentes a continuación. 


Teorema 8.3 (Teorema del punto fijo para transformaciones afines) Sean ||-|| una norma en IR" 
y ||-|| su norma matricial natural subordinada, T una matriz cuadrada de orden n y c un vector del 
espacio IR". Consideremos la transformación afín en R” 


Si ||T|| < 1, se cumple lo siguiente: 


1. Dado cualquier vector Xo en E, la sucesión de punto fijo definida de acuerdo con la relación de 
recurrencia 


z-]* sik=0 
=f 2), sik=1,2,... (8.28) 


converge a un vector p € E; esto es, 
lím Xk = Р 
Ко 
о, equivalentemente, 
lím |5: B| = 0. 
Коо 
2. pes un punto fijo de g en Е. 
3. pes el único punto fijo de g en E. 


DEMOSTRACIÓN BI Ya que la norma matricial es natural, del corolario 8.3, la transformación afín g(X) = T¥+ č es una 
función de Lipschitz; de hecho, 


86) — eI < 171—7 


VX,y € R”. 


y ya que ||7 || < 1, los incisos 1, 2 y 3 son consecuencias de los incisos 1, 2 y 3 del teorema 8.2; pues 
la función g es continua al ser la suma de una transformación lineal y una constante en el espacio de 
dimensión finita —y, por ende completo— IR". B 


Obviamente se tiene la versión particular con transformaciones afines del corolario (8.1) para acotar 
el error que se comete en la k-ésima iteración de punto fijo para transformaciones afines. 
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Corolario 8.2 (Cota para el error en iteraciones de punto fijo para transformaciones afines) 
Sean ||-|| una norma en R” y ||-|| su norma matricial natural subordinada, T una matriz cuadrada de 
orden n y © un vector del espacio К". Consideremos la transformación afín en К" 


g(x) 2 TX4 c. 


Si ||T || < 1, entonces la k-ésima iteración de la sucesión de punto fijo (8.28) satisface 


| k 
ITI 
a] 


| 


X Wesen [xi — xoll (8.29) 


8.3.2 Método iterativo de Jacobi 


La razón de haber estudiado primero la teoría de punto fijo para transformaciones afines, se debe a que 
todo sistema lineal se puede convertir en un problema de punto fijo equivalente, en el sentido de 
que toda solución del sistema lineal es un punto fijo de la transformación afín y viceversa. 


> Ejemplo 8.22 Considerar el sistema lineal ralo 


105 = X2 + X4 = 14 

5x + 40x + 4x; = -43 
+ 20x3 — Ац E 28 (8.30) 

= 2x5 — 30x, + 2xs = -—92 

4х1 + 2х3 — 1255 = 32 


1. Encontrar una función afín, e(X) = TX + с, еп К, cuyos puntos fijos coincidan con las soluciones 
del sistema lineal. 

2. Probar, utilizando el teorema 8.3 con la norma matricial natural ||- || (+) que la función afín g tiene 
un único punto fijo p y que la sucesión de punto fijo (8.28) converge a p para todo valor inicial х0. 

3. Tomando como valor inicial хо = 0р; , Utilizar la cota para el error, relación (8.29), para calcular el 
menor número k de iteraciones necesarias con el fin de cometer un error menor a 107? al aproximar 
p con Ху. 

4. Con el valor k, encontrado en el inciso anterior, calcular las primeras k iteraciones con la relación 
de recurrencia (8.28). ¿Con cuál de ellas se garantiza un error menor a 107724 


Solución 1. Despejemos, en forma sucesiva, de cada una de las ecuaciones del sistema (8.30) a x1, x», 
X3, X4 y х5 para obtener el sistema equivalente; 


PIE ИСР ТИН. 
1 394 "3 
meli cd ® 
: 1 19? дф 
1 7 
Ха = —X, mn 
3 554% 
1 1 46 
ха = | 
* i52 t 1505 75 


1 8 
Хз = 301403 
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que en forma matricial se escribe 


7 
pa | 0 5 0 -4 0 [® | 5 
X2 -i 0 0 0 -5 X2 — 240 
x|=| 0 00 i 0 || а [+ i 
1 1 
X4 0 — 0 0 5 X4 = 
Xs i 0 і 0 0 Xs -$ 
Entonces, si 
1 1 1 
0 10 0 —10 0 n X1 
-$ 00 0 -4 — 40 хә 
Tel 0 00 4 0б|у@= | ухХх=|% 
1 1 
0 -5 (0) 0 15 E ХА 
1 1 
3 0 6 0 0 -i X5 


toda solución del sistema (8.30) es punto fijo de la transformación afín 
g(x) =Тх+с 


у уїсеуег$а. 


. Puesto que 
Iri? - mi (+53 Alei 3 
10 108 10515 153 6 
SIE £2 1 
-mih 
ER. 
2 


del teorema 8.3, la transformación g tiene un único punto fijo p € R”; que es, por tanto, la única 
solución del sistema (8.30); y la sucesión (8.28) converge а р, respecto a la norma vectorial ||-||., 
para cualquier valor inicial Xp. 


. En particular, por el inciso anterior, la sucesión (8.28) converge a р para el valor inicial хо = 
(0,0,0,0, 0). Para acotar el error en la k-ésima iteración de punto fijo, dada por la relación (8.29) 
del corolario 8.29, necesitamos calcular la primera iteración 


Х| = g(xo) 
= Tx +č 


(7 43746 8 
TAS. S 15^ 34 


— 7 43746 8 
Ьан аав 8 


Рог otra parte 


_ 46 
=> 


864 
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Entonces, al aplicar (8.29), se tiene 


ЭҢ (її у КЕ 
\х—р|„ < {су — 011. 
1- [rj 

ар 

= 7172 7 ollo 
_ 2-46 1 

7 15 2 


Puesto que se quiere encontrar la menor iteración para un error inferior а 107°, basta encontrar el 
menor entero k > 1 tal que 


2.46 1 
209 cos d, 
po" 


Al resolver la precedente desigualdad para k, obtenemos 


1n (96000/15) 
In(2) 


& 12.6439. 


Luego, el menor nümero de iteraciones para el margen de error dado es 
к= 13. 
4. Latabla 8.1 contiene las primeras trece iteraciones realizadas en una computadora. Así que 


1.0000000001 

— 1.0000000000 

X13 — 1.9999999999 
2.9999999999 
—1.9999999999 


es la aproximación que produce un error inferior a 107°. De hecho, como el lector puede fácilmente 
verificar, la solución exacta del sistema (8.30) es 


Evidentemente ||Xxi — Pll < 107°. Y 


En la tabla 8.1 se observa claramente cómo las iteraciones x; se van haciendo cada vez más próximas 
a p en la medida que k aumenta; esto es 


lím X, = р 
Коо 


respecto a la norma ||- || de R”; pero, ya que este espacio tiene dimensión finita, en él todas las normas 
son equivalentes (cfr. teorema 4.22 de 4.2.4) y, por tanto, las iteraciones convergen a p respecto a cual- 
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0 xi x2 x.3 
0.0000000000 1.4000000000 0.9858333333 1.0056111111 
0.0000000000 -1.0750000000 -0.9833333333 -1.0015625000 
0.0000000000 1.4000000000 2.0133333333 1.9921111111 
0.0000000000 3.0666666667 2.9605555556 38.0011111111 
0.0000000000 -2.6666666667 -1.9666666667 -2.0025000000 

x 4 x 5 x. 6 кї 
0.9997326389 0.9999611111 0.9999910735 1.0000012066 

-1.0004513889 -1.0000221354 -0.9999899306 -0.9999973796 
2.0002222222 1.9999875000 2.0000134259 1.9999996007 
2.9999375000 3.0000671296 2.9999980035 2.9999983256 

-1.9994444444 -2.0000520833 -2.0000150463 -2.0000007378 

x_8 x. x.10 x.11 

1.0000004295 1.0000000147 0.9999999885 0.9999999978 
-1.0000000770 -1.0000000873 -1.0000000106 -0.9999999983 
1.9999996651 1.9999999552 2.0000000055 2.0000000023 
2.9999997761 3.0000000275 3.0000000116 3.0000000005 
-1.9999996644 -1.9999999127 -2.0000000026 -2.0000000029 

x_12 x_13 


1.0000000001 1.0000000001 
-0.9999999994 -1.0000000000 
2.0000000001 1.9999999999 
2.9999999997 2.9999999999 
-2.0000000004 -1.9999999999 


A Tabla 8-1 ° 


x0 3d ED xd 
1000.00000000 -39.60000000 -121.51416667 -16.53744444 
-4000.00000000 -626.07500000 -79.19166667 27.64427083 
3000 . 00000000 -716 . 60000000 122.01333333 21.43655556 
-3590.00000000 603.06666667 100.18277778 -0.67388889 
5000.00000000 830.66666667 -135.30000000 -22.83583333 

x 4 LD х_6 E 
4.23181597 1.75744375 1.03154721 0.97366288 
3.27576389 -1.14333811 -1.19016137 =1..01819595 
1.26522222 1.34026528 1.90823796 2.01464196 
-0.29867361 2.54118981 3.07320981 3.02217912 
-4.60638889 -1.04519097 -1.85747454 -2.00477794 

х8 29 x_10 xcrT 
0.99596249 1.00028754 1.00018125 1.00001411 
-0.99623007 -0.99886144 -0.99997529 -1.00003522 
2.00443582 2.00017891 1.99986522 1.99997673 
3.00089453 2.99932609 2.99988366 3.00000673 
-2.00633871 -2.00060653 -1.99987434 -1.99996205 


JA Tabla 8-2 ° 


quier norma en К". La tabla 8.2 contiene las iteraciones de punto fijo, hasta К = 11, para resolver el 
ejemplo precedente, pero con un punto inicial más alejado de la solución; en ella puede observarse 
nuevamente cómo las iteraciones se van aproximando a la solución exacta aunque con menor rapidez. 


> 


En general, para un sistema lineal AX b, А = [aij], X = (31,32, ..., x4), b — (bi, bo, ... b), podemos 


seguir la idea del ejemplo anterior para obtener una matriz T y un vector С, de tal manera que las 
soluciones del sistema de ecuaciones y los puntos fijos de la función afín g(X) = TX + c coincidan, 
despejando cada una de las variables x; de cada ecuación del sistema lineal. Es fácil comprobar que, 
haciendo eso, 
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T =1;— В, (8.31) 


donde la fila i de la matriz B se obtiene multiplicando cada fila i de la matriz А = [a; j] por 1/aj;; mientras 
que al hacer lo propio con el vector b se obtiene al vector ©; donde hemos supuesto que los elementos 
en la diagonal de la matriz A son todos no nulos. El siguiente algoritmo contiene este método, llamado 
método iterativo de Jacobi, para aproximar la ánica solución de un sistema lineal, calculando el menor 
nümero de iteraciones para que el error que se cometa sea inferior a una cantidad que se fija de antemano. 
(e 


Utilizaremos la norma matricial natural ||:|| ^ subordinada a la norma vectorial ||- ||.. 


Método de Jacobi con cota para el error 


Algoritmo 8.5 


Entrada: La matriz de coeficientes, А = [aij] € M,(R), del sistema AX = b, donde ai; 5 0 para todo i, 
el término independiente b= [bi -+ b,]!; la aproximación inicial хо y la cota para el margen de 
error máximo €. 


Salida: La primera iteración de punto fijo, Xy, que aproxima a la solución exacta, p, con 


[х — B| < € 


o el despliegue del texto “Posiblemente no hay convergencia” en el caso de que ||T || Ss]; 
Paso 1. Para cada i = 1,2,...,n, sean F; = (l/aj)| an ao > аһ |у 


T -—1,—B 


donde B es la matriz cuyas filas son 


A уса | Ь\/а\\ Ь›/аэә а Bif йн | 


Paso 2. Se calcula la norma matricial natural, subordinada а la norma vectorial ||-||_., de la matriz 


T = [t;j), 


n 
© — máx Y lt; 
IT D» 


Si ||T | P ag 1, se siguen los pasos 3 a 6; en caso contrario se despliega el mensaje “Posiblemente 
el sistema no tiene solución única”. 


Paso 3. Se calculan la primera iteración de punto fijo, 


Xy = ТХ +0, 


[ži — 011... 
Paso 4. Se calcula el menor entero k para el cual se cumple 


in - |Т|®)/ | ol). 
а (|71) 
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Paso 5. Para cada j = 1,2,...,К, se calcula X; =TX;_1 + c 
Paso 6. Se despliega la salida Ху. 


Programa en MATLAB para el método de Jacobi con cota para el error 


La figura 8-10 contiene el código en MATLAB de la función Met_iter_Jacobi_1 para implementar 
el algoritmo 8.5. Al inicio del código se encuentra la descripción e instrucciones de uso; también se 
han intercalado entre las instrucciones algunos comentarios extras para ayudar a la comprensión del 
programa. 


» Ejemplo 8.23 Utilizar la función Met_iter_jacobi_1 para aproximar, con el menor número de 
iteraciones posibles, la única solución del sitema lineal del ejemplo 8.22 con un error inferior al valor 
dado; tomando como punto inicial a Xo. 


1. 0001,%=[0 0 0 0 0]. 
2. 05x10*%,x%=[0 0 0 0 01 
3. 0.0001,35 —[ 25 —10 12 8 90]. 


function Met iter Jacobi 1(A,b,xO,epsilon) 

A***Met iter Jacob 1(A,b,xO,epsilon)*** 

AEsta función calcula la menor iteración x_k con el método 

^de Jacobi de la única solución p del sistema Ax=b 

/ con punto inicial x0; para un error ||x k-pll.inf«epsilon 

%si la norma matricial natural |IT| |^(inf)«1; 

Жеп caso de que ||T||^(inf)»-1, despliega un mensaje para señalar 
/que posiblemente no hay convergencia. 


n=size(A,1); 
for i=1:n 
В(1,:)=(1/А(1,1))жА(1,:); 
епа 
Т=еуе (п) -В;///таїгіх T 
c=b./diag(A);%f/pvector c 
N=norm(T,inf);%/%/la norma № (inf) de T. 
if N«1 
x(:,1)=T*x0+c;%//x1 
Wk tiene que ser mayor a 
beta-log( ((1-N)/norm(x(:,1)-xO,inf))*epsilon)/log(N); 
Ahhh calculando k 
if (round(beta)-beta»-0) 
k-round(beta); 
else 
k=round (beta)+1; 
end 
%//hhIteraciones 
for j=2:k 
х(:,ј)=Тжх(:,ј-1)+с; 
епа 
%/h//Imprimiendo x_k 
fprintf (°\п\п x 42.0f =InWn”,k); 
fprintf(' 714.10f n", x(3,k))5 
fprintf('Nn?) 
else 
%hh/Mensaje si N>=1 
fprintf (°\n Posiblemente no hay convergencia: |1Т1 17 (іп#) =/3.0#>=1\п\п’,№ 
end 


JA Figura 8-10 ° Función Met.iter.Jacobi.1. 
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Solución EDU» M=[10 -1 0 1 0;5 40 0 0 4;0 0 20-40; 0-2 0 -30 2;4 0 20-12]; 


EDU» b=[14;-43;28;-92;321; x0=[0 0 0 0 01%; 
EDU> 


1. EDU» Met iter jacob1(M,b,x0,.001) 


s 3 = 
1.0000000001 
-1.0000000000 
1.9999999999 
2.9999999999 
-1.9999999999 
EDU» 


2. EDU» Met iter jacob1l(M,b,x0,.5*.0001) 


x 17 € 
1.0000000000 
-1.0000000000 
2.0000000000 
3.0000000000 
-2.0000000000 
EDU» 


3. EDU» Met iter jacob1(M,b,[25 -10 12 8 90]',0.0001) 


x 21 = 
1.0000000000 
-1.0000000000 
2.0000000000 
3.0000000000 
-2.0000000000 


> Ejemplo 8.24 Utilizar la función Met iter jacobil para aproximar, con el menor número de 
iteraciones posibles, la única solución del sistema lineal 


Xj — n + 2x4 = 4 
a — 2x9 + x = 4 
Зу — 3x» + 5x, = 11 


con un error inferior a 0.0001; tomando сото punto inicial a Xy = Оьз. 


Solución EDU» E-[1 -1 2;1 -2 1;3 -3 5]; 
EDU» Met iter jacob1(E,[4 4 11]',[0 0 0]',.0001) 


Posiblemente no hay convergencia: ||T||(inf)- 3>=1 


EDU» Y 


La razón de que en el algoritmo 8.5 y en su implementación en MATLAB se despliegue el mensaje 
“Posiblemente no hay convergencia” cuando ||T || (+) > 1, es debido a que cuando esto sucede la sucesión 
de punto fijo puede o no ser convergente. De no ser convergente, aun así es posible que el sistema lineal 
tenga solución ünica. Los siguientes dos ejemplos ilustran esta situación. 


» Ejemplo 8.25 Consideremos el sistema 


2x = 2 
—4Ax + y 


I 
| 
= 
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Entonces, al despejar x, y de sendas ecuaciones, obtenemos 


y = А4х—1 


т=|4 ое 


la única solución, р = (1,3), del sistema lineal es el único punto fijo de la transformación lineal g(x) = 
Тх-+ с. Por otro lado, 


Luego, si 


y, Si Xo = (Xo. yo). 


etcétera, 


Es decir, 


lím X, = (1,3) = p. 


Коо 


A pesar de que Te = 4 > 1, la sucesión de punto fijo converge a la única solución del sistema 
lineal. « 


» Ejemplo 8.26 Ahora consideremos el sistema lineal 


2x — 2y 
—4х + y 


ПЕ 
eue 
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Que tiene solución única p — (0,0). Entonces, dado que 


x cy 
y = 4х 


la transformación afín correspondiente resulta g(X) = TX, donde 
0 1 
Жү 31. 
Nuevamente 
Iri? 24 1. 


Sea xy = (a,b) cualquier valor inicial del espacio IR?; entonces las primeras iteraciones de la sucesión 
de punto fijo están dadas por 


zs = qr 1 a 
“=A б} 
[b 

fa |? 

" 0 1 b 
“ea (|| aa 
u 4a 

==! йр: P 

Е 0 1 4a 
3 X 0 4b 


De donde se desprende, por inducción, que 


z 4*b 
X2k+1 = | 41g | D Ez Л. 
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k 
ў = | 1 [елд 


Luego, si (a,b) 4 (0,0), 


lím ХЕ 
Коо 


no existe. «4 


Sin embargo, conservando todavía la suposición? iTo > 1, si la sucesión de punto fijo (8.28) 
converge a un vector p € R”, entonces éste es un punto fijo de la transformación afín g(X) = TX 4- c y, 
por tanto, solución del sistema lineal AX — b. Efectivamente, por continuidad de la transformación afín 
g, se tiene 


р = lím xy 
Кә 


= lím g(Xi 1) 
[же 
= &(p). 


Pero, ya que la norma natural matricial de la matriz T es mayor a uno, p no necesariamente es solución 
única. 

Tenemos entonces un problema al aplicar el algoritmo 8.5 cuando TS > 1. Para soslayar esta 
dificultad, observemos que la sucesión (х) converge si y sólo si 


lím |[x — Х—1||„ = 0. 
ke 


(¡pruébelo!). Entonces, el valor || xy — x;-1||.., en caso de convergencia, es cada vez más pequeño en la 
medida que k aumenta. Esto se observa cuando se aplica un ciclo iterativo convergente de punto fijo, 
notando que las cifras significativas entre iteraciones sucesivas comienzan a ser cada vez más cercanas 
(cfr. tabla 8.1). El algoritmo 8.6 es una versión del método de Jacobi para resolver en forma iterativa 
sistemas lineales, aun si la norma matricial natural es mayor o igual a la unidad. Aunque su carácter es 
empírico, lo expuesto previamente bien justifica su uso. Las modificaciones que se tienen que hacer al 
algortimo 8.6 son muy pocas y lo esencial consiste en un criterio de tolerancia, entre las diferencias de 
iteraciones sucesivas, para detener el proceso. Básicamente se calculan las iteraciones hasta que el valor 
[Xxx — Хк—1|| < 9 aparece por primera vez, donde ó es el margen de tolerancia, que se fija previamente, 
para el cual se considera que la diferencia entre iteraciones sucesivas ya es suficientemente pequeña y, 
por tanto, la aproximación X, es una buena estimación para resolver el problema. Si no se satisface la 
tolerancia para un determinado nümero (suficientemente grande) de iteraciones, entonces es plausible 
que no haya convergencia y el proceso debe detenerse; pues en caso de divergencia, como vimos antes, 
no se puede asegurar nada respecto a la existencia y unicidad de soluciones. 


Para fijar ideas, se ha estado trabajando respecto a la norma matricial natural ||-|| p pero es evidente que las conclusiones son 
válidas para cualquier norma matricial natural subordinada a una norma vectorial. 
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Método de Jacobi con margen de tolerancia entre las diferencias de iteraciones sucesivas 


Algoritmo 8.6 
Entrada: La matriz de coeficientes, A = [a;j] € M,(R), del sistema AX = b, donde aj; +Æ 0 para todo 
i; el término independiente b= [bi <+- bu]'; la aproximación inicial хо = Q9, X... a; la 


tolerancia ó para iteraciones sucesivas y el máximo número de iteraciones N. 


a : : P m k) (к k р "T 
Salida: La primera iteración de punto fijo, xy = e M ) bs E ) ), que satisface el criterio 


[ЕЛ — Xi <ó. 


o el despliegue del texto “Máximo número de iteraciones excedido”. 
Paso 1. Seak= 1. 
Paso 2. Mientras que К < М siga los pasos 3 a 5. 
Paso 3. Sean 


j=1 ii aii 
j£i 
y 
" k) (Kk k 
== (X Es х )) 


Paso 4. Si ||Xx — Xx 1]|| >= 0, sea К = k+ 1 y se repiten los pasos 2 a 5. 
Paso 5. Si || — X 1|| < ô, se despliega la salida Ху. 
Paso 6. Sik = № y || — Xy .1|| >= ô, desplegar el mensaje “Máximo número de iteraciones excedido”. 


O Nota 8.5 Elcriterio de tolerancia en el algoritmo 8.6 para las diferencias entre iteraciones sucesivas, 
[Xi — Xil < @, 
que aplica el error absoluto, se puede sustituir por el criterio 


[Xi = ын <ô, 
|х| 


que aplica el error relativo, como sea conveniente. 


» Ejemplo 8.27 Resolver el ejemplo 8.22 (cfr. pág. 862), utilizando el algoritmo 8.6, para una toleran- 
cia б = 0.001.«4 


Solución Рага resolver este problema utilizaremos los valores de las iteraciones X; contenidos еп la 
tabla 8.1. Tenemos entonces 


1.4000000000 
—1.0750000000 

lzi -zoll = 1.4000000000 
3.0666666667 

—2.6666666667 


— 3.0666666667 
> 0.001; 


|0 =i llo = 


0.9858333333 
—0.9833333333 
2.0133333333 
2.9605555556 
—1.9666666667 


—0.4141666667 
0.0916666667 
0.6133333333 

—0.1061111111 
0.7000000000 


— 0.7000000000 
0.001 : 


|53 — xo |.. 


1.0056111111 
—1.0015625000 
1.9921111111 
3.0011111111 
—2.0025000000 


0.019777 TTT8 
—0.018229 1667 
—0.0212222222 

0.040555 5555 
=0.035833 3333 


2:10:0405555555 
> 0.001; 


|| — Xs |l. 


0.9997326389 
—1.0004513889 
2.0002222222 
2.9999375000 
—1.9994444444 


—0.0058784 722 
0.0011111111 
0.0081111111 

—0.0011736111 
0.0030555556 


— 0.0081111111 
= 04015 


[[%5 — Xa ||. 


| 


0.9999611111 
—1.0000221354 
1.9999875000 
3.0000671296 
—2.0000520833 


0.0002284722 
0.00042925 35 
—0.0002347222 
0.000 1296296 
—0.000 60763 89 


= 0.00060763 89 
< 0.001 . 


| 


— | 


оо 


оо 
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1.4000000000 
—1.0750000000 
1.4000000000 
3.0666666667 
—2.6666666667 


0.9858333333 
—0.9833333333 
2.0133333333 
2.9605555556 
—1.9666666667 


1.0056111111 
—1.0015625000 
1.9921111111 
3.0011111111 
—2.0025000000 


0.9997326389 
—1.0004513889 
2.0002222222 
2.9999375000 
—1.9994444444 


оо 


оо 


оо 
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Por lo que la primera iteración que satisface el margen de tolerancia ||, — х, || < 0.001 es 


0.9999611111 | 

—1.0000221354 

ds = 1.9999875000 |. wv 
3.0000671296 
—2.0000520833 


Programa en MATLAB para el método de Jacobi con margen de tolerancia 
entre iteraciones sucesivas 


La figura 8-11 contiene la función Met iter Jacobi.2 que implementa en MATLAB el algoritmo 
8.6. Al inicio del mismo se encuentran las indicaciones para ejecutarlo. Se recomienda al lector que siga 
primero, con algün caso concreto, las instrucciones paso a paso para que por sí mismo pueda entender 
el funcionamiento de este programa. 


function Met iter Jacobi 2(A,b,x0,delta,N) 
/Met_iter_Jabobi_2(A4,b,x0,delta,N) 
calcula la primera iteración x-k, 
/ para aproximar la solución del sistema 
^Ax-b, con iteraciones de punto fijo 
/por el método de Jacobi, 
^para la cual ||x k-x k-1||« delta 
/ con punto inicial х0 y un máximo 
4de iteraciones N. Si la tolerancia 
^no se cumple a las N iteraciones 
^ѕе despliega un mensaje. 
clear x; 
n-size(A,1); 
k=1; 
while k<=N 
х(1,к) =- (1/А(1,1))жА(1,2:п) жх0(2: п) +6(1) /А(1,1); 
for i=2:n 
x(i,k)--(1/A(i,i))*(A(i,1:i-1)*xO(1:i-1)*A(i,i-1:n)*xO(i*1:n))*b(i)/A(i,i); 
end 
if norm(x(:,k)-x0,inf)>=delta 
x0=x(:,k); 
k=k+1; 
else 
u-x(:,k); 
break 
end 
end 
if k»N 


fprintf (?\n\n Número máximo de iteraciones excedido: №=/1 .О#\п\п’,№) else 
fprintf ("Ann x. 41.0f =WnWn”,k); 
fprintf  414.10fNn? , u); 

fprint£("An”) 

end 


JA Figura 8-11 ° Función Met. iter.Jacobi.2. 


» Ejemplo 8.28 Resolver el ejemplo 8.27 con la función Met. iter Jacobi.2 en MATLAB.4 


Solución EDU» F=[10 -1 0 1 0;5 400 0 4; 
0 0 20 -4 0;0 -2 0 -30 2; 
4-0 2 0 =121; 
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EDUS$-bs[14;-43;28;:-92;32];x0s[0 0 O0 0 017; 
EDU» Met.iter.Jacobi.2(F,b,x0,.001,20) 
x5 = 
0.9999611111 
-1.0000221354 
1.9999875000 
3.0000671296 
-2.0000520833 
EDU» и 


» Ejemplo 8.29 Resolver el ejemplo anterior para una tolerancia ô = 0.000001 con la función 
Met iter Jacobi 2enMATLAB.«4 


Solución EDU» Met_iter_Jacobi.2(F,b,x0,.000001,100) 


o 
T 


1.0000000147 
-1.0000000873 
1.9999999552 
3.0000000275 
-1..9999999127 


EDU» wv 


» Ejemplo 8.30 Aplicar la función Met iter Jacobi 2 al sistema lineal 


Xx + 2x» = —1 
F 2% E X3 = —1 
т 4X» ur 3x5 = —1 


con una tolerancia ô = 0.00001.«< 


Solución Antes, observemos que en el sistema afín correspondiente, g(x) = ТХ-Е С, al aplicar el méto- 
do de Jacobi, 


0 -2 0 
T-|60 0 -1/2 |; 
0 4/3 0 
entonces 
171° 22 1. 


EDU» A=[1 2 0;0 2 1;0 4 3];b=[-1 -1 -1]'; 
EDU» x0-[0 0 0]'; 
EDU» Met.iter.Jacobi.2(A,b,x0,.00001,20) 
EDU» Número máximo de iteraciones excedido: N=20 
EDU» 
EDU» Met.iter.Jacobi.2(A,b,x0,.00001,100) 
3x 55 = 
0.9999647981 


5049999911995 
0.9999765321 


EDU» v 


La solución exacta del ejemplo anterior es p = (1, —1, 1), lo cual puede constatar fácilmente el lector. 
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Matrices diagonalmente dominantes y convergencia de las iteraciones del método de Jacobi 


Hasta aquí hemos visto solamente un criterio para identificar la convergencia de las iteraciones de punto 
fijo del método de Jacobi; comprobando directamente que ||7 || Peg para la matriz T de la transforma- 
ción afín g(X) = TX-- que corresponde al sistema lineal AX = b. Existe una clase de matrices, llamadas 
diagonalmente dominantes, para las cuales la iteración de Jacobi converge independientemente del valor 
inicial хо. De hecho, como veremos más adelante, ese tipo de matrices son invertibles y, por tanto, el 
sistema lineal AX = Б tiene solución única para todo b; más aún, el método de Gauss (algoritmo 8.1) se 
puede aplicar, para resolver el sistema, sin hacer cambios de renglones y existe estabilidad respecto al 
crecimiento en errores de redondeo. 


Definición 8.4 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se dice que A = [a;;] es diagonalmente domi- 
nante, si 


n 
[aa e] 
Jal 


¡Ai 
РОТА аа Е Л 


Es decir, una matriz es diagonalmente dominante si el valor absoluto de cada elemento de la diagonal 
es mayor que la suma de los valores absolutos de las demás componentes de su renglón. 
» Ejemplo 8.31 Dado que para la matriz 
4 -1 2 
A= 1 3: 
—2 L5 


se cumple |4| > | — 1| 4- |2 


3| > [1| 4 |1] y |5]| > | 2 2| - |1], la matriz A es diagonalmente dominante. « 


> 


Vimos, en la discusión ulterior al ejemplo 8.22, que si A es una matriz cuadrada de orden n cuyos 
elementos en la diagonal son no nulos, entonces las iteraciones de punto fijo del método de Jacobi se 
aplican a la transformación afín g(X) = TX-- c, donde T = I, — B y B es la matriz que se obtiene al 
multiplicar cada fila į de la matriz A por el escalar 1/a;;; esto es, 


0 di2 413 A1(n—1) аш 
ay ay ац ац 
51 0 53 »(n—1) аһ 
an an ay an 
__ ^h- — (n-12 0 20 U(n-i)n 
G(n—1)(n-1) 0-1) 3 G(n—1)(n—1) 
_ n _ ар un ...  _ n) 0 
Ann Ann Ann 


Por tanto, si suponemos que А es una matriz diagonalmente dominante, entonces 


т п к 1 n 
17| ) = máx la;;| = máx y la;;| 
Пу ¿21 Jai] 1<i<n aji] Ey 
j+i ji 


Sb 


SECCIÓN 8.3 | Métodos iterativos 877 


Del teorema 8.3 se concluye que la iteración de punto fijo de Jacobi converge a la única solución del 
sistema AX — b para cualquier punto inicial xo. Hemos probado así el siguiente teorema. 


Teorema 8.4 Si A es una matriz cuadrada de orden n que es diagonalmente dominante, entonces 
la sucesión de punto fijo que resulta del método de Jacobi converge a la única solución del sistema 
lineal AX — b para cualquier vector inicial X. 


8.3.3 Planteamiento general para un método iterativo 


En el apartado anterior vimos que dado un sistema lineal de ecuaciones AX b, A = [aij]. b [b;]'. es 
posible encontrar una matriz T y un vector c de tal manera que los puntos fijos de la transformación 
afín g(X) = TX + С coinciden con las soluciones del sistema y, entonces, a partir de las iteraciones de 
punto fijo, aproximar la solución. Para el método de Jacobi, la matriz T está dada por (8.32). Pero si 
D = diag(a]1,422,..., Ann); es decir, D es la matriz diagonal cuadrada cuya diagonal son los elementos 
аң de A (cfr. definición 1.4, pág 8), entonces D^! = diag(1/a¡1,1/a22,...,1/apn) —suponiendo que 
todos los aj; son distintos de cero— y, por tanto, 


En general, podemos elegir, de manera análoga, cualquier matriz Q de orden n que sea invertible y 


hacer 
To = h — Q'A 
ино (8.33) 
С ec] 
para obtener la transformación afín 
go(X) = ToX 4- c (8.34) 


cuyo conjunto de puntos fijos coincide con las soluciones del sistema lineal AX — Б. En efecto: 


e p-(0 4)p=p-0"!b 
e (1,0 'A)Jp+0"b=5 
€ Тор+с= р 


Así, podemos aplicar la teoría del punto fijo a la transformación afín (8.34) para iterar la sucesión 


- Xo, sik=0 
(8.35) 


Ap = 
TL go) sik-12,.. 
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para cualquier matriz O que sea invertible con el fin de aproximar la solución del sistema lineal. Diremos 
entonces que la relación de recurrencia (8.35) es un método iterativo para aproximar la solución del 
sistema AX = Р por medio de la transformación afín go. La convergencia quedará asegurada si || To|| < 1; 
esto es, si 


|n —-9 4| «1 (8.36) 


para alguna norma matricial natural. 

Sin embargo, debido a la dificultad que entraña el cálculo de la inversa de una matriz, la condición 
(8.36) es poco viable de aplicar en la práctica; de hecho, por la misma razón, el método iterativo Ху = 
ToXi.1 + € utilizando directamente la matriz To es poco probable de implementar y, en lugar de ello, se 
buscan relaciones de recurrencia a partir del propio sistema lineal como hicimos en el método de Jacobi 
del algorimo 8.6. A pesar de ello, la condición suficiente de convergencia (8.36) se puede deducir a partir 
de condiciones más simples que tienen que ver con la matriz de coeficientes A, la cual tenemos a la mano 
para analizar sin tener que calcular la matriz To para un método específico. Para poder establecer esas 
condiciones, requerimos de los siguientes conceptos. 


Definición 8.5 (Radio espectral) Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se llama radio espectral 
de la matriz A al número denotado y definido por 


p(A) = máx {|A| : A es valor propio de A}. 


Es decir, el radio espectral es la máxima magnitud de los valores propios de una matriz. El radio 
tiene dos propiedades fundamentales que hacemos patentes a continuación. 


Proposición 8.4 Sean A una matriz cuadrada de orden n y ||:|| cualquier norma matricial natural. 
Entonces 


p(A) < |41 (8.37) 


DEMOSTRACIÓN BI Sea ||-| una norma matricial natural en M,(R) que proviene de una norma vectorial ||-||. Sea А 
cualquier valor propio de A y dí un vector propio correspondiente con ||u|| = 1; entonces, por 8.20 de la 
proposición 8.2 (pág. 857) 
A] = ALT 
= [Ml 
= АШ | 
< [ANI 
= |А 


> 


у, en consecuencia, se tiene (8.37). BI 


Recordemos!” que si 5 es un conjunto no vacío de números reales, un número real т es una cota 
inferior del conjunto S si m < s para todo s € S. Si S tiene una cota inferior se dice que el conjunto S 


10Cfr. la discusión que precede al teorema 6.11 del apartado 6.8.2. 
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está acotado inferiormente. Un principio fundamental de las matemáticas establece que todo conjunto 
no vacío de números reales S que está acotado inferiormente posee una máxima cota inferior; es decir, 
existe un número real o, cota inferior de S, tal que m < о para toda cota inferior m de S. Se acostumbra 
entonces utilizar la notación 


а = ínfS 
о 
о = їпЁѕ 
ses 


y llamar a a el ínfimo de S. Es obvio que o no necesariamente pertenece a 5; si œ € S, о se Пата 
entonces el mínimo de 5. Ambos, el ínfimo y el mínimo, son únicos (¡demuéstrelo!). 

Se puede probar que si Y es el conjunto de todas las normas matriciales naturales en el espacio 
DM, (IR), entonces! 


A)= шї |А 8.38 
p(A) = int. AI (8.38) 


Terminamos este breve, pero esencial apartado, con un teorema que plantea una condición para la 
convergencia del método iterativo (8.35) aplicando el concepto de radio espectral. 


Teorema 8.5 Sean A y О un par de matrices cuadradas de orden n, I, € 96, (R) la matriz identidad 
yb € К". Si la matriz cuadrada О es invertible, То = (I, — ОА), c = Q^ lb y 


p(To) = p(n- Q'A) « 1 


entonces el método iterativo 


i | Xo, sik=0 
Xk — 3 ES = > 
бй лл. eS e 


converge a la única solución del sistema lineal АХ = b para cualquier vector inicial xo. 


DEMOSTRACIÓN BI Puesto que p(To) < 1, entonces, por 8.38, existe una norma matricial natural ||:|| tal que 
p(To) < ||Tol| < 1 
(pues en caso contrario 1 sería una cota inferior mayor que el radio espectral). Ya que ||То|| < 1, por el 


teorema del punto fijo para transformaciones afines (teorema 8.3, pág. 861), el método iterativo converge 
a la única solución del sistema lineal. Bi 


1 En realidad, la notación debería ser p(A) = ínf{||A|| : ||-|| es una norma matricial natural]; pero la notación que hemos utilizado 
es compacta y fácil de comprender. 


880 caPírULO8 | Álgebra lineal numérica 


8.3.4 Método iterativo de Richardson 


Un caso particularmente sencillo de la construcción (8.33) es elegir O = 1,, con lo que 


Tah A gb 
y se obtiene la transformación afín correspondiente 
&(3) = (I, — A)t4- B. 
Entonces, la sucesión de punto fijo para la función g se reduce a 


= 


Xk = 8(Xr-1) 


eJ +b 
o 
Ke = Xk—1 — ÅXk—1 +b 
De esta manera, si X, = (x9, (9. 333 x8), con Xy = Q9 (0), MT E la aproximación inicial, 
xP = +5 Y ag (8.39) 


j=1 


es la sucesión de iteraciones para aproximar la solución del sistema lineal. La relación de recurren- 
cia (8.39) es el llamado método iterativo de Richardson. La motivación algebraica del método de 
Richardson es muy sencilla; pues ya que 


Ax=b 
equivale a 
I+AXR=b+X 
entonces, 
x = Х—АХ+Ь 
Ésta es la razón de la elección Q= f 
» Ejemplo 8.32 Para el sistema lineal 
Xi — ix + %5 = 27 
+ X2 + ix E Ex = —20 
lx _ 1% + оз = 57 (8.40) 
+ ix + X4 = 12 
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tenemos que 1 0 0 i H 27 
0 1 о 1 2 —20 
А=|1 —1 1 0 0| y Р=| 57 
0 2 010 12 
i 04 01 0 
Entonces, Т = 1,-А 
0. 0 0-1 -i 
0.0 0-i-i 
-|-1 1 о о 0 
0-3 0 0 0 
=l 0 E 0 0 


Si xy — (0,0,0,0,0), las primeras tres iteraciones del método de Richardson producen: 


Xp = TX) -- b 


27 
-20 
= | 57 |, 
12 
0 
X = TX +% 
0 0 0 -i -i 27 27 
0 0 0-i-i -20 -20 
=|- i 0 0 0 57 |+| 57 
0-3 0 0 0 12 12 
-4 0-3 0 0 0 0 
24.0 
—24.0 
= | 48.625 | y 
22.0 
—28.0 
hA=TX%+b 
0 0 0 -i -i 24.0 | 
0 0 0 -i- —24.0 —20 
=|- i 0 0 0 | | 48.625 |+| 57 
0-3 0 0 0 22.0 12 
-} 0-i 0 0 —28.0 0 
25. 
—22.66666667 
= 48.0 |. 
24.0 


—24. 20833 333 
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Las iteraciones de punto fijo para el método convergen si ||Т|| = ||], — A|| < 1 para alguna norma 


matricial natural; y (8.29) del corolario 8.2 es una cota para el error con la k-ésima iteración. 
> Ejemplo 8.33 Encontrar el menor número de iteraciones, k, que produce el método iterativo de Ri- 
chardson para garantizar un error máximo inferior a 0.01 al aproximar la solución del sistema (8.40) del 


ejemplo anterior. Trabajar el problema respecto a la norma matricial natural ||- || NE" 


Solución Еп el ejemplo 8.32 encontramos 


0 0 0 -i -i 
0.0 0 -i-i 
1 
T=b-A=|-3 i 0 0 0 
0-3 0 0 0 
-i 0-i 0 0 
Entonces, ya que 
\т|® = máx Doi 1,1 11 1 1,1 
Е а 8308 423 3 
2 
zl 
3 


la sucesión de punto fijo del método de Richardson converge a la solución exacta, p, del sistema (8.40), 
para cualquier valor inicial Xy; además, por (8.29) del corolario 8.2, 


(iy 


x Ic alla 
1- rj? 


[X — Bll < 


Tomemos Xo = (0,0,0,0,0) como punto inicial, entonces Х| = b- (27, —20,57,12,0); por tanto, 


I - gl. < 34 p soll. 
73 
= Аат 
ї2== 
3 


Puesto que se necesita |х, — p||., < 0.01 para el menor entero k, entonces basta tomar el primer entero 
k que satisface 


In(3 x 57 x 10?) 


К> (30) 


~ 24.03864981. 


Así, se requieren de k = 25 iteraciones. La tabla 8.3, contiene las 25 primeras iteraciones realizadas en 
una computadora. El valor 


satisface ||xy — p||., < 0.01. 


x_0 


бобо Oo 


x 5 


24.20833333 24. 
-23.12222222 —28. 
48.00542535 48. 
23.98263889 23. 
-24.07812500 -24. 


x 10 


24.00136772 24. 
-23.99817638 -23. 
48.00191912 48. 
23.99385881 23. 
-24.00340026 -24. 


x 15 


24.00009072 24. 
-23.99987903 -23. 
48.00001938 48. 
23.99999797 23. 
-24.00006020 -24. 


x 20 


24.00000133 24. 
-23.99999822 -23. 
48.00000090 48. 
23.99999713 23. 
-24.00000182 -24. 


x 25 
24.00000005 
-23.99999994 
48.00000002 
23.99999995 
-24.00000004 


JA Tabla 8-3 ° 


.00000000 27. 
.00000000 -20. 
.00000000 57. 
.00000000 12. 
.00000000 0. 


xi 
00000000 
00000000 
00000000 
00000000 
00000000 


z6 
01410590 
98119213 
04340278 
86111111 
07125289 


x.11 
00196033 
99738623 
00028494 
99908819 
00109561 


x 16 
00002303 
99996929 
00001890 
99993952 
00003670 


x21 
00000095 
99999874 
00000028 
99999911 
00000074 


== 


v 


24. 
24. 
48. 
22. 
29. 


24. 
23. 
48. 
23. 
24. 


24. 
23. 
48. 
23. 
24. 


24. 
23. 
48. 
23. 
24. 


24. 
23. 
48. 
23. 
24. 


x2 
00000000 
00000000 
62500000 
00000000 
00000000 


P ЖА 
04362883 
94182822 
00293873 
99059606 
01916956 


x-12 
00036490 
99951346 
00040840 
99869311 
00074842 


> 
00001971 
99997372 
00000480 
99998465 
00001398 


2-22 
00000032 
99999958 
00000020 
99999937 
00000041 
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24.00000005 
—23.99999994 
48.00000002 
23.99999995 
—24.00000004 


х3 


. 00000000 
. 66666667 
. 00000000 
. 00000000 
. 20833333 


x_8 


.00474718 
.99367043 
.00908934 
.97091411 
.01552252 


x 19 


.00042027 
.99943963 
.00007602 
.99975673 
.00025777 


X-18 


. 00000559 
.99999255 
.00000411 
.99998686 
.00000817 


08 


.00000021 
¿99999972 
.00000007 
¡99999919 
.00000017 


24. 
29. 
48. 
23. 
-24. 


24. 
23. 
48. 
23. 
-24. 


24. 
-28. 
48. 
23. 
-24. 


24. 
723. 
48. 
pA 
-24. 


24. 
223. 
48. 
23. 
-24. 


x 4 
02604167 
96527778 
20833333 
33333333 
33333333 


х9 
00921179 
98771762 
00098900 
99683521 
00461217 


x_14 
00009304 
99987595 
00008756 
99971982 
00016543 


x_19 
00000431 
99999426 
00000116 
99999628 
00000323 


x_24 
00000007 
99999990 
00000004 
99999986 
00000009 


Resumimos el procedimiento precedente en el algoritmo 8.7. 


Método iterativo de Richardson con cota para el error 


Algoritmo 8.7 


Entrada: La matriz de coeficientes, A = [a;¡] € M,(R), del sistema AX = b; el término independiente 


b= b, -- 


b,]'; la aproximación inicial Xo y la cota para el margen de error máximo e. 
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Salida: La primera iteración de punto fijo X, que aproxima a la solución exacta p, con 
|х — pl] < e. 
o el despliegue del texto “Posiblemente no hay convergencia” en el caso de que ||T || PS E 
Paso 1. Se calcula la matriz 
Т =1,-А 


Paso 2. Se calcula la norma matricial natural, subordinada a la norma vectorial ||-||_., de la matriz 


T = [i]. 


n 


T (=) = A Feel; 
17 || p (rl 


Si ||T | E) 1, se siguen los pasos 3 a 6; en caso contrario se despliega el mensaje “Posiblemente 
no hay convergencia”. 


Paso 3. Se calculan la primera iteración de punto fijo, 


ху = ТХ +0, 


I| = Foll- 
Paso 4. Se calcula el menor entero К para el cual se cumple 


, Inca —1711)/ pp о.) 


In (IIT ||) 
Paso 5. Para cada j = 1,2,...,k, se calcula 
X = ТЯ + 
Paso 6. Se despliega la salida 
Ж 


Programa en MATLAB para el método de Richardson con cota para el error 


La figura 8-12 contiene el código en MATLAB de la función Met_iter_Richardson.1 para imple- 
mentar el algoritmo 8.7. Al inicio del código se encuentra la descripción e instrucciones de uso. 


» Ejemplo 8.34 Resolver el ejemplo 8.33 aplicando la función Met iter Richardson 1.4 
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Solucion EDU» А=[1 0 O 1/4 1/8;0 1 O 1/3 1/6;1/8 -1/4 1 0 0; 
б 1/2 9 1.021/3 9 1/3 9 £l: 
EDU» b=127 =20 57 32 O]^zx0s[O 0 0 0 0]'; 
DU» Met iter Richardson 1(A,b,x0,.01,40) 
x 25 = 

24.0000000462 

-23.9999999384 

48.0000000154 

23.9999999507 

-24.0000000391 
EDU» v 


E 


function Met_iter_Richardson_1(A,b,x0,epsilon) 
J***Met iter Richardson. 1(A,b,xO0,epsilon)*** 
Esta función calcula la menor iteración x k con el método 
^de Richardson para aproximar la ünica solución p del sistema Ax-b 
/con punto inicial x0; para un error ||x k-pll.inf«epsilon 
4si la norma matricial natural ||T]||"(inf)<1; 
^en caso de que ||T||”(inf)>=1, despliega un mensaje para señalar 
que posiblemente no hay convergencia. 
clear x; 
n-size(A,1); 
T=eye(n)-A;%///matriz Т de la transformación afín. 
N=norm(T,inf);%%/la norma N^(infinto) de T. 
if N«1 

x(:,1)=T*x0+b;%//x1 

Ahhhhhhk tiene que ser mayor а: 

beta-log( ((1-N)/norm(x(:,1)-x0,inf))*epsilon)/log(N) ; 

Yhhh/hCalculando k 

if (round(beta)-beta>=0) 

k=round (beta); 

else 

k=round (beta)+1; 

end 

%/hhhIteraciones 

for j=2:k 

х(:,])=Т®х(: ‚]-1)+Ь; 

епа 
%%%1шргез1бп de х К 
fprintf C \n\a x_/2.0f =\п\ш” ,k) ; 
fprintf(^ 414.10fWin', «у 
fprintf in?) 
else 
%/h//h/Mensaje si N>=1 
fprintf(?Nn Posiblemente no hay convergencia: |I|T||^(inf)-2/43.0f»-1MnWn? ,N) 
end 


Figura 8-12 ° Función Met. iter. Richardson.1. 


Obviamente, como en el caso del método de Jacobi, si ||T || = |1, — A|| > 1, entonces es posible que 
las iteraciones del método de Richardson converjan o no. El siguiente procedimiento es la versión del 
algoritmo 8.6 para el método de Richardson. 
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Método de Richardson con margen de tolerancia para las diferencias de iteraciones sucesivas 


Algoritmo 8.8 


Entrada: La matriz de coeficientes, A = [aij] € W, (R), del sistema AX = b; el término independiente 


b= [bi +++ b,)!; la aproximación inicial xy = Q0 0, А A: la tolerancia ó para la diferencia 


de iteraciones sucesivas y el máximo número de iteraciones N. 


Salida: La primera iteración de punto fijo, Xy = х0 х, us (k) , que satisface el criterio 
P р J 2 q 


[xx — Хк—1|| «ó 


o el despliegue del texto “Máximo número de iteraciones excedido”. 


Paso 1. Sea k= 1. 
Paso 2. Mientras que К < М siga los pasos 3 a 5. 


Paso 3. Sean 


E k) (k 
у= (X X JU x) 


Paso 4. Si |0 — Xk- || >= 0, sea К = k+ 1 y se repiten los pasos 2 a 5. 
Paso 5. Si || — X 1|| < 0, se despliega la salida Ху. 


Paso 6. Sik = № y ||Xk — Хк—1|| >= ô, desplegar el mensaje “Máximo número de iteraciones excedido”. 


Programa en MATLAB para el algoritmo 8.8 


La figura 8-13 contiene la función Met.iter Richardson.2 para implementar el algoritmo 8.8 
en el ambiente MATLAB. Las instrucciones están contenidas al inicio del código, que básicamente es el 
programa Met iter Jacobi.2 (cfr. figura 8-11, pág. 874) con las adecuaciones pertinentes al método 
de Richardson. 


» Ejemplo 8.35 Resolver el ejemplo 8.33 aplicando la función Met iter Richardson 2 para 
una tolerancia б = 0.001.«4 


Solución | EDU» A-[1 0 O 1/4 1/8;01 O 1/3 1/6;1/8 -1/4 10 0; 
g 2/2 © 1 0.173 0 1/73 © 115 
EDU» b=[27 -20 57 12 0]'; x0=[0 0 0 0 0]; 
EDU» Met. iter Richardson. 2(A,b,x0,.001,20) 
x 14 - 

24.0000930386 

-23.9998759486 

48.0000875572 

23.9997198168 

-24.0001654322 
EDU» wv 
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function Met iter Richardson 2(A,b,x0,delta,N) 
J4***Met iter Richardson, 2(A,b,xO0,delta,N)**x 
"/calcula la primera iteración x-k," 

Apara aproximar la solución del sistema 
ДАх=Ъ, con iteraciones de punto fijo 

/ por el método de Richardson, 

para la cual ||x k-x k-1|l|« delta 

/con punto inicial х0 y un máximo 

^de iteraciones N. Si la tolerancia 

4no se cumple a las N iteraciones 

se despliega un mensaje. 

clear x; 
n-size(A,1); 
k=1; 
while k«-N 

for i=1:n 

х(1,к) =х0(1)+0(1)-А(і,:)жх0; 
епа if norm(x(:,k)-xO,inf)»-delta 


x0=x(:,k); 
k=k+1; 
else 
u-x(:,k); 
break 


end end if k>N 


fprintf (’\n\nNúmero máximo de iteraciones excedido: N-/41.0fNnNn',N) 
else 

fprintf C WNn. x 41.0f =\n\n’,k); 

fprint£(?  414.10fNn? , 0); 

fprintf( Vn?) 

end 


JA Figura 8-13 ° 


Existen ciertos sistemas para los cuales el método de Richardson produce iteraciones convergentes 
a la única solución del sistema AX — b; para ello el siguiente teorema contiene condiciones suficientes, 
relativas a la matriz de coeficientes A. La demostración es sencilla y se deja de ejercicio al lector. 


Teorema 8.6 Sea A = [а;;| una matriz cuadrada de orden n tal que: 
Jl cis e Upa todo u = 20. оъой 


2. A es diagonalmente dominante. 


Entonces las iteraciones del método de Richardson convergen a la única solución del sistema lineal 
AX = b para cualquier condición inicial Xp. 


8.3.5 Método iterativo de Gauss-Seidel 


En este apartado veremos el último método iterativo que trataremos en este libro para aproximar solu- 
ciones de sistemas lineales, el método de Gauss-Seidel. Introduciremos las ideas principales a través del 
siguiente ejemplo. 


888 CAPÍTULOS | Álgebra lineal numérica 


> Ejemplo 8.36 Consideremos el sistema 


8x, — Xx + X3 = —6 
3x1 + 9» — 6x4 = —9 
(8.41) 
хр — бо + 12x = 23 
— + x — хз + бух = 5 
Al despejar sucesivamente las variables x; de cada una de las ecuaciones, obtenemos 
1 1 3 
х= =p = —=X3 == == (8.42) 
4 
1 2 
G= cu + 3" > 1 (8.43) 
1 1 23 
———Xx = — 8.44 
X3 pa + 522 + 12 (8.44) 
1 1 1 3 
= E = = = = 8.45 
x4 gn ge + ¿a кол (8.45) 


Ahora, si sustituimos el valor x, de (8.42) en (8.43), ésta se transforma, después de simplificar, en 


1 1 2 3 
Xo 24? = 24? | 3" 1 (8.46) 


De manera análoga, al sustituir los valores x? de (8.46) y xı de (8.42) en la ecuación (8.44), después de 
simplificar, se tiene 
77 


1 1 1 
= 32+ 325 * 3" | 48 (8.47) 


Finalmente, al sustituir los valores x, de (8.42), x» de (8.46) y хз de (8.47) en (8.45), esta última ecuación 


se convierte en 


13 13 1 317 
uu ыл n E 8.48 
02 — 516? 18 ^" 288 N 


Al conjuntar la información de (8.42), (8.46), (8.47) y (8.48), se obtiene el sistema 


1 1 3 

X] = 82 = 8g? == 4 
2 3 

х= = 242 F 54 + rus ES 1 
1 1 1 TI 

A3 = — 32? + 33% + 3" + 48 
13 13 1 317 

M 576^ 576^ j^ ^ 5 


equivalente al sistema lineal (8.41). Podemos escribir el ültimo sistema en forma matricial: 
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1 1 3 
X1 0 3 —38 0 X1 ui 
1 1 2 3 
х2 0 -a я 3 || E: 
E 1 1 1 + 27 
X3 0 -3 m» 3 х3 B 
13 13 1 317 
х4 Ü 56 736 77 х4 288 
Entonces, si g(X) = TX + c, con 
l zl 23 
0 8 8 0 4 
1 1 2 3 
0 -a я 5 "E 
T= y E= А 
0-—L A 1 п 
32 32 3 48 
0 з эз _1 317 
576 576 18 288 


las soluciones del sistema lineal (8.41) coinciden con las soluciones de la transformación afín о. 


El ejemplo precedente contiene la idea central del llamado método iterativo de Gauss-Seidel. Note 
que ||T |? = 3 < 1, por lo que las iteraciones de punto fijo X; = g(X, 1) = TX, + © convergen para 
cualquier valor inicial Xo. 

Consideremos ahora el caso general de un sistema lineal AX — b, А = [aij]. b= [ЬЬ], 
X = [xy + x,]^; recapitulemos la parte algebraica del método expuesto en el ejemplo anterior: 


(a) Se aplica la parte algebraica del método de Jacobi al sistema 
AX=b (D 


es decir, se despeja la primera variable de la primera ecuación, la segunda variable de la tercera 
ecuación, etc., y se obtiene un sistema afín 


Al 


х = (II) 
el sistema afín del método de Jacobi. 

(b) En la segunda ecuación del sistema (II) se sustituye el valor xı de la primera ecuación del sistema 
(1). 

(c) En la tercera ecuación del sistema (II) se sustituye el valor xı de la primera ecuación у el valor хә 
de la ecuación que se obtuvo en el inciso anterior. 

(d) En la cuarta ecuación del sistema (II) se sustituye el valor x, de la primera ecuación de (П), el valor 
хә de la ecuación que se obtuvo en el inciso (b), y el valor хз que se obtuvo en el inciso (c). 

(e) El proceso se repite en forma recurrente hasta hacer lo propio con la variable x, de la última 
ecuación de (II). 


El procedimiento, aunque en teoría es viable, puede resultar sumamente laborioso. Sin embargo, lo 
que en realidad requerimos es el proceso iterativo para aproximar la solución del sistema lineal y éste 
se puede efectuar con una pequefía modificación al método de Jacobi; pues al tener valores concretos, 
sólo se deben ir sustituyendo en las demás relaciones del método de Jacobi inmediatamente que se van 
obteniendo. 
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» Ejemplo 8.37 Vamos a encontrar, sin utilizar la matriz T, las primeras dos iteraciones de la rela- 
ción de recurrencia g(Xy) = Тху + c del ejemplo 8.36 para aproximar la solución del sistema lineal 
(8.41), con la condición inicial xy — (0,0,0,0). Para ello utilicemos el método de Jacobi contenido en 
las ecuaciones (8.42) a (8.45). Sustituyendo X — xo en (8.42), se tiene 

a). a? mE. 


ху =т= — — 


в 3 A 4 


Ahora, sustituyendo este valor por x;; esto es ху = x? y X2 = 0, x1 = 0 y x4 = 0, en (8.43), 


En el siguiente paso hacemos las sustituciones x; xD, X2 x, хз = 0 y x4 = Оеп (8.44) para obtener 


Haciendo xı xD, X2 x. X3 xU y X4 — 0 en (8.45), produce 


De manera análoga: 


Q 


— 1.04427 0833, 


1 2 
10.240 1 
ii ЕСЕ 
3` 384 3 288 
283 
3456 


0.08 18865 7407 


2 


il 


Q 


xo E pb em 

= ы E a 
12^ 384 23456 12 
28265 


13824 
2.04463 2523 


Q 
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2 lo la loa 5 

= AAA 
a it 25 ii 283 jd а 
| 6^ 384 6 3456 6 13824 6 
_ 81817 
.. 82944 
= .98641251934 

Entonces, para el caso general si X, = (x9 ‚д uad PU el ciclo iterativo que produce el método de 


Gauss-Seidel está dado por la relación de recurrencia 


p _ 1 VS ok : k-1 
E ) = — b= У а! = b арх ) 
di = j=i+1 


Resumimos lo precedente en el siguiente algoritmo. 


Método de Gauss-Seidel con margen de tolerancia entre las diferencias de iteraciones sucesivas 
Algoritmo 8.9 


Entrada: La matriz de coeficientes, A = [a;j| € W, (IR), del sistema AX = b, donde ai 4 0 para todo 
І AM : > DON EPA 0) (0 0 
i; el término independiente b = |b; --- b,]'; la aproximación inicial Xy = (xl E ) is ax )); la 
tolerancia б para las diferencias entre iteraciones sucesivas y el máximo número de iteraciones М. 


: i ; - N^ k) (К k А е 
Salida: La primera iteración de punto fijo, x = (xl ) x a M ES D), que satisface el criterio 


|| xk — X4 | < 0 
o el despliegue del texto “Máximo número de iteraciones excedido”. 
Paso 1. Sea К = 1. 
Paso 2. Mientras que К < М siga los pasos 3 a 5. 
Paso 3. Sean 


y 1 + x = 
XP -— | -Y aa? уша (8.49) 
ii j=l j=i+1 
y 
po (x9, (9. m" Vu 


Paso 4. Si | — Xx 1||.; > ð, sea k = k+ 1 y se repiten los pasos 2 a 5. 


Paso 5. Si || — Xy 1|| < б, se despliega la salida Ху. 
Paso 6. Si k =N y || — 01| >= ô, deplegar el mensaje “Máximo número de iteraciones excedido”. 


Programa en MATLAB para el método de Gauss-Seidel 


La figura 8-14 contiene el código en MATLAB del algoritmo 8.9. Las instrucciones de su uso están al 
inicio del guión; es recomendable que el lector pruebe una a una las instrucciones con un caso concreto 


para que pueda comprender por sí mismo el programa. 
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function Met_iter_Gauss_Seidel(A,b,x0,delta,N) 
/ **Met_iter_Gauss_Seidel(A,b,x0,delta,N)x*x*x 
/ calcula la primera iteración xk, 

/ para aproximar la solución del sistema 
/Ax=b, con iteraciones de punto fijo 

/por el método de Gauss Seidel, 

4para la cual ||x k-x k-1|l|« delta 

/con punto inicial х0 y un máximo 

de iteraciones N. Si la tolerancia 

/no se cumple a las N iteraciones 

se despliega un mensaje. 


clear x; 
n=size(A,1); 
k=1; 
while k<=N 
x(1,x)=-(1/4(1,1))*xA(1,2:n)*x0(2:n)+b(1)/A(1,1); 
for i-2:n 
x(i,k)2-(1/A(i,i))*(A(i,1:i-1)*x(1:i-1,k)*A(i,iti:n)*xO(i*i:n,:)) *b(3)/A(i,i); 
end 
if norm(x(:,k)-xO,inf)»-delta 
x0=x(:,k); 
k=k+1; 
else 
u-x(:,k); 
break 
end end if k>N 


fprintf ("Ann Número máximo de iteraciones excedido: N-/1.0fNnNn! ,N) 
else 

fprintf (?\п\п x 41.0f =\n\n’,k); 

fprintf(' 3714.10fWn', u); 

fprintf(Nn*) 

end 


JA Figura 8-14 ° 


» Ejemplo 8.38 Aproximar la solución del sistema (8.41) del ejemplo 8.36 con un margen de tolerancia 
5 = 0.00001 y con la condición inicial Xy = (0,0,0,0).-а 


Solución | EDU» A-[8 -1 1 0;3 9 0 -6;1 -6 12 0;-1 1 -1 6] 


А = 
8 -1 1 0 

3 9 0 -6 

1 -6 12 0 

=1 1 -1 6 


EDU>b=[=6 =9 23 5]*:¿x0=[0 0 0 0]*; 
EDU» Met.iter.Gauss.Seidel(A,b,x0,.00001,30) 
3x 9 s= 
-1.0000001359 
0.0000002889 
2.0000001558 
0.,9999999552 
EDU» wv 
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Forma matricial del método de Gauss-Seidel 


Vamos a buscar una matriz T de tal manera que podamos expresar la relación de recurrencia (8.49) del 
método de Gauss-Seidel en la forma 


Xk = ТХк—_\ Té. 


Multipliquemos cada una de las ecuaciones de (8.49) por aj; para obtener el sistema 


aux = — aan? — au = ах + bi 

адм + аю = — ауду” — з — ау + ba 
k k k 

PES T anx ) ec A Ж, ) = b 


que en forma matricial se escribe 


donde 
ац 0 0 0 0 
421 an 0 0 0 
Ds | | | | (8.50) 
Q(n-11 @(и-1)2 й(а-1)(л-1) 0 
ant An2 an3 dnn 
y 
| 0 an аз ·· Ain | 
0 0 agn = айм 
==: : i d | Р (8.51) 
0.0 0 о Amin 
0.00 0 +... 0 


Es decir, Q es la parte triangular inferior de A, incluyendo la diagonal, con las demás entradas nulas y 
U es la parte triangular superior de A, excluyendo la diagonal, con las restantes componentes nulas. Ya 
que hemos supuesto que los elementos de la diagonal de A son todos distintos de cero, O es una matriz 


invertible y, por tanto, 
> -irz 17. 
X = — (Q^! Uy +07; 
esto es, 


Xk = TX 4C (8.52) 
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donde T = —Q-!U y ¿= Q^! b. Ahora bien, 
U-A-Q 


y, en consecuencia, 


Q'U-g9'(A-Q) 
ep EL. 


Luego, 
-QU =1,-07'А. 


Así, la matriz que corresponde al formato general (8.33) (cfr. página 877) рага la transformación afín 
(8.34) en el método de Gauss-Seidel es 


To =l, — О'А 
у Іа transformación afín cuyos puntos fijos coinciden con las soluciones del sistema рага este método es 
20(%) = (1, 0 A)x- c 
donde c — Q"!b. Entonces el método iterativo de Gauss-Seidel será convergente si 


|= oA] «1 (8.53) 


para alguna norma matricial natural. Esta condición es difícil de aplicar en la práctica, debido a la dificul- 
tad que entraña calcular Q”!. El siguiente teorema contiene condiciones suficientes para la convergencia 
del método iterativo de Gauss-Seidel en términos de una característica muy simple de identificar en la 
matriz de coeficientes. 


Teorema 8.7 Sean A una matriz cuadrada de orden n y b € К". Si la matriz A es diagonalmente 
dominante, entonces el método iterativo de Gauss-Seidel converge a la única solución del sistema 
lineal AX — b para cualquier vector inicial Xy € IR". 


DEMOSTRACIÓN BI Sea О la matriz (8.50), entonces el método iterativo de Gauss-Seidel en forma matricial está dado por 
(8.52). Sea A un valor propio de la matriz Z, — Q^ ТА y X= (ху,хә,...х„) un vector propio correspondiente 
tal que ||х||„ = 1. Entonces 


(= 0 A) S AX 
que equivale a 


X—Q' lAx = АХ; 


(Q—A)X = AQX. 


Claramente O — A = —U, donde U es la matriz (8.51); entonces, para cada i = 1,2,...,n, 
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n 1—1 
Ма — У, ару Уа 
j=i+1 
para cada i = 1,2 


(8.54) 


n. Sea m un subíndice donde X alcanza su magnitud respecto a la norma cübica 
. E] | 


Аа | = 


esto es, |x, | = ||¥|| = 1. Entonces, de (8.54), con i = m 
m-1 

A dun А2. ануу 
Ј=т+1 


y Am xj 


ј=т+1 


т—1 


p ÜnjXj 


+ 


т—1 


< $ Jen D 2, lam 
j=m+ 


n 


m-1 
€ Y |в „+ A а. 
ј=т+і 


Ј=1 

т 1 
x lang I 2, lan Х| 
j=m+1 


De donde 


= Y lam; + |А| р 
Ј=т+1 


| | mm lam; 
A ЕЕ 
Puesto que А es diagonalmente dominante 


ye El al 
m—1 n 
Y lamjl+ У, |а| € |а| 
j=1 ј=т+1 
у, por tanto 


Dimri [4 | 


| Amm | m 
En consecuencia 


ji |ат/| 
lA] < 1 
para todo valor propio de la matriz І, — Q^ !A; luego 


PU, zx QA) <1. 


De la precedente desigualdad у el teorema 8.5 (cfr. pág. 879), el método iterativo de Gauss-Seidel (8.52) 
converge a la única solución del sistema lineal AX para cualquier vector inicial xo 
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8.3.6 Series de Neumann y método iterativo para aproximar la inversa de una matriz 


En este apartado estudiaremos un método numérico iterativo para calcular la inversa de una matriz 
cuadrada. Los resultados serán básicamente los mismos que se trataron en el segmento 6.3.4 del tema 
“Inversa de la matriz de Leontief” del capítulo 6; salvo que aquí será en un contexto general; pues 
en aquel apartado nos restringimos a trabajar con la norma natural matricial ||-||, definida por 8.20 del 
ejemplo 8.16 y aquí trataremos cualquier norma matricial natural. Recomendamos al lector repasar estos 
resultados si es que ya los estudió o consultar el apartado 6.3.4 para ver las demostraciones de lo que 
aquí estableceremos sin ellas; pues son literalmente las mismas cambiando la norma ||-[|, por una norma 
matricial natural cualquiera. 

En lo que resta de esta subsección ||:|| representa una norma matricial natural que proviene de cierta 


norma vectorial denotada por el mismo símbolo. 


Definición 8.6 (Convergencia de sucesiones de matrices) Sea (A,) una sucesión de matrices 
A1,4»,...,A,,... en el espacio M,(R). Se dice que la sucesión {А„} converge o tiene como lími- 
te a una matriz L € M,(R), cuando v tiende a infinito y se escribe 


mA Le 


DES 
si 
Ишт |А, — L|| = 0. 
исо 
Esto significa que dado cualquier = > 0 existe vo Є №, tal que 


lA, = Ц <e W2. 


Proposición 8.5 Sea [A,) una sucesión de matrices. Entonces: 


1. [A,) converge a lo más a una matriz L. 


2. La sucesión LA, ) es convergente si y sólo si 


fm. A, — A,,]| = 0. 


Proposición 8.6 Sean (A,) y (B,) un par de sucesiones de matrices de orden n que convergen a 
sendas matrices L y Н. Sean a € R y M € M, (R). Supongamos además que, para cada v, A, = [a] 


УГ = |lij]. Entonces: 
1. lím (A, +B.) = L4-H. 
ио 


2. maA, = &L. 
D 


3. lim MA, — MP. 


и 


4. límA,=L< Ита =l; Vij. 


и yo Y 


5. Si ||A|| < 1, entonces lím A" = 0. 
ио 
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Teorema 8.8 (Series de Neumann) Sea A € 9t, (К) tal que |А|| < 1. La serie'? de Neumann (o serie 
geométrica de la matriz A) se define como 


S, = I-A A3 AU 
donde I, es la matriz identidad de orden n. Entonces: 


1. La serie de Neumann converge; es decir, ím, S, existe. 
2. La matriz I, — А es invertible. 


E lins (nx 


ио 
es decir, 


= 


lím (Z,-FA--A^ л =(1,-4)* (8.55) 


El teorema 8.8 provee un método para aproximar la inversa de una matriz numéricamente; pues si se 
desea estimar B^, se puede tomar B = 1, — A con A = I, — B en (8.55). 


Corolario 8.3 Sea B una matriz cuadrada de orden n. Si |1, — B|| < 1, entonces la matriz B es inver- 


tible y además 


[Ба = (РАА ЕАУ), 


и 


donde А = 1, – В е1, es la matriz identidad de orden п. 


» Ejemplo 8.39 Consideremos la matriz 


Entonces 


Puesto que ||A||? = 0.3 < 1, entonces 


donde A? = h. Una aproximación para B^! es h + А + А? + АЗ. Ya que 


12Con más precisión: la sucesión de sumas parciales de la serie de Neumann. 
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Xii 0.06 —0.03 
| —0.06 0.03 |” 


PN | 0.018 —0.009 | 


—0.018 0.009 
tenemos 
pia 1-0 0% ed 0.06 —0.03 0.018 —0.009 
“IIo 1 =02 01 —0.06 0.03 —0.018 0.009 
Е 1.278 —0.139 
|. | —0.278. 1.139 |' 


Al hacer el producto de la aproximación de B^! con B, se obtiene 


| 1:278 —0:139 | | 0.8 0.1 | 


0.9946 0.0027 
—0.278 1.139 0.2 0.9 


0.0054 0.9973 |` 


que es próximo a la identidad. La estimación es más precisa si truncamos Y; А“ en un valor v más 
grande. « 


Ahora veamos cómo es posible escribir la sucesión de sumas parciales de la serie de Neumann, 


[4 
S= YA", 
k=0 
en una relación de recurrencia. Para ello multipliquemos ambos lados de la igualdad 


Sir = I-A AT FEAR 


por la matriz A para obtener А5; = A +A? 4---- -- A5; entonces 
Sp ly FAS 


Ya tenemos un método iterativo para calcular la inversa de /, — A y, por tanto, la inversa de una matriz 
B. Necesitamos además un criterio para detener el ciclo iterativo en un punto donde se considere que la 
estimación ya tiene un grado de precisión adecuado. Si la norma de A es suficientemente pequeña, de 
acuerdo con cierto margen de tolerancia, entonces la matriz А“ es muy cercana a la matriz 0, de esta 
manera se fija la tolerancia б para detener el ciclo cuando ||A||* < б por primera vez. 


Método de series de Neumann para aproximar la inversa de una matriz 
Algoritmo 8.10 


Entrada: La matriz B para aproximar su inversa y el margen de tolerancia б > 0. 


k 
Salida: La aproximación S, de B^! que se obtiene cuando por primera vez (1А| =) < б o el mensaje 
“Posiblemente la matriz no es invertible”. 
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Paso 1. Calcular A = 1, — B, donde I, es la identidad del mismo orden de B. 
Paso 2. Calcular ||A|| ^. 
Paso 3. Si ||A|| (> 1, desplegar el mensaje “Posiblemente la matriz no es invertible”. 


Paso 5. Si pao < 1, seguir los pasos 6 a 7. 
k 
Paso 6. Hacer Sy = 1,. Mientras que (Пи) > $, calcular, para = 1,2,... 


Si = IAS 1 


k 
Paso 7. Cuando (nap) < б por primera vez, desplegar В! ~ Sy. 


Programa en MATLAB para aproximar la inversa de una matriz con la serie de Neumann 


La figura 8-15 contiene el código de la función Inversa Neumann que implementa en MATLAB el 
algoritmo 8.10 para aproximar la inversa de una matriz. Se trabaja nuevamente, en este programa, con 
la norma matricial natural ||. || ©. La descripción de la función viene en los comentarios al inicio del 
código. Es recomendable que el estudiante pruebe los comandos de esta función directamene para que 
por sí mismo logre comprender su funcionamiento. 


function Inversa  Neumann(B,delta) 
J***Inversa, Neumann(B,delta)**x* 
Calcula la primera aproximación, Sk, 
/con la serie de Neumann para 

la inversa de B que cumple 
^CIIA|[^inf)^k < delta, por primera vez, 
^si ||I-Bll^inf < 1. 

n=size(B,1); 


if norm(A,inf)>=1 
u=0; 
else 
while norm(A^k,inf)»-delta 
SO=I+A*(S0) ; 
k=k+1; 
end 
0=50; 
епа 
if 0==0 
fprintf C Nn?) 
fprintf(?norm(I-B,inf) = /4.2f >=1:\n\n’ ,norm(A,inf)); 
fprintf("Posiblemente la matriz no es invertible’) 
fprintf ('AnWn?) 
else 
fprintf Nn?) 
fprintf(^ 8 42.0f Syn’ ky; 
fprintf(^WXn?) 
for j=1:n 
fprintf('/412.89f^ ,u(j,:2) 
fprintf Nn?) 
end 
fprintf (Nn?) 
end 


JA Figura 8-15 ° Función Inversa Neumann. 
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» Ejemplo 8.40 Utilizar la función Inversa Neumann para aproximar la inversa de la matriz 


I 0.1 01 0.1 0.1 

0.3 1.1 0 01 0 

B= 02 0 09 —01 0 
0 0.1 —0.1 L2 0 

—0.1 0 o OL Ll 


con una tolerancia б = 0.00001.«< 


EL EDU>B=s[L, «ll =l „1 21:;.9 1.1 Q „1 07.2 0. 9 =¿1L 05; 
ОО 2,1 1.2 Огей ОО T3 3.1] 
EDU» Inversa neumann(B,.00001) 
S Ila 
0.99567609 =0. 08509045 .0,10399997 -0.05967100 -0.09051580 
=@ „27103465 0,93933715 „003696663 -0,05075473. 0.02472173 
-D.22078762 001030715. 109851356 010741042  0:02007103 
0.00426285 -0.07741801 0.09462273 0.84734913 -0.00038725 
0.09012855 -0.00069735 0.00085240 -0.08245611 0.90089744 
EDU» wv 


> Ejemplo 8.41 Utilizar la función Inversa Neumann para aproximar la inversa de la matriz 


con una tolerancia б = 0.001. 


Solución | EDU» B=[2 1 1;-3 1 2;3 3 4]; 
EDU» Inversa Neumann(B,.001); 


norm(I-B,an£) e 9.00 >=1: 


Posiblemente la matriz no es invertible 
EDU» v 


La matriz B del ejemplo anterior es invertible como puede comprobar fácilmente el lector. En ge- 
neral, una matriz B puede ser invertible aun si ||; — B|| > 1. Con frecuencia en algunos de estos casos, 
cuando ||/, — B|| > 1, los métodos directos —específicamente el método de Gauss— son la única op- 
ción y, de hecho, resultan no sólo la ünica alternativa sino la mejor. Veamos un caso importante en la 


siguiente proposición. 


Proposición 8.7 Sea B = [b;;| una matriz cuadrada de orden n diagonalmente dominante. Entonces 
B es invertible. 
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DEMOSTRACIÓN M Supongamos que B no es invertible, entonces el sistema lineal Bx = Ор" tiene soluciones no triviales. 


Sea o = (01,00,...,0,,) una de ellas y |o;| = máx; < ¡<n |o;;|. Entonces 


n 

Бо; = — у. bya 
j-l 
jfi 


y, por tanto, 


n 
[bos] = |- Y bija; 

Hl 

ji 


n 
Y lba; 
j=1 


Ji 

n 
Уо] 
j=l 


у 


п 
lail У: 
j=l 


jr 


ІЛ 


ІЛ 


de donde 


n 

Bd у 
ja 
jži 


lo cual es una contradicción a la hipótesis de que B es diagonalmente dominante. Luego, B debe ser 


invertible. BH 


Más aún, el lector puede probar que si se aplica el método de Gauss, algoritmo 8.1, entonces no se 
requieren hacer intercambios de filas si la matriz es diagonalmente dominante. Luego, se puede aplicar 
el algoritmo 8.2 (pág. 828) para hallar la inversa de B sin necesidad de hacer intercambio alguno de 
renglones. De hecho, existe estabilidad en cuanto al crecimiento en los errores de redondeo para este 


método. 


8.4 Transformaciones de Householder 


Existen ciertas transformaciones ortogonales que son una herramienta fundamental en álgebra lineal 
numérica. Éstas se utilizan, por ejemplo, para transformar una matriz en un formato adecuado —con 
ceros en ciertas posiciones clave— y aplicar determinado método numérico reduciendo cálculos y uso 
de espacio en memoria para registro de componentes; para encontrar factorizaciones OR; y en una 
amplia variedad de aplicaciones que no tienen que ver con métodos numéricos. Nos referimos a las 
transformaciones de Householder y esta sección se dedica a su estudio; en la siguiente, veremos la gran 
utilidad que tienen en el cálculo numérico de valores y vectores propios de matrices. 
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8.4.1 Definiciones y transformaciones básicas 


Definición 8.7 Sea ú € R” un vector dado que satisface i-i = 1; esto es, ПИ = 1. Una matriz de la 
forma 
Н — I — 2iüi, 


donde I, es la identidad de orden n, se llama matriz de Householder; mientras que a la aplicación 
lineal X — Hx, X € №", se le dice transformación de Householder. 


Las matrices de Householder son simétricas y ortogonales; recordemos que una matriz Q es ortogo- 
nal si Q^! — Q', que equivale a que las columnas de Q sean vectores ortonormales de IR" (cfr. teorema 


4.14, pág. 282). Hacemos patente este importante resultado en la siguiente proposición. 


Proposición 8.8 Sea H = I, — 2iüi! una matriz de Householder, entonces: 


1. H es simétrica. 
2. H es ortogonal. 
ПН б EE 


H' = (1,2 
= 1; — 2 (d'y 
= L,— 2(i)'ii 
= I, — 2iüii! 
= He 
а, НН' = НН 
= (1, — 2m") (I, — 2") 
= 1, — 2i! — йй + A (iii) (йй!) 
= I, айй" -- Aü((ü' ii^) 
= I, — Aiii! 4- Ai(1l- ii") 


= l, —4uu' + Auu' 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. 


Por tanto, Н! = H^. 
3. De los incisos anteriores se desprende Н! = H' = Н. W 


Una matriz de Householder, Н = I, — 2iüi!, está completamente determinada por el vector ú. En 
lugar de registrar las n? componentes de la matriz H, únicamente se requiere registrar el vector й. Al 
aplicar una transformación de Householder a un vector X o a una matriz A, se obtienen resultados muy 


simples de almacenar. En efecto, 
HX = (I, — 2ú*)x 
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donde 

y=ú 
(es fácil probar que (uu*)x = (u'X)ii, ¡pruébelo!). Y, por tanto, si di, d,...,d,, son las columnas de la 
matriz A, entonces (cfr. (1.2) del ejemplo 1.14, pág. 11) 


HA=| Há, Ház > Há, | 
= [| 4 -2yú а) — 22и ae d, — 294i | 
donde 


para 1,2... 

Con las funciones de Householder podemos transformar un vector dado en uno que tenga ceros en 
todas las coordenadas, excepto en la primera. Sea Х = (x1,x5,...,x,) Æ Of un vector dado, queremos 
encontrar una transformación de Householder, Y — НУ, y un número real o tal que Hx = (a,0,...,0). 

—— 


n-1 
— 


Para determinar la transformación de Householder, Н = I, — 2ú1*, basta determinar ii = (uj, uo, . . ., Un). 
Dado que H es ortogonal, entonces? 


\нх|? = (нан 
= (x'(H'H))X 


Luego, se debe tener 


la] = |(о,0,...,0)|| 
= [Ax 


= |l. 


Ya que Н es su propia inversa, 


Entonces 


xi = a(1—2u?) 


13 A quí, hemos representado la norma canónica de un vector, [| (x,,....,x,) ll, = (Xt, 42) '2 por el símbolo ||-|| sin el subíndice 2. 
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De donde 


NT E 1/2 
а 2a 


Xi : 
uj = — » 52: 
20и] 


Para que u; esté definido se requiere que o — x, y o tengan el mismo signo; para ello bastaría con poner 
а = ||x||. Sin embargo, para fines de estabilidad numérica, es más conveniente definir a = —sign(x; ) |1], 
donde la función sign representa la aplicación 


| l a20 
sign(a) = . 
=1 sia«0 
Claramente с, así definida, satisface que а — ху y а tengan los mismos signos y |a| = ||¥||. Entonces 


tenemos dos casos: 


e 4>0 (x, < 0). Elijamos 


e 
= 2a 


"T 1/2 
—2au, = 2a ( ') 
2a 


=2 ——| а 


entonces, si 8 = (a — x1), 


- (e -)^ 
Así, 
i e (u1,U2, ¿ Uy) 
Е ( X2 X2 
= 2ои\ 2oun 
1 
= — 201 (—2au?, x2, pka Xa) 
| 
== ЭЗ“! О, х2, 5o) 


Por tanto, si 


X] —05,22,... ds 


2 


o? —2ox -xl -xÀ ^ DIA 


luego, 


y una transformación de Householder que satisface Hx = (a,0,...,0) es 


con 


La matriz de Householder es entonces 


con 


esto es, la matriz de Householder definida por las relaciones: 
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y = y 
v 28 
I... 
== И 
Ivi 
Hy = (1, — 2(mú"))5 
a = |[x|| =—sign(x1) |||, 
ze. ellos 
и = rv, 
|| 
у = (xi О, X2, ia) 
Н —1,-— 2i 
== dy 2" 
а = |5], 
E l, 
== Vs 
Ш 
У = (х — Q, Х2,. mr 
Н = 1-57 
=  —sign X 
В a(a—x1) 
У =  (x1—Q,X2,...,Xp) 


Ahora supongamos о < 0, es decir, ху > 0. Para este caso elijamos 


Entonces 


aca ү" 
—2au, = —2o ( L 
2а 
ЕГ o? (a— x1) s 
B 2а 
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y, si nuevamente 8 = a(a — xi), se tiene otra vez 


E 1 
П == 11 d usa). 
v 1 2. a) 
Luego, la aplicación de Householder y — Hy que transforma al vector X en el vector (a,0,...,0) 
está determinada también por las relaciones (8.56). 


> Ejemplo 8.42 Encontrar una transformación de Householder que transforme el vector Х = (2,6, 3) 
en un vector con las dos últimas coordenadas nulas. < 


Solución Еп este caso а = —sign(xi)||x|| = —7, V = (xı — o,x5,x3) = (2+7,6,3) = (9,6,3), 8 = 
7(7 +2) = 63. Entonces 


H = h — =? 
L 0.0 9 
=|0 1 0 3 6 [ 9 6 3 ] 
0 0 1 3 
1 18 —54 —27 
= — | —54 27 —18 
1.27 dd 54 
Comprobación: 
—18 —54 -27 2 1 —441 
— | —54 27 —18 == 0 
a wd ls] S| v 
—7 
= 0 v 
0 
En general, sea Х = (X],X2,...,Xk,Xk+1»+»»>Xn) € R” un vector dado y supongamos que se desea 


encontrar una matriz de Householder Н, tal que el vector Нух tenga sus n — k últimas coordenadas 
iguales a cero. Para ello, denotemos por /;-¡ e Һ—к-1 las matrices identidad de órdenes k — 1 y n — k 4- 1, 
respectivamente. Construyamos, por el método que se explicó antes, la matriz de Householder H; tal 


que 
Н = (o, 0, e. ,0) 
—— 
n—k 
donde Qk = —sign (x) ||X2]|, X) = (Xi Xie. ‚ж dao D = (xk = Or ies X a Br = [0716271 — Xx) y, por 
tanto, 
| zy af 
Hi = 1,41 — B, Pe 
Entonces, si X, = (xi,..., Xj 1) y 
Ia C 1) (n=k+1) 


Be 
Omni Hr 
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donde C 1), 1) Y On-x+1),(4-1) Son las matrices cero de órdenes (k — 1) x (n— k+ 1) y (n—k+ 


1) x (k — 1), respectivamente, se tiene 


1 O(k-1).(n—k+1) | | Х| | 
Ouen) HE 


EE S 
[Hi 


= p.241 0550, 0,5, 0). 


m= | 


0 п— — 
Además Hj es, efectivamente, una matriz de Householder; pues si У = | A t | y i — (1/ ||V||)V, 
Vk 


H = 1, — 2iüi' . 


Note que Нух es un vector que tiene las primeras k — 1 coordenadas idénticas a las primeras k— 1 


coordenadas del vector x y las últimas n — k componentes son nulas. 
» Ejemplo 8.43 Hallar una matriz de Householder tal que si W = (5,2,6,3), entonces la transformación 
X Hx deja invariante la primera coordenada de у? y las últimas dos coordenadas las transforma en 


ceros. « 


Solución Por el ejemplo 8.42 la matriz 


—18 —54 -27 
Н = | -54 27 -18 
—27 -—18 54 
transforma el vector W2 = (2,6,3) en el vector Ну? = [| —7 0 0 ]. Entonces, por lo ya explicado, la 
matriz 
Та | 1 013 | 
O31 Hi 
1 0 0 0 
2 6 3 
|0 E E 
= 6 3 2 
o ME —7 
3 2 6 
0-5 -5 7 
es Householder y 
Hy = (5,—7,0,0). 
Comprobación: 
1 0 0 0 5 5 
» 6 3 
dis E Ga SEES SO 
0 —$ 3 L2 6 0 
7 7 7 
3 2 6 
0-5 -i 7 и и 
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8.4.2 Factorización QR de Householder y sistemas lineales 


Sea A una matriz real, cuadrada y de orden n. Sea Н! = 1, — й Vi, la matriz de Householder que 
transforma la primera columna de la matriz А en un múltiplo del vector ё = (1,0,...,0). Entonces, si 
—— 


n—i 
dj, j — 1,2,...,n, son las columnas de la matriz A, 


H¡A=|[ На Hid) > На, 
“ҮҮ КҮЛҮ: 
ЖОКЕ ИЕ: 
rE 

то 0 e dia d 
o D 40 4h, di 


Aplicando ahora la matriz de Householder Н» = 1, — RT vi para transformar la segunda columna de 


HA dejando invariante la primera componente y nulas las componentes tercera en adelante, obtendre- 


mos 
Q 02) ,0) (2) (2) 
а ау а; а1(п-1) Un 
I M ME 
2 2 2 
HHA 0 0 eS С а 2. 
YA = (2) (2) (2) 
0 0 а3 V а4(п-1) 44, 
0 0 ай de а 1) ат 


Podemos continuar este proceso hasta producir una matriz triangular superior R: 


(n—1) (n—1) (n—1) (n—1) (n—1) 


а 412 t UT Minj 1л 
(n—1) (n—1) (n—1) (n—1) 
0 a, 43 UT O y) а 
п—1 n—1 n—1 
0 0 ай Т aua ат) La ) 
H, 4H, 5:7 ЊНА = А . =R. 
: (n-1 (n—1) 
E a, —1)(n-1) Qs. yn 
0 о 0 0 e 


Por tanto, ya que las matrices H; son ortogonales y simétricas 


A = (НІН, -+-Hy_1)R. 
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donde О = Н,Њ ···Н, 1, por ser producto de matrices ortogonales,** es una matriz ortogonal у R es 
triangular superior; es decir, una factorización OR para la matriz A (cfr. teorema 4.13, pág. 279). Hemos 
probado así el siguiente teorema: 


Teorema 8.9 (Factorización QR de Householder) Sea A una matriz cuadrada de orden n con com- 
ponentes reales. Entonces existe un par de matrices de orden n, O y R, tales que 


A — QR 


donde R es una matriz triangular superior y Q es producto de matrices de Householder y, por tanto, 
es una matriz ortogonal. 


A] método de factorización que hemos descrito y resumido en el teorema precedente se le llama 
factorización QR de Householder para la matriz A. 
De esta manera, un sistema 


Ax-b 
se puede escribir como 
ОКХ = Б 
y, por tanto, 
кх = 0! 


= (H, 1: H3Hi)b. 


Después de calcular Q-!b = (Hy HoH 1), el sistema se puede resolver mediante sustitución regre- 
siva. 


» Ejemplo 8.44 Resolver el sistema lineal 


1 -1 -3 xi =1 
—2 3 X2 = —3 
2 39 9 X3 8 


por medio de factorización QR de Householder. « 


Solución — Calculemos Н}: en este caso 
a = —sign(1)||(1, 2,2)]| = —3; 8 = a(a —x1) = 12; = (xı —0,x2,x3) = (14-3, 2,2) = (4, 2,2); 


y, por tanto, 


14Si M, y M; son matrices ortogonales, entonces (M;M;)(MiMs)' = (M,M>)(M,M!) = M,M! = I, por eso el producto de matrices 
ortogonales es una matriz ortogonal. 
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B 
100 4 
== {бз 3) -5 —2 [4 —2 2 | 
0.0 1 2 
=l 2 .2 
S^ 8 3 
Z 2 2 1 
= 3 3 3 
22 1 2 
3 3 3 
Entonces 
jn 2 
E M 5 1 —-1 -—3 
НА = 22 d -2 4 3 
zs dE 2 2 3 9 
3 3 3 
—-3 1 -3 
= Qu 3 3 
0 4 9 


Ahora trabajamos con la submatriz B = | : | А 


a = —sign(3) ||(3,4)| = —5; 8 = a(a—xi) = —5(—5—3) = 40; V 2 (xi — о,хә) = (3 + 5,4) = (8,4); 


y, por tanto, 
PS dese 
Н = | ЗУУ 
1 0 8 
ES 
- 5 5 
2d 3 
5 5 
Luego, 
0 0 
3 4 
Hog 9 —$ -5 
4 3 
ue 5 
y 
Е = HHjÀ 
P uw ПЕЕ = е d 
3 4 
= Же 3 ; 35 3 -2 4 3 
ES 3 —2 1 2 2. 3 9 
5 5 3 3 3 
=3 1 =3 
ES 0 c» —9 
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y 
Q = НН, 
[d Pd]pos 9] 
2 3 4 
dl dE. 3p = ET 
3 
¿4 allo- 4 
148 2/15 —14/15 
= | 2/3 -2/3 -1/3 
3/2 11/18 2/15 
Así, 
A=0R= Б = QR} = H,H¡X 
y, por tanto, 
Ех = Q`!b 
= HH 
2 2 
| $ 9]re$ $ 1] 1 
3 4 2 2 1 
E e 353 3 E 
4 3 2 
О 3 -$ 3 3 
= 
= | —4 
3 
Esto es, 
—3 1 —3 Xi —7 
0-5 -9 || x |= | —4 
0 0 3 X3 3 


Al hacer sustitución regresiva al sistema escalonado anterior obtenemos 


x = l, 
—49x3 
X2 — E =—1, 
—'] — x3 + 3x3 
Xp =————=1; 


—3 


es decir, х= (1,—1,1). Y 


Programa en MATLAB para el método de factorización QR de Householder 


La figura 8-18 contiene la función £ac, QR. householder para calcular, en MATLAB, la factori- 
zación QR de matrices cuadradas por el método de Householder. Esta utiliza internamente un par de 
funciones más: la función Householder1 y la función matriz_hh. La primera, figura 8-17, calcula 
la matriz de Householder que transforma un vector dado X = (х1,...,х„) en el vector (0,0,...,0), donde 
o = —sign(xi)||x||. La segunda función, figura 8-16(a), obtiene, a partir de una matriz H de orden r 
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function L=matriz_HH(H,n) functi 


r-length(H); if a»- 
u=eye (n-r,n); z=1 
Mi-[zeros(r,n-r) H]; else 
І= [0;М1]; == 
епа 


(а) 


on z=signo(a) 
0 


(b) 


JA Figura 8-16 ° Función matriz_hh. 


function z-householder1 (b) 
A***householderi(b)sx** 

Calcula la matriz de Householder Н 
4tal que Hb-(alpha,0,...,0) 

^donde alpha--sign(b1)*llbll. 
n-length(b); 


alpha--signo(b(1))*norm(b); 
beta-alpha*(alpha-x1); 
if beta-- 
z-I; 
else 
v-b-alpha*I(:,1); 


І=еуе(п); z-I-(1/beta)*v*v?; 
x1=b(1); end 
JA Figura 8-17 ° Función Householder1. 
function [Q, R]-fac QR householder(A) for j=1:n-2 
жжж [0, R]2fac QR householder(A)s** B-R1(:,j*1); 
^Calcula los factores Q у R de la В(1:ј)=[; 
/factorización A=QR por el H2=householder1(B); 
/ método de factorización QR de H=matriz_HH(H2,n); 
/Householder. R1=Hx*R1; 
n-length(A); Q1-Q1*H; 
B=A(:,1); end 
Hi=householder1(B); Q=01; 
R1=H1xA; R-R1; 
Q1=H1; 


JA Figura 8-18 ° Función fac_QR-householder 


y un número entero n > r, una matriz de la forma | 


Householder1 utiliza la función signo d 


7 qe On —EF 


Юа Н 
e la figura 8-16(b). 


| . Finalmente, el procedimiento 


» Ejemplo 8.45 Utilizar la función Ғас_ QR. householder para encontrar la factorización QR del 


método de Householder de la matriz de coeficientes 


1 -1 —3 
А = | —2 4 3 
2 3 9 
del sistema lineal del ejemplo 8.444 
Solución 
EDU> format rat R= 
EDU» A=[1 -1 -3;-2 4 3;2 3 9]; =3 all -3 
EDU» [О R]-fac QR householder (A) 0 -5 =9 
О = 0 0 3 
= 103 2/15 -14/15 
2/23 =2 3 -1/3 
-2/3 -11/15 2715 
EDU» v 
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8.4.3 Reducción de Householder-Hessenberg 


En este apartado estudiaremos un método para reducir una matriz a una forma similar con ciertas entra- 
das nulas por debajo de la diagonal, la forma superior de Hessenberg, que utilizaremos más adelante en 
el cálculo numérico de valores propios. 


Definición 8.8 Sea A = [a;;] una matriz cuadrada real de orden n. 


1. A está en forma superior de Hessenberg si aj; = 0 para todo i > j 4- 2. 
2. A está en forma inferior de Hessenberg si aj; = 0 para todo j > 1+2. 
3. A es una matriz tridiagonal si es una matriz en forma superior e inferior de Hessenberg. 


Es decir, una matriz A está en forma superior de Hessenberg si los elementos por debajo de 
la subdiagonal son todos nulos; está en forma inferior de Hessenberg si los elementos por encima 
de la supradiagonal son nulos; y es tridiagonal si los elementos debajo y por encima de la subdiago- 
nal y la supradiagonal, respectivamente, son ceros. 


» Ejemplo 8.46 Sean 


i2 b $3 00 23% d 4 
-4 1 25 ll Yo» LE o 
mel e asl**l s a a rhi Sloe 5 3 
6 32 ® o7 34 0-0 Ж 1 


Entonces A está en forma superior de Hessenberg, B está en forma inferior de Hessenberg y C es una 
matriz tridiagonal. 4 


Veamos ahora cómo es posible, mediante transformaciones de Householder, encontrar una matriz 
ortogonal H y una matriz Z que está en forma superior de Hessenberg tal que H'AH = НАН =Z, 
para cualquier matriz cuadrada A. Para ello, utilizaremos la siguiente notación, si B es cualquier matriz 
cuadrada, BC) representa la columna j de la matriz B. Sea Н, la matriz de Householder que transforma 
al vector А) = (431,021. ...,d51) en el vector (аџ,01,0,...,0); por lo que analizamos en el apartado 
8.4.1, pág. 902, 


1 1-1 
H = A 
ба-ла: Hi 
donde Я 1 es la matriz de Householder de orden n — 1 que transforma al vector (a31,431,...,a,1) en el 
vector (a1,0,...0); entonces 
НА = | HAD HAS ... HA" ] 
11 * * * 
ар * ж ж 
_ О ж жо ож 


914 
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(donde los asteriscos representan ciertos números no necesariamente iguales entre sí) y, por tanto, 


йй © о $ $ 
Qj ж ev жож 
il Cay 
Him e| 0 #©== * s : LAE 
no 4 А п-11 Hi 
0 ж ж ож 
1 E 1 ] 
а) ay o ауу ар 
1) 1 1) 1) 
d a] aD 1 E 
1 1) 1) 
== 0 a ai. а; п 
o 4D a 


Sean Zı = НАН, y Н» la matriz de Householder que transforma al vector (a) ; a), ау, 2 a en el 


vector (a) a), 2,0, ...,0), entonces, por lo visto en 8.4.1, pág. 902, 


H- h C22 
Q, 22 M 


donde В, es una matriz de Householder de orden п — 2 que transforma al vector (Da), diia ‚а©)) еп 


el vector (05,0, ...,0); entonces 
—— 


n-2 
HZ = | HZ mz? HZ” | 
| а! at) $ ж * | 
аў) a) * 
О œa ж ж * 
EDO * 
0 ( ob ex $ 
donde, como antes, los asteriscos representan ciertos números no necesariamente iguales entre sí. Por 
tanto, 
| a al) X- Кош. | 
аў) аў) Ж. ж * 
0 Q2 ж ж ж ГА an2 
Н›7\Н» = Pad 
0 О ж ж * 6,22 Н, 
0 O: ж ж * 
(0) ,0 ,0) 2 2 
“ш. A Way -Aid ain 
Q 40 0) 2 2 
di. op. dogs, 1004 2n 
Q 0) 2 2 
0 a5 аз dx аз 
= (2) 2 2 
0 0 аз ам аһ 
2 2 2 
0 0 з an4 Uc Am 
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Este proceso se puede continuar hasta obtener una matriz Z,, еп forma superior de Hessenberg 
21-2 = Н,_2:··ЊНАНЊ Ha 


y, puesto que las matrices H; son matrices de Householder, se sigue que el producto de ellas es ortogonal 
y si Н = НН ··-Н,_2, entonces 


722 = Н !АН 
= Н'АН 


Hemos hecho plausible así la demostración del siguiente teorema у los detalles restantes de su demos- 
tración se dejan de ejercicio al lector. 


Teorema 8.10 Sea A € M, (R) una matriz cualquiera. Entonces existe una matriz ortogonal Н, pro- 
ducto de matrices de Householder, tal que la matriz 

= = М 
está en forma superior de Hessenberg. En particular, si la matriz А es simétrica, entonces la matriz 


Z es una matriz tridiagonal simétrica. 


Cuando se calcule por este método una matriz Z en forma superior de Hessenberg similar a una 
matriz A, diremos que Z es la reducción de la matriz A a la forma superior de Hessenberg. 


» Ejemplo 8.47 Sea 


їйї ed wu i 
2 Е P od 
е 2 113 
ej $3431 


Entonces, si 0 = (2,2, — 1), utilizando en MATLAB la función householder1 para hallar la matriz de 
Householder Ё! que transforma el vector ii en el vector (0,0,0), se obtiene 


—0.6667 —0.6667 0.3333 
Й, = | —0.6667 0.7333 0.1333 |; 
0.3333 0.1333 0.9333 


luego, 
1.0000 0 0 0 
H O  —0.6667  —0.6667 0.3333 
NT O  —0.6667 0.7333 0.1333 
0 (03335. 0:1333 0.9333 
y, por tanto, 


1.0000  —0.3333 2.2667 0.8667 | 
—3.0000 —0.5556 —1.4889 —2.0889 
0.0000 —0.6889 —0.7422 2.1378 | ` 


21 = НАН! = 
0.0000 — 1.4889 0.1378 2.2978 
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Al evaluar la función householder1 en el vector (—0.6889, — 1.4889) para transformarlo en el vector 
(02,0), resulta la matriz de Householder 


f, — | 0.4199 —0.9076 
2 | —0.9076 0.4199 |" 
así que 
1.0000 0 0 0 
ka O 1.0000 0 0 
ч 0 0 —0.4199 —0.9076 
0 0 —0.9076 0.4199 
y entonces 
1.0000 —0.3333 —1.7384 -—1.6932 
—3.0000 —0.5556 2.5210 0.4741 
2= ЊНАВНЊ = ЊАЊ = | 00000 1.6405 2.6289 —1.4220 
0.0000 0.0000 0.5780 —1.0734 


es una matriz, en forma superior de Hessenberg, similar а la matriz А. < 


Programa en MATLAB para el método de reducción de Householder-Hessenberg 


La figura 8-19 contiene el código de la función reduccion_hhh para implementar en MATLAB el 
algoritmo de reducción de Householder-Hessenberg. El programa utiliza internamente las funciones 
householderl y matriz_hh de las figuras 8-17 y 8-16(a), respectivamente, que se utilizaron para 
la programación del método de factorización QR del apartado precedente. La entrada es la matriz A 
que se va a reducir a forma superior de Hessenberg y la salida son un par de matrices, H y Z, tales 
que H'AH — Z, donde H es una matriz ortogonal y Z es una matriz que está en forma superior de 
Hessenberg. 


function [Z, P]=reduccion_hhh(A) for j=1:n-2 


^жжж Reducción Householder-Hessenberg *** 
/reduccion_hhh(A) 

calcula un par de matrices, Z y P. 

^Z es una matriz en forma superior 


uzZi(jti:n,j); 
hi-householderi(u); 
H2=matriz_HH(h1,n); 
Z1-H2*Z1*H2; 


/de Hessenberg y P es una matriz H-H1*H2; 
“ortogonal tal que P'*A*P-Z. Hi=H; 
n-length(A); end 

Z1-A; 2-21; 
Hi-eye(n); P=H; 


JA Figura 8-19 ° Código de la función reduccion_hhh. 


> Ejemplo 8.48 Utilizar la función reduccion_hhh para calcular en MATLAB un par de matrices, 
H y Z, tales que la matriz H'AH = Z esté en forma superior de Hessenberg y H sea una matriz ortogonal 


51 


1 I 
0 2 
11 |. 
1 1 
2 2 


SECCIÓN 8.4 | Transformaciones de Householder 917 


Solución EDU» А= [1 3 -2 1 -1;2 -1 1 0 2 
=2 1 2. 1 1521 1 -1 L 12 -4 3 1 2 21>; 
EDU» [2 H]=reduccion_hhh(A) 


D — 
1.0000 -3.0000 -1..5206 =0.8757 1.7097 
-5.0000 -0.2000 =3 2692 = ЛОО -0.2405 
0.0000 =2.6306 143572 1.3561 0.5323 
0.0000 0.0000 1.4286 1,9583 21.4957 
0.0000 0.0000 0.0000 -0.1424 0.8844 

Н = 
1.0000 0 0 0 0 
0 -0.4000 20.8819 -0.0456 0 2052 
0 0.4000 -0.4106 0.0282 -0.8189 
0 -0.2000 0.0912 50.9595 s. 1764 
0 0.8000 zu 2129 20.2767 0.4880 

EDU» V 


» Ejemplo 8.49 Encontrar la reducción de Hessenberg para la matriz simétrica utilizando en MATLAB 


la función reduccion hhh. 


2: =2 3 2 6 
—2 2 1 2 — 
A 3 12 1 0 |< 
2 qo e 3 
6 =2 0 3 2 


Solución EDU» A-[2 -2 3 2 6;-2 2 1-2 -2;3 1210 
2 -2 1 -8 3;6 -2 0 3 2]; 
EDU» reduccion hhh(A) 


ans = 
2.0000 T2903. 0.0000 0.0000 0.0000 
T 90d 359413 1,5054 0.0000 0.0000 
0.0000 1,5054 2.406653 14641535 0.0000 
0.0000 0.0000 1.6153 -1,6910 4.1058 
0.0000 0.0000 0 4.1058 -6.7856 
EDU» v 


8.4.4 Rotaciones y reflexiones 


Sea X = (x1,x2) un vector en el plano R?, como se ilustra en la figura 8-20(a). Las coordenadas polares 
de x, observando esta figura, vienen dadas por 


Xj = rcosa, 


X) = ғѕепо, 
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X2 


EE Figura 8-20 ° Rotación de un vector. 


con 
r= VESTE 


X2 i 
tana = —,six; 40. 
xl 


Y las obvias excepciones а = 7/2, six =0 y x > 0; а = 3T. si x1 = Оу x2 < 0. Supongamos que 
el vector X se quiere rotar 0 radianes preservando su longitud, como se ilustra en la figura 8-20(b); 
obtendremos un nuevo vector y = (y,,y2) con 


rcos(0 +a) 
rsen(0 +a) 
r(cos0 cosa — senf sena) | 


г(ѕеп Ө cosa +senacos 6) 


| 
| 
| cosÜ —sen0 | | гсоѕ а | 
| 


send cos 


coso —ѕепб XI 
send cos Ü х | 


rsena 


De esta manera, si 
cosÜ -—sen0 
R(0) = 


send cos 


entonces la aplicación lineal х > R(0)x, transforma el vector X en un vector y que es la rotación de x, 
preservando su magnitud, 0 radianes. Dos casos particulares son cuando se rota el vector X y el resultado 
está sobre uno de los dos ejes. Si se desea que Y = Ах = (r,0), entonces 0 +a = 0, i. e., 0 = —о; por 
tanto, cos = cosa = 2 y send = — sena = — 2; así 


Xp 


К = : 


X2 


(8.57) 


WERTE 


r 
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pues 
л № 
R XI E r r X1 
ed X) Х| 
2 m == X2 
'd E 


De manera análoga el lector puede proceder para deducir que si y = RX = (0,r), la matriz R está dada 
por 


La matriz R(0) es ortogonal, ya que 


(cos0,sen0) - (— ѕеп0,соѕ0) = 0 


(cos0, sen 0) - (cos0,sen0) = 1, 
(— ѕеп0,соѕ0) - (— ѕеп0,соѕ0 = 1. 


yı 22. 


A Figura 8-21 ° Reflexión del vector X alrededor de la recta con pendiente 0/2 y que pasa por el origen. 


En la figura 8-21 el vector y = (у, уг) se obtiene reflejando el vector X = (x1,x2) tomando como eje 
de reflexión la recta x? = tan(0/2)x;. Entonces, de esta figura se desprende 


| Yi | - | rcos(0 — а) | Е | rcos0 cosa + гвеп seno | 


xı cos Ü + x sen 0 
y2 


rsen ĝ cosa — гѕеп о соз 0 xı senÜ — x» cos 0 


Z cos ѕеп д js I. 
| senü —cos0 X) |” 


rsen(0 — a) 
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luego, si 


G(0) = | coso  sen0 | 


senÜ —cosÓ0 


la aplicación X — G(0)x transforma el vector X en el vector y que es la reflexión del primero alrededor 
de la recta x» = tan(0/2)x,. La matriz С es evidentemente ortogonal y simétrica; más aún, es una ma- 
triz de Householder. En efecto: si ii = (sen(0/2), — cos(0/2)), entonces 


has | ' : | 2 bes | [ ѕеп(0/2)  —cos(6/2) ] 


1 —2sen? 10 2sen 30cos 10 
Е 2sen 50с05 10 1 —2cos? 10 


ное _ зеп 0 


зеп б 1- 


14-cos0 
Dt RM. 
2 
= | cosÜ sen 0 | 


sen —соѕ0 
ep. 


Un caso particular es hallar la matriz G(0) para que el resultado de la reflexión del vector X esté sobre 
el eje x; esto es, GX = (r,0). Entonces se debe tener 0 — о = О y, por tanto, соѕ0 = x, /r, sen0 = х/т; 
]uego 


G= 


_ i (8.58) 


> Ejemplo 8.50 Si x= (-4, 3), hallar una matriz de rotación А que transforme este vector en un vector 
con la misma magnitud sobre el eje x; esto es, Ах = (5,0). 


Solución Еп este caso r = 4/2 -- x5 = V16 +9 = 5. Por (8.57) 


z^ 
Il 
pl 
| 
= 5 sS 
ag an 


Comprobación: 


» Ejemplo 8.51 Hallar una matriz de reflexión С que al aplicarse al vector ¥ = (3,4) lo transforme en 
un vector con la misma magnitud sobre el eje x; esto es, Сх = (5,0).4 


Solución r = v3? +4? = 5. Por (8.58) 


G= 


vIe vw 
vlw tap 
_ o.) 
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Comprobación: 


3 5 
ЕНЕВ 
Consideremos el caso general еп el espacio IR"; para ello vamos a definir generalizaciones de las 
matrices R y С que estudiamos en el plano 2. Sean i, j € {1,2,...,п} un par de índices con i Æ j; 


К = [ru] la matriz que satisface 


al Uli 


ой ошо 


rj = Fi = С060 

rg = seng 

rjj = —sen0 (8.59) 
lsiu-t 2 

тш = ү ГЕ? ; para u,t 5 i, j. 

y С = [ku] la matriz definida por las relaciones 

ki = cos0 

kj; = —cos0 

kg = ky sen, (8.60) 
lstu-t 2. 

м = fa dedi ; para u,t Æ i, j. 


Diremos que R es una matriz de rotación y que G es una matriz de reflexión de Givens (o simplemente 
una matriz de Givens). Observe que ambas matrices son iguales a la matriz identidad de orden n ex- 
cepto en cuatro componentes. Es fácil comprobar que las matrices de rotación son ortogonales y las 
de reflexión son ortogonales y simétricas; la demostración de estas afirmaciones se deja de ejercicio al 


lector. 


» Ejemplo 8.52 Sin = 4, i = 2 y j = 3, entonces, por (8.59) 


1 0 0 0 
O со$0 —sen9 0 


R = 
О ѕепд coso 0 
0 0 O0 1 
y por (8.60) 
1 0 0 0 
ё O cos0 seno 0 р 
© | O senü —cosg 0 |' 
0 0 0 1 


Veamos el efecto de estas matrices al multiplicarlas por un vector X = (x1,32,X3,x4): 


1 0 о 0]r, x 

Реа 0 cos —seng 0 ll (cos) x; — (send) x3 
O seng соб 0 X3 (sen0) x» + (cos Ө) хз 
0 0 0 1 M X4 
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y 
1 0 0 0 | X m 
Bi 0 cos0 senü 0 ж | _ (сов 0) x» + (веп@)х» 
O senÜ —cos 0 X3 (senf) хә — (cos) хз 
0 0 0 1 Ad X4 


En el caso general si с = cos 0, s = sen ĝ, X= (x1,x5,...,x,) e i < j, entonces es fácil probar, lo cual se 


deja de ejercicio al lector, que 


Pr A AO A) (8.61) 


Gx= (Ж Xi СД 4 5X j, Xi. oO Xj- 1, $Xi — €Xj X jl, > saa) (8.62) 


Es decir, ambas transformaciones dejan invariantes todas las componentes x, del vector ¥ excepto las 
componentes і y j; las cuales son combinaciones lineales de x; у ху. En la práctica se buscan trans- 
formaciones que dejen invariantes algunas componentes y transformen en ceros otras. Si se requiere 
una rotación que transforme en cero la componente j y deje invariantes las demás, excepto x; y xj, 


necesitamos que en (8.61) sx; + cx; = 0, lo cual implica x; cos0 = —x;sen6; esto es, cuando 
c = с050 = ЕЕЕ: MS 
4 jx +25 
s (8.63) 
s = senü = ——— 
P LX 


De manera análoga, si 


e 6050 = с 
xx 
Е (8.64) 
s = senü = 2 


2: 52 
x ptxj 


entonces la j -ésima coordenada de Сх en (8.62) será cero. 


> Ejemplo 8.53 Encontrar una matriz de rotación que transforme al vector Х = (—1,4,3) en un vector 


cuya tercera componente sea cero y deje invariante la primera coordenada. < 


Solución — Utilicemos las relaciones (8.63) con i = 2 y j = 3; entonces 


4 3 
с==у5= 2 
luego 
1 0 0 1 0 0 
R= | 0 cos —senü | = | 0 i i 
0 send cos 0 -i E 
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Comprobación: 
1 0 0 ai =Ï 
4 3 
3 4 
e 3 


8.5 Aproximación de valores y vectores propios 


El concepto de valores y vectores propios tiene una gran variedad de aplicaciones en las ciencias e 
ingeniería; sin embargo, ya que el cálculo directo de los valores propios de una matriz depende de 
hallar las raíces de un polinomio, rara vez en la práctica se pueden calcular en forma exacta. Esto 
sucede porque el problema de encontrar las raíces de un polinomio es sumamente complicado, pues 
únicamente existen fórmulas cerradas, con este fin, para polinomios de grado menor o igual a cuatro. 
Incluso hallar el polinomio característico de una matriz de orden mayor, puesto que requiere del cálculo 
de un determinante, puede resultar virtualmente imposible para cierto tipo de matrices. Aun teniendo a 
la mano el polinomio característico, los métodos numéricos existentes para aproximar sus raíces pueden 
presentar dificultades si el grado del polinomio es muy grande. Para resolver este tipo de problemas, 
existen métodos numéricos que se basan en técnicas propias del álgebra lineal que son muy precisos. En 
este segmento daremos una introducción de algunos de los métodos numéricos que se utilizan con gran 
frecuencia en la práctica para aproximar valores y vectores propios; que no pretende de ninguna manera 
ser exhaustiva, pero sí completa para los objetivos que se quieren alcanzar en este libro. Por desgracia no 
podremos examinar, debido a limitaciones en extensión, otros métodos que son sumamente importantes, 
pero los que veremos aquí serán suficientes no sólo para dar una amplia perspectiva del tema, sino para 
proveer al lector de una herramienta con la que pueda atacar con cierta eficacia este tipo de problemas 
y comprender, cuando así lo necesite, aquellas otras metodologías que no contiene este texto y que 
se encuentran en la literatura de álgebra lineal numérica y análisis numérico que recomendamos en la 
bibliografía. 


8.5.1 Método de la potencia 


Sea A una matriz real de orden n y supongamos que uno de sus valores propios es dominante; es decir, 
A tiene un valor propio A, cuya magnitud es mayor que la magnitud de cualquiera de los demás valores 
propios de A. Así, podemos ordenar de acuerdo con su magnitud los valores propios de A; esto es, 


IE > [Ez [As] > + lAl. 


Es evidente que si A € Mi, (IR) tiene un valor propio dominante éste es real y de multiplicidad algebraica 
uno. Sea y; un vector propio correspondiente al valor propio A;, para cada i = 1,...,n, y supongamos 
además que los vectores v; son linealmente independientes; en consecuencia forman una base de IR". 
Sean По € IR" — (On) y 01,02 ...,0, escalares tales que 


iio = ayı +оо + СА + а. 
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Entonces 
Alo = AV] + a2AV2 +-+- +01 AV, 
= аА + 02420 +: + Os An Va» 
А?йо = 01 MAV +0 MAD) +: +01 Ap AV, 
= а А271 + 092) Ре AnA Va; 


y se puede probar por inducción que para todo k = 1,2,... 
A" iig = o1 MY, +09 MV +: +09 AER. 


Factoricemos A de la precedente expresión para obtener 


k k 
Аф = X СС (s) +: Баһ (=) J (8.65) 
1 № An \ 
— AU т; = | tas li 
X Ho (amia (33) vatent a (=) y 


y, puesto que |A;/A1| < 1 para todo ¡=2,...,n, se tiene 


ing 1 Ai fm a dE № Ж $ EN Ау ¿e > 
—AÁ Up = ОДУ Q mE y o A dq ya, | = ау]. 
koro A 0 Pared 1Y1 2 N 2 М pei 


De esta manera, si a, 4 0, la sucesión (с А“) converge a un vector propio correspondiente al valor 
1 


de donde 


propio A,. Luego, si k es grande, А0 es aproximadamente un vector propio correspondiente a А). Por 
otra parte, sea y una función que a cada vector й, = A* Tio le asigna una determinada componente no nula, 
(ix) ;, del vector ij, —por ejemplo, (шк) = j puede ser el índice de la primera componente distinta de 
cero de ик— y consideremos los cocientes 


e (0+1); 
(и); 
entonces, por (8.65), 
y MEE às [28] 
ADU (arisa (2) Vo Ecos (=) Vn 
Р m OP i : j 


lím u; = lím = lím 


k=300 ko (й); k=00 ARE AE 
A T) Appel), 

A A | 

J 


E Aie (Уу); Ее 
oa (91); : 


siempre que q; sea distinto de cero; pues |A;/A;| < 1 para todo i. 
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» Ejemplo 8.54 Los valores propios de la matriz 


ONE 
A=| 7 4 —9 
=3 3 —4 
son 2, —3 у —1, como el lector puede fácilmente constatar, con valor propio dominante A; = —3. 


Apliquemos el método precedente para aproximar а A, utilizando el vector inicial йо = (1, —2,2) y la 
primera componente de los vectores А“) para calcular los cocientes и. Entonces, ya que 


—6 96 —216 876 
Айу= | —33 |,А%%=| 63 |,4Am=| —303 |, А48, = | 723 |, 
ed 13 =] 3 
—2256 7596 21216 
Ай = | —2583 |, Аб = | 6963 | y А? = | —22503 |, 
—167 313 —647 


se tiene: 


Ш (Año): > 16, 

m= am - == 2528. 

шз = AL = 2 = —4.05556, 

pa = Am = == Ө 0.57534, 
из = Am - s ~ —3.36702 y 
цв = x = = ду —2.79305 


La tabla 8-4 contiene la continuación de este proceso realizado en una computadora hasta el cálculo de 
идо; en ella observamos que los valores ug tienden al valor propio А = —3. Por tanto, la aproximación 
para el vector propio correspondiente es, con cinco cifras significativas, 


—l AU. Ri In 4 
40 Ex : 
(3) м 


1 -16.00000 11 -3,02909 21 -3.00050 31 -3.00001 
2  -2.25000 12  -2.98081 22  -2.9996! 32  -2.99999 
3  -4.05556 13  -3.01288 23 -3.00022 33  -3.00000 
4 -2.57534 14 -2.99145 24 -2.99985 34 -3.00000 
5  -3.36702 15  -3.00572 25 -3.00010 35  -3.00000 
6  -2.T79305 16  -2.99620 26  -2.99993 36  -3.00000 
T -93.15215 17 -3.00254 27 -3.00004 37 -3.00000 
8 -2.90472 18 -2.99831 28 =2.99997 38  -3.00000 
9  -3.06604 19  -3.00113 29  -3.00002 439  -3.00000 
10  -2.95706 20  -2.99925 30  -2.99999 40  -3.00000 


A Tabla 8-4 • 
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Un inconveniente para llevar a efecto este método es el hecho de que los valores de A y Ай pueden 


ser muy grandes o muy pequeños. Para remediar este problema se debe normalizar en forma conveniente 


en cada paso del proceso. Antes de establecer el algoritmo necesitamos de algunos preliminares. 


Definición 8.9 Sea, para cada X = (x1,X2,...,Xn) € IR", máxc(X) la primera componente de X con 
mayor valor absoluto; es decir, х; = máxc(X) si y sólo si |х|. = |х| e i es el primer índice para el 


cual esto sucede. 


máxc (X) 


3, máxc (y) = 2 y máxc(Z) 2 7. 4 


La función máxc tiene dos propiedades básicas que serán útiles en la demostración del teorema 8.11, 


las hacemos patentes en el siguiente lema y su demostración se deja de ejercicio al lector. 


Lema 8.1 Sea la función de К" en R, X — máxc (X), entonces: 


1. тахс(ох) = a máxc(X) Va € R, Vx € R”. 
2. La función máxc es continua en todo punto de К". 


Teorema 8.11 (Método de la potencia) Sean A una matriz real de orden n que es diagonalizable con 
valores propios A; y vectores propios correspondientes V; que forman una base de К". Se supone que 
Л, es el valor propio dominante de la matriz A y que |А > |A2| > |Аз| > -+ [An]. Si o = У оу € R” 
es cualquier vector dado, con o 4 0, y se definen por recurrencia las siguientes sucesiones 


= 256 етопсе: 


1. Existe c € R — {0} tal que 


A 
ш = P (Zk) (8.66) 
dy = — Zk 

Hk 


lím ud; = cvi 
Ко 


es decir, la sucesión (iiy) converge а un valor propio correspondiente al valor propio dominante 


Ay 
Zo 


lím ш = límmáxc (2) = А 
Коо Ко 


DEMOSTRACIÓN M Vamos primero a probar, рог inducción, que 


M= máxc (Akio) 


1 
A" iig (8.67) 
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Vk — 1,2,... En efecto, para k — 1, 


1 m 1 
уой = 


= Al 
máxc (Zi) máxc (Ано) a 


ul 


Sea т > 1 un entero y supongamos que la relación (8.67) es cierta para К = m, entonces 


1 
D = Ай, =А ————— A" 
Te с t (A"' iig) i) 


y, por el inciso 1 del lema 8.1, 
е Р 1 melo 1 А malo ү. 
máxc (21) = máxc Ко 2 = BE (A"* ii); 
luego 
Я das 


Por tanto (8.67) es cierta para todo k — 1,2,... 


1. Por (8.65), la relación (8.67), el inciso 1 del lema 8.1 y la continuidad de la función máxc (inciso 
2, lema 8.1) se tiene 


- 1 iS 
Ити = туу — — Ao 
кә máxc (Айо) 


B Y. М ы 
| M СЕ (>) V2 +: Ot (=) s) 
"n de k РЕ 
máxc | Af | avı +02 (2) Voc os (=) Ул 
1 1 
з Y AY 
: Al СС (2) уе ptus (=) Vn 


= lím 


Е Ре" P № Ке An VB 
A¡máxc | oui +02| 2] 9 +: Бан | ] Va 
Лу Л 


== lím 


oa Yi avı 1 T > 
е c = "urs diram cer roy Li E T 
máxc (оў)  o,máxc(YVj) | máxc(vi) 


con c = 1/máxc (V1). 
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2. Puesto que las funciones X — AX y x — máxc (X) son continuas (cfr. inciso 2 del lema 8.1) y el 
hecho de que máxc (aX) = a máxc (X), se desprende, como consecuencia del inciso anterior, 
lím u; = límmáxc (2) 
Коо Коо 


= límmáxc (Ai 1) 
Ко 


= máxc (tim аал) 


Гане 


= шахс (Atm 0) 


Коо 


= máxc (Ас?!) = cmáxc (Аўт) = cmáxc (Аў) = сАтахс (v1) 


= UY =) M 
máxc (Y) 

к maxc(z k) u1 u_2 ua 

1 -33.00000 0.18182 1.00000 0.51515 
2 -2.90909 1.00000 0.65625 -0.13542 
3 =3.15625 0.71287 1.00000 0.15512 
4 -2.89109 1.00000 0.82534 -0.08333 
5 -2.94863 0.87340 1.00000 0.06465 
6 -2.94077 1.00000 0.91667 -0.04121 
[4 -2.96248 0.94281 1.00000 0.02875 
8 2.97187 1.00000 0.96182 -0.01904 
9 -2.98138 0.97429 1.00000 0.01287 
10 -2.98720 1.00000 0.98282 -0.00858 
11 -2.99146 0.98850 1.00000 0.00575 
12 -2.99426 1.00000 0.99232 -0.00384 
13 22.99617 0.99487 1.00000 0.00256 
14 -2.99744 1.00000 0.99658 -0.00171 
06; -2.99829 0.99772 1.00000 0.00114 
16 -2.99886 1.00000 0.99848 -0.00076 
ir -2.99924 0.99899 1.00000 0.00051 
18 -2.99949 1.00000 0.99932 -0.00034 
19 -2.99966 0.99955 1.00000 0.00023 
20 -2.99977 1.00000 0.99970 -0.00015 


A Tabla 8-5 ° Veinte iteraciones del método de la potencia para aproximar el valor propio dominante de la matriz A 
del ejemplo 8.56. Las columnas u.1, u.2 y u.3 contienen las coordenadas de la aproximación i£, de un vector 
propio correspondiente. 


> Ejemplo 8.56 Apliquemos el método de la potencia del teorema 8.11 para aproximar el valor propio 
dominante de la matriz 


=й el 3 
A=|-7 4 -9 
3 3 A 


del ejemplo 8.54, con el mismo vector inicial y = (1, —2,2). Entonces 


zı = Año = (—6, —33,—17), 


máxc (21) —33, 
1 6 17 
dj = Z= 1 æ (. 18182, 10..S1513): 
й = 34 = (551.35) ~ (18182, 1.0,.51515); 
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2 = Аў = (—32/11, —21/11,13/33) ~ (—2.90909, —1.90909, 39394), 
máxc (22) = —32/11 ~ —2. 90909, 


11 
й = — 3741 = (1,21/32, -13/96) ~ (1.0,.65625, —. 13542); 


Z = Aii = (—9/4, — 101/32, —47/96) = (—2.25, —3.15625, —.48958), 
máxc (23) = —101/32 e —3.15625 


йз = — —— (—9/4, — 101/32, —47/96) = (. 71287 1,1.0,. 155116) 


La tabla 8-5 contiene las primeras 20 iteraciones de este proceso. En ella se puede observar que la 
sucesión maxc(Z,) tiende al valor propio dominante А = —3 y el vector їй tiende al vector propio 
correspondiente (1, 1,0).«4 


Programa en MATLAB para el método de la potencia 


La figura 8-22 contiene el algoritmo en código MATLAB para el método de la potencia. En él se ha 
incluido un criterio para detener el programa cuando por primera vez || — tik-1 ||. esté dentro de una 
tolerancia especificada por el usuario. También se emite un mensaje para excluir divisiones entre cero en 
el caso de que la matriz tenga un valor propio nulo. Las entradas de este programa son la matriz A, el vec- 
tor inicial iig, el margen de tolerancia para || — dz, || y un número máximo de iteraciones permisible; 


function metodo. potencia(A,u,eps,m); 

^***Método de la potencia*** 
/metodo_potencia(A,u,eps,m) 

aproxima el valor dominante de la matriz A 

/con un vector de iteración inicial u 

^y margen de tolerancia eps рага 

7.1 Iu k-u. (k-1) | | inf 

^La salida son las iteraciones mínimas 

/рага aproximar el valor propio dominante 

%y la aproximación a un vector propio correspondiente 


while (d»eps)& (K«m) 
K=K+1; 
[z j]=max(abs(x)); 
y=Axx; 
Ray); 
[w t]=max(abs(y)); 
if y(t)==0 
fprintf (?\пЕ1 escalar 0 es un valor propio de la matriz,\n’) 
fprintf (’cambiar el vector inicialin?”) 
break 
else 
d=norm(x-y/y(t),inf); 
x=y/y(t); 
fprintf(? 43d /10.5fIn”,K,R) 
end 
end 
fprintf (?°\n Vector propio correspondiente:NÀn х=?) 
fprintf C Nn 414.6fNn? ,x) 


EE Figura 8-22 ° 
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mientras que la salida consiste en el mínimo de iteraciones necesarias para aproximar el valor propio 
dominante y la aproximación para un vector propio correspondiente. 


» Ejemplo 8.57 Utilizar la función metodo. potencia en MATLAB para aproximar el valor propio 
dominante de la matriz A del ejemplo precedente comenzando con el mismo vector inicial йо, con un 
margen de tolerancia || —1й%—1||„ < -000001 y un máximo de 100 iteraciones.«4 


Solución EDU» A-[-2 -1 -3;-7 4 -9;-3 3 -4];u=[1;-2;2]; 
EDU» metodo_potencia(A,u, .00001,100);u=[1;-2;2]; 


-33.00000 
-1.90909 
-2.25000 
-2.38614 
-2.57534 
-2.69570 
-2.19305 
-2.85842 
-2.90472 
52.93587 
22 95705 
ROGO LAT 
-2.98081 
-2498719 
-2.99145 
-2.99430 
-2.99620 
-2.99746 
-2.99831 

20 22.09887 

21 -2.99925 

22 =2:9995р 

23 =2 99967 

24 =2 -99978 

25 =2 „99565 

26 =2 -99990 

27 =2 99993 

28 =2::99996 

29 =2 499997 

30 -2499998 


n 


p pex pex ipo qp pepe pet 
со JO UI i$ C9 М P2 © XO OO м OY UI wn 


já 
Кә] 


Vector propio correspondiente: 


3c c 
1.000000 
0,999995 

-0.000003 

EDU» и 


> Ejemplo 8.58 Utilizar el programa metodo. potencia en MATLAB para aproximar el valor pro- 
pio dominante de la matriz 


- 
| 
a 


utilizando el vector inicial y = (3,—1,1).4 
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Solución EDUS B-[i -PL 4-1 =1 s25-1 0 2310213: = =” 


EDU» metodo potencia(B,u,.00001,100) 
El escalar 0 es un valor propio de la matriz, 
cambiar el vector inicial 


Vector propio correspondiente: 
С 3.000000 
-1.000000 
-1.000000 


EDU» metodo_potencia(B,[1 -1 1]',.00001,100) 


6.00000 
314893999 
-1.50000 
-1.66667 
-1.80000 
1.88889 
-1.94118 
=1..96970 
-1.98462 
1.99225 
=1.99611 
=1..99805 
=1. 99902 
+1... 99951 
=1..99976 
=1.99988 
=1..99994 
=1.99997 
=1:99998 


jak дат fi ре ы зү 

PR Pi Rie ems qp | 

хо со чоло PO o о |O со м OY U1 i» мн 
l 


Vector propio correspondiente: 


жоош 
1.000000 
-0.999992 
-0.999996 

EDU» Y 


8.5.2 Deflación 


El método de la potencia, como se presentó en el apartado anterior, se puede aplicar para encontrar un 
solo valor propio de una matriz cuadrada А de orden л, el valor propio dominante А. Supongamos, sin 
embargo, que existe una matriz invertible H tal que 


(8.68) 


donde А; es una matriz de orden n — 1. Puesto que A y НАНТ! son similares, tienen los mismos valores 
propios; y ya que 
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det(HAH ! — №,) = (А — A)det(A; — AL, 1) 


se desprende que los restantes n — 1 valores propios de la matriz A son los valores propios de la matriz 
A; luego, se puede aplicar el método de la potencia para hallar el valor propio dominante А» de la matriz 
A¡. Ahora bien, si una matriz H satisface la igualdad (8.68), se debe cumplir 


НАН lé, = №, 
donde 2; = (1,0,...,0) es el vector unitario de la base canónica de IR", que equivale a 


А(Н^!@,) = H! (Aë) 
= Ai (H7!) 


y, por tanto, el vector H7*Z, es un vector propio correspondiente al valor propio A,. Sea X ese vector; 
esto es, 


entonces 
НХ=@|. (8.69) 


Es decir, una condición necesaria para que una matriz no singular cumpla la igualdad (8.68), es que 
exista un vector propio X correspondiente al valor propio A, que satisfaga (8.69); veamos ahora que esta 
condición es suficiente. En efecto: 


=> AX=AH lé 

> AH =AH E, 
sH (Ле) = АНТ! 
> Ae = НАН !&. 


Ahora supongamos que existe un vector propio zi correpondiente al valor propio А; y que H es una 
matriz no singular tal que Hii = —é,, entonces H- ! (—ii) = ë; y x= —ii es un vector propio correspon- 
diente a A, y, por tanto, Н cumple también (8.68). Resta únicamente encontrar una matriz invertible 
H que satisfaga la relación (8.69). Para lograr este fin, sea y un vector propio correspondiente al valor 
propio Ay, y sea el vector unitario (respecto a la norma euclidiana ||| = vi - ii ) 


entonces X es un vector propio correspondiente a A, y podemos utilizar la matriz de Householder H 
de las fórmulas 8.56 (pág. 905) para que la función de Householder ii — Ни transforme el vector X = 


(x1,32, . .., X5) en el vector (—sign(x1) ||x|| ,0,...0) = —sign(xi)éi; específicamente: 
E= hei 
B 
o = —sign(x) (8.70) 
В = l-sign(xi)xi 
У =  (x¡+sign(x¡),x2,...,Xn) 
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Este es el llamado método de deflación de Householder e ilustramos su aplicación a continuación. 


» Ejemplo 8.59 Utilizar el método de deflación de Householder para encontrar los valores propios de 


la matriz 
—2 —1 -3 
A=| -7 4 —9 
—3 3 —4 


del ejemplo 8.56. 


Solución Еп ese ejemplo encontramos un vector propio correspondiente al valor propio dominante 
А = —3, y = (1,1,0). Luego, aplicando las relaciones (8.70) al vector 


1 


#= ту = (/v2,1/42,0) 
obtenemos 
1 
Е "RE 
а= -1,8=1+-5,#= 5 y 
0 
e 
100 i М? 
Held i= 4 dx ao] 
I 2 v2 v2 
0 0 1 x ^ 
0 
-4V4. 912 0 
=| 42 $20 
0 0 1 


-3V2 -w20][.5 -1 -3][ 7342 -272 0 
НАН = | -i/2  3v2 0 -7 4 —9 -iv2 4v2 0 
0 nilo S4 0 0 1 
-3 -6 602 
=| 0 5 -342|. 
0 342 —4 


los restantes valores propios de la matriz A son los valores propios de la matriz 


5 232 
3v2 £d 


дА = 


15ресџегіе que toda matriz de Householder es su propia inversa. 
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los cuales se pueden calcular directamente hallando las raíces del polinomio característico 
Pa, (A) =»M—A-2=(A-2)(A+1); 
es decir, № = 2 y A3=-—1. Y 
» Ejemplo 8.60 Encontrar los valores propios de la matriz 


—89 172 -—8l 82 
=07 131 -62 63 
-14 28 —12 14 

135 -=30 15 —14 


A= 


utilizando el método de deflación de Householder. < 


Solución Al utilizar la función metodo. potencia del programa de la figura 8-22 para encontrar el 
valor propio dominante de la matriz A, MATLAB produce A, = 16.000 con vector propio correspondiente 
yı = (1.0,0.8,0.2, —0.2). Así, x= (1/ ||y|)y = (0.7625,0.6100,0.1525, —0. 1525). Al aplicar (8.70) se 


obtiene 
а= —1, В. = 14- 0.7625 y ў = (0.7625 +1,0.6100,0.1525,—0. 1525) 
y, por tanto, 
| —0.7625  —0.6100 —0.1525 0.1525 | 
H = —0.6100 0.7889 —0.0528 0.0528 
L4 0.1325 -=0:0528 0.9868 0.0132 |" 
0.1525 0.0528 0.0132 0.9868 
Luego, 
16.0000 —253.5277 95.2928 —96.8178 
НАН = 0.0000 —5.6628 1.6673  —1.5412 
EIN 0.0000 =7.1175 3.6789 —1.8974 
0.0000 4.7714 | —0.7654 1.9839 
Así, 
—5.6628 1.6673 —1.5412 
Ay= | —ZIIIS 3.6789  —1.8974 
4.7714 | —0.7654 1.9839 
Aplicando nuevamente la función metodo. potencia a la matriz A, MATLAB produce А№ = —3 con 


un vector propio correspondiente Y, = (1.0000,0.8299, —0.8299). Al normalizar, x» = (0.6485,0.5382, 
— 0.5382), entonces al utilizar otra vez (8.70), 


а= —1, 8; = 14- 0.6485 y Y, = (0.6485 + 1,0.5382, —0.5382) 
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y, por ende, 
—0.6485 | —0.5382 
Н = | —0.5382 0.8243 
0.5382 0.1757 
luego 


3.0000 —7.7411 
HAH = 0.0000 2.6471 
0.0000 1.0324 


yen consecuencia, 


0.5382 
0.757 |; 
0.8243 


7.3563 
— 1.0324 
0.3529 


2.6471  —1.0324 


Аз = 


1.0324 0.3529 |' 


Finalmente, los valores propios de A» se pueden calcular fácilmente mediante el polinomio característico 


PalA) 9 (A -2)Y(^— 1). 


Así que los valores propios de la matriz A son: А, = 16, № = 


function [L, X]=met_potencialI(A,u,eps,m); 


3 A= 2y 241, v 


x-u; 
d=1; 
K=0; 
while (d»eps)& (K<m) 
K=K+1; 
[z j]=max(abs(x)); 
y-A*x; 
R=y (5); 
[w t]=max (abs (y)); 
if y(t)--0 
fprintf (°\nEl escalar 0 es un valor propio de la matriz, Wn?) 
fprintf(?cambiar el vector іпісіа1\п’) 
break 
else 
d-norm(x-y/y(t),inf); 
x=y/y G2) ; 
Afprintf(? 43d 410.5fNn",K,R) 
end 
end 
L-R; 
X-x; 


Figura 8-23 * 


Programa en MATLAB para el método de deflación de Householder 


La figura 8-24 contiene el código en MATLAB para calcular los valores propios de una matriz em- 


pleando el método de deflación de Householder que se explicó antes. Este programa necesita de dos 


funciones para su ejecución; la primera, met. potencia 


(figura 8-23), esencialmente es la función 


metodo_potencia con pequeñas adecuaciones; mientras que la segunda es la función householder1 
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function Lambdas=deflacion_hh(A,eps,m) 
*x**Método de deflación de Householder*** 
function Lambdas=deflacion_hh(A,eps,m) 
Calcula los valores propios de la matriz А 
%соп el método de deflación de Householder 
/ con una tolerancia eps y máximmo número 
^de iteraciones m 
n-length(A); 
u-ones(n,1); 
А1=А; 
for j=1:n-1 

[lambda Y]=met_potencialI(A1,u,eps,m); 

L(j)-1ambda; 

X- (1/norm(Y))*Y; 

H-householderi(X); 

B-H*A1*H; 

B(1,:2-0; 

BCDE; 

A1=B; 

u=ones(n-j,1); 
end 
Lambdas=[L A1]; 


JA Figura 8-24 * Método de deflación de Householder. 


de la figura 8-17 que se construyó antes en el método de factorización de Householder (cfr. pág 912). 
Las entradas del programa deflacion_hh son la matriz A, la tolerancia eps y el máximo número de 
iteraciones permisible m; mientras que la salida es el conjunto de los valores característicos. Se ha ele- 
gido, por conveniencia, un vector inicial con todas sus componentes iguales a la unidad en todo el ciclo. 
Esto puede tener eventualmente inconvenientes para algún caso particular; de ocurrir así, se tendrá que 
modificar el programa manualmente. Queda de tarea al lector mejorar el programa deflacion_hh 
para que, de manera interactiva, el usuario pueda cambiar el vector de inicio si es necesario. 


» Ejemplo 8.61 Utilizar el programa def lacion_hh para encontrar los valores propios de la matriz 


38— v3 -38—243 36 —24 
PT 19--/3 1942/3 -18 12 " 
ui E E B "32 


m =з y =3 


Solución EDU» A=[-38-sqrt(3) -38-2x*sqrt(3) 36 -24 
19+ѕагі (3) 19«2«sqrt(3) -18 12-31 -31 30 -22 -5 -5 5 -3]; 
EDU» deflacion hh(A,.000001,100) 
ans - 

T0001 2.0000 14 753210 21.0000 v 


O Nota 8.6 1. Para que el método de la potencia se pueda aplicar a una matriz, debe cumplir las 
condiciones del teorema 8.11; es decir, ser diagonalizable y poseer un valor propio dominante que, por 
definición, es real. Éste es un inconveniente para poder utilizar el método; pues se necesita saber a priori 
que la matriz de entrada satisface esos requisitos y, por desgracia, en la práctica difícilmente se puede 


hacer sin calcular antes los valores y vectores propios. 
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2. La hipótesis del valor propio dominante se puede debilitar un poco de la manera siguiente: si una 
matriz A es diagonalizable y tiene un valor propio real A; tal que los valores propios A; de A 
satisfacen 


Aal > [M2] > +++ [А> |А... > An 


> 


en el método de las potencia las sucesiones (máxc (zx)) y (iiy) aún convergen, respectivamente, 
a Лу y a un vector propio correspondiente. La demostración de este hecho se deja de ejercicio al 
lector. 

3. El método de deflación se basa en el método de la potencia, entonces no garantiza resultados 
correctos si éste no se puede aplicar a cada submatriz que produce el ciclo. 

4. Se puede probar, con las hipótesis del teorema 8.11, que el método de la potencia tiene “velocidad” 
de convergencia (|A2|/|A1|)*; esto es, la convergencia será más rápida —requiere menos iteracio- 
nes para una buena aproximación— si |A2|/|A1| es mucho menor que 1, y la convergencia es más 
lenta —requiere de mucho más iteraciones para una buena aproximación— si |А | |А, | es cercanoa 1. 


8.5.3 Iteración inversa 


El método de deflación de Householder únicamente aproxima los valores propios de una matriz para 
la cual es aplicable dicho método, pero no los vectores propios correspondientes; para ello existe un 
algoritmo, llamado iteración inversa, que sirve para aproximar un vector propio correspondiente a 
un valor propio. Para ello supongamos que A;, i = 1,2,...n, son los valores propios de una matriz 
diagonalizable A € 9t, (IR), con vectores propios correspondientes v;, que А, € R es un valor propio 
de multiplicidad algebraica uno y que p € R es una muy buena aproximación de A, —en el sentido de 
que 0 < |А — p| < |A; — p| para i = 2,3,...,n (el símbolo << significa “mucho menor que”)—. Es fácil 
demostrar que la matriz A — pl, tiene por valores propios a А — р, Ал — p. ..., An — p, con sendos vectores 
propios correspondientes V1, V»,...,V,; y ya que los valores А; — p son distintos a cero, la matriz A — pf, 
es invertible con valores propios 1/(A;— р) y sendos vectores propios correspondientes ў;, i = 1,2,...,n. 
Puesto que 0 < |А; — p| < |А; — p| para todo i > 2, se desprende que 1/(A¡ — p) es el valor propio 
dominante de la matriz (A — о) +. Entonces, podemos aplicar el método de la potencia para encontrar 
una aproximación a un múltiplo escalar del vector v;. Con esto hemos probado el siguiente teorema. 


Teorema 8.12 (Método de iteración inversa) Sea A € M,, (IR) una matriz diagonalizable con valores 
propios A; y vectores propios correspondientes V;, i = 1,2,...,n. Si A; tiene multiplicidad algebraica 
uno, p € R es una muy buena aproximación de Xi; esto es, 0 < |M — p| < |А; — p| para todo i > 2, y 
tio = oV + соўуз +`- о, es cualquier vector tal que o 4 0, entonces la sucesión (i) definida 
por la relación de recurrencia 


(A— ріл) = Uk-1 
1 (8.71) 


> > 


e tá 
máxc (24) ^ 


donde 24 es la única solución del sistema (A — р1„)® = iig i, k = 1,2,... , converge a un múltiplo 
escalar no nulo de Y;; es decir, a un vector propio correspondiente a А}. 
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O Nota 8.7 1. La hipótesis de que A, tenga multiplicidad uno implica que A, debe ser real. 
2. La suposición de que 0 < |A; — p| < |А; — p| para todo i > 2 se hace únicamente en aras de obtener 
una convergencia rápida. En realidad, para la demostración del teorema basta que 0 < |А; — p| < 
lÀ; — o| Vi > 2, 
3. Es recomendable, para mantener estabilidad numérica, utilizar el método de Gauss con la estrategia 
de pivote parcial (cfr. apartado 8.2.4, pág. 838) al resolver los sistemas (A — р) = #1. 


» Ejemplo 8.62 En el ejemplo 8.59 se utilizó el método de deflación de Householder para hallar los 
valores característicos de la matriz 


s = 3 
A=] =7 4 -9 
=) 3 —4 
y resultó A, = —3, № = 2 y Аз = —1. Aplicar el ciclo iterativo (8.71) del método de iteración inversa 
para hallar un vector propio correspondiente a Аз = —1.«4 
Solución  Utilicemos р = —0.98, que es una “muy buena aproximación” al valor propio Аз = — 1. Para 


hallar las soluciones de los sistemas (A — р/,) 2, = itj; vamos a utilizar la función pivote. parcial 
que construimos en la subsección 8.2.4 (cfr. figura 8-6, pág. 842) con vector inicial dy = (1,1,1). Dado 
que p — —0.98, 

1.02 1.00 —3.00 


A—pl = | —7.00 4.98 —9.00 
—3.00 3.00 —3.02 


К = 1: Al evaluar la función pàvote parcial en la matriz ampliada | A— ph do | se obtiene 


zı = (198.3554,97.6842, —100.3356) 


y, por tanto, 


1 
d ===, =(1.0000,0:4925, 0.5058 
й = 9835542 -( ) 


к= 2: Al evaluar la función pivote-parcial еп la matriz ampliada | A— ph tı ] se obtiene 
Z2 = (50.4091, —25.2029.25.2067) 


y, entonces, 


adi 


= 


1 
Ld, = (1. Я —0. 
50-4091 (1.0000,0.5000, —0.5000) 


k — 3: Si repetimos el proceso ahora con la matriz ampliada | A—pB и> |], se vuelve a obtener (en 
MATLAB con cuatro cifras significativas) 


из = (1.0000, 0.5000, —0.5000) 


El lector puede fácilmente verificar que efectivamente V3 = из es un vector propio correspondiente 
a Аз =-1. wv 
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function [v, p]-iteracion inversa(A,ro,eps,m) B1-[B 00]; 

Y +*x**Método de iteración inversaxxx d=1; 
%[v,p]=iteracion_inversa(A,ro,eps,m) k=0; 

aproxima un vector propio asociado a while (d»-eps)£&(k«-m) 
fun valor propio de la matriz A. El valor k=k+1; 

/ro es una buena aproximación al valor propio, z-pivote parcial(B1)'; 
eps es el margen de toleracia y m el número [є jl2max(abs(z)); 
Ade iteraciones permisible. En la salida v es u-z/z(j); 

fla aproximación del vector propio y p el d=norm(u-u0,inf); 
/menor número de iteraciones necesarias dentro u0=u; 

/ del margen de tolerancia eps. B1=[B u]; 
n-length(A); end 

uO-ones (n,1); p=k; 

B-A-ro*eye(n); v-u; 


JA Figura 8-25 * Código en MATLAB de la función iteracion inversa. 


Programa en MATLAB para el método de iteración inversa 


La figura 8-25 contiene el código en MATLAB de la función iteracion.inversa para aproximar 
un vector propio correspondiente a un valor propio À de una matriz A que cumplen con las condiciones 
del teorema 8.12. Este programa utiliza la función pivote parcial de la figura 8-6 (cfr. pág. 842) 
para hallar las soluciones de los sistemas (A — р/„)2 = ii. del ciclo (8.71) mediante el método de 
Gauss con la estrategia de pivote parcial del apartado 8.2.4. Las entradas del programa son la matriz A, 
una “muy buena aproximación” (ro) del valor propio A, para el que se va a aproximar un vector propio 
correspondiente, y el margen de tolerancia (eps) para las iteraciones sucesivas relativas a la norma 
Il; la salida es la primera iteración о к que satisface el margen de tolerancia. 


» Ejemplo 8.63 Utilizar la función iteracion_inversa para calcular un vector propio correspon- 


diente al valor propio А = 2 de la matriz del ejemplo anterior. 4 


Solución EDU» [v k]-iteracion inversa(A,2.01,.00001,20) 


ү = 
-1.0000 
1.0000 
1.0000 
Е = 
4 
EDU> Y 


8.5.4 Método QR 


Sean A una matriz real de orden n y Qo, Ry las matrices que se obtienen por medio de la factorización QR 
del método de Householder del apartado 8.4.2 (cfr. pág. 908) aplicado a la matriz A; esto es, А = QoRo 
donde Qo es producto de matrices de Householder —por tanto Qo es ortogonal (cfr. nota al pie de la 
página 909)— y Ro es una matriz triangular superior. Sea А = RoQo, entonces ОоА Оу = QoRo = А; 
luego A y A, tienen los mismos valores característicos por ser matrices similares. Apliquemos ahora el 
método de factorización QR de Householder a la matriz A, para obtener A; = ОК] y sea A» = Ё|О\, 
entonces, por lo que acabamos de ver, A, y A» tienen los mismos valores propios y, por tanto, A y A» 
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tienen los mismos valores propios. Con esto hemos hecho plausible la demostración del siguiente teore- 
ma; la cual se puede hacer fácilmente por inducción y los detalles de ésta se dejan de ejercicio al lector. 


Teorema 8.13 Sea A € M, (R), y sean las matrices, definidas por recurrencia, 


A = Ao 
Акт = Qi a Ria (8.72) 
"E 


donde O;-1R;-1 es la factorización OR del método de Householder para la matriz Ay 1, k = 1,2,... 
Entonces A y A, tienen los mismos valores propios para todo k — 1,2,... 


Bajo ciertas condiciones generales! se puede demostrar que la sucesión (А), definida por el ciclo 
iterativo (8.72) del teorema anterior, converge a una matriz diagonal por bloques; esto es, a una matriz 


de la forma 
Bj ж Ko o... * 
O Bay ж +. + 
0 d + : (8.73) 
: ; “ы ж 
0 0 == 0 B, 


donde cada bloque B; es una matriz 1 x 1 o una matriz 2 x 2 (los asteriscos representan componentes 
escalares, no necesariamente iguales entre sí). Cada bloque 2 x 2 corresponde a una matriz con dos 
valores propios complejos conjugados de la matriz A y los bloques 1 x 1 son valores propios reales de 
la matriz A. Además, si la matriz A es simétrica, cada una de las iteraciones Az también es una matriz 
simétrica y la sucesión (Ах) converge a una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son los 
valores propios de la matriz A. Por este hecho, el ciclo iterarivo (8.72) da lugar a uno de los mejores 
algoritmos para hallar los valores propios de una matriz; al proceso se le llama método QR. 

En los siguientes ejemplos utilizaremos la función ciclo.QR de la figura 8-26 para realizar los 
cálculos en MATLAB del ciclo iterativo definido por las relaciones de recurrencia (8.72); en esta función 
se utiliza el programa fac_OR_householder de la figura 8-18, pág. 912, para realizar factorizaciones 
QR con el método de Householder. 


function P=ciclo_QR(A,m) for j=1:m 

"*e** ciclo QR(A,m) жжж [Q R]=fac_QR_householder(B) ; 
/ Calcula la iteración А т B-R*Q; 

“del método QR end 

B=A; P=B; 


JA Figura 8-26 ° Función ciclo.QR. 


» Ejemplo 8.64 Sea 
32 —36 70 45 
5 —5 10 5 
—9 10 —19 —17 
—1 2 —4 4 


А = 


16Cfr. Capítulo 8 de la referencia bibliográfica [24]. 
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Para calcular la primera iteración del ciclo iterativo 8.72, necesitamos encontrar la factorización QR 
de la matriz Ay = A con el método de Householder. Para este fin, al utilizar en MATLAB la función 
fac QR householder (cfr. figura 8-18, pág. 912), se obtiene 


0.9515 0.0886 .—0.1379 0.2603 

_ | —0.1487  —0.5660 —0.5170  —0.6247 
Qo — 0.2676 0.0911 —0.8057 0.5206 y 

0.0297  —0.8146 0.2542 0.5206 


—33.6303 37.7338  — 73.2969  —47.9924 
0.0000 —1.0779 2.0696 | —3.6495 
0.0000 0.0000  —0.5299 5.9240 
0.0000 0.0000 0.0000 1.8220 


Por tanto, 


5.3475 8.0816 31.9812 —95.4664 
A - RO, 0.6056 3.7712 —2.0378  —0.1491 
p 0.0343 —4.8737 1.9328 2.8080 

0.0542 —1.4841 0.4631 0.9485 


Podemos calcular directamente en MATLAB las iteraciones A, mediante la función ciclo, OR (cfr. 
figura 8-26). Evaluando ésta en la matriz A con los valores m — 20,30,50 y 100, tenemos entonces 


6.9984 —3.8861 17.3703. 57.7992 
—0.0036 0.6037 .—1.5341 -— 26.6116 


А = 0.0022 0.7306 —0.0909 29.5848 |” 
0.0005 —0.0394 0.0446 4.4888 
6.9999 0.7429 — 1.2448 — 58.3000 

A, | 00001 5.0001 —2.9695 38.1003 

30 | 0.0000 0.0000 0.3275 11.4161 |” 
0.0000 0.0000 0.0970 0.3275 
7.0000 0.7428 —1.2450 — 58.2972 

А 0.0000 5.0000 —2.9695 38.1046 

50 = > 


0.0000 0.0000 0.3275 —11.4161 
0.0000 0.0000 0.0970 | —0.3275 


7.0000 0.7428 —1.2450 -58.2972 | 
Au, | 0.0000 5.0000 —2.9695 38.1046 
100 | 9.0000 0.0000 0.3275 —11.4161 |` 

0.0000 0.0000 0.0970 | —0.3275 


De donde se infiere que la sucesión (A,) converge a una matriz de la forma (8.73), con 


Bi = [7], B; = [5] y Ba 


_ | 0.3275 —11.4161 
© | 0.0070  —0.3275 |' 


El polinomio caractéristico de la matriz Вз está dado por 


А2 — tra(B2)A+det(B2) = M + 1; 


así que los valores propios de A son А — 7, А = 5, № = iy № = —1.4 
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» Ejemplo 8.65 Al evaluar la función ciclo, QR en la matriz simétrica 


1 -—1 1 
A=| —1 1 
1 1 1 
en MATLAB resulta: 
2.0000 0.0000 0.0021 2.0000 0.0000 0.0000 
Ajo = | 0.0000 2.0000 0.0036 |, Ajó = | 0.0000 2.0000 0.0001 |, 
0.0021 0.0036 —1.0000 0.0000 0.0001 —1.0000 
2.0000 0.0000 0.0000 2.0000 0.0000 0.0000 
Aso = | 0.0000 2.0000 0.0000 |, Ajo = | 0.0000 2.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 — 1.0000 0.0000 0.0000 — 1.0000 


Se infiere ahora que la sucesión (Az), definida por las relaciones de recurrencia (8.72) del método QR, 


converge a la matriz diagonal A100; luego, los valores propios de la matriz A son, А = 2, А; = 2 y Аз 


—1. De hecho, el lector puede comprobar que los valores propios exactos de la mariz A son precisamente 


éstos.« 


En general, si los valores propios de la matriz A son reales y distintos entre sí o la matriz es simétrica, 
al aplicar el método QR, para k grande, la matriz A, tendrá la forma 


^i b; Pu b, 
(8.74) 


Luego, A; es valor propio de la matriz A y los restantes valores propios son los valores propios de la 
submatriz Г; entonces, en la práctica, se debe aplicar ahora el ciclo iterativo (8.72) a la matriz Г para 
obtener, a la larga, una matriz con la forma 


Ip? 
El proceso puede repetirse hasta encontrar todos los valores propios de la matriz A. 
> Ejemplo 8.66 Consideremos la matriz 

p 3 1 

A=|4 2 3 

1 2 35 

Al aplicar la función ciclo QR a esta matriz, se obtiene, que por primera vez en т = 11, la matriz 
7.5448 — 1.1881 0.7201 


Ау = | 0.0000 1.0444 2.3313 
0.0000 2.0670 —0.5892 
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tiene la forma (8.74). Entonces 


r= 1.0444 2.3313 
| 2.0670 —0.5892 |" 


Ahora aplicamos la función ciclo. OR para algunos valores “grandes” de m a la matriz Г: 


2.5653 0.3286 2.5698 0.2643 2.5698 0.2643 
Ax = , Аво = , Ато = 


2 | 0.0644 2,1101 0.0000 —2.1146 0.0000 —2.1146 


Por tanto, los valores propios de la matriz A son, aproximadamente, A, = 7.5448, A; = 2.5698 y 
Az = —2.1146.4 


Programa en MATLAB para el método QR 


La figura 8-28 contiene el código de la función metodo_OR para calcular en MATLAB los valores propios 
de una matriz empleando el método QR; el programa usa internamente la función algoritmoqrB2 
(figura 8-27) que, utilizando el procedimiento Ғас Ок householder, aplica el ciclo iterativo (8.72) 
para obtener, a partir de una matriz dada, una matriz similar de la forma (8.74). La función emite un 
mensaje si, dentro de un máximo de iteraciones permitidas por el usuario, en alguna parte del ciclo no 
se ha logrado obtener la forma (8.74) y se tiene que aumentar el número permisible de iteraciones o 
considerar la posibilidad de que no haya convergencia. 


function [P, Lambda]=algoritmoqrB2(A,m) r=r+1; 
B=A; end 
n-length(A); if r^-m 
K1-B(2:n,1); P-[]; 
r-0; Lambda-[] ; 
while (max(abs(K1))>.000001)4% (r<=m) else 
[Q R]=fac_QR_householder(B); P=B; 
B=Rx*Q; Lambda=B (1,1); 
K1=B(2:n,1); end 


Figura 8-27 ° Función algoritmogrB2. 


» Ejemplo 8.67 Utilizar en MATLAB la función metodo. ОК para calcular los valores propios de la 


matriz 
10 10 7] 
7 14 7 
w= 2 i A 
4 8 1l 


Solución EDU» W-[10 -14 10 7;7 -11 14 7;-2 2 1 -4;4 -4 8 11]; 


EDU» metodo OR(W,100) 


Proceso llevado a cabo con éxito. 
Valores propios: 
ans - 

7.0000 

-4.0000 

5.0000 

3.0000 


EDU» wv 
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function Lambdas-metodo QR(A,m) 
A4*** Método QR жжж 
/Lambdas=metodo_QR(A,m) 
/ calcula los valores propios de 
la matriz A mediante el método QR 
dentro un número máximo permisible 
/de iteraciones m. 
n-length(A); 
А1=А; 
for ј= 15-1 
[P lambda]-algoritmoqrB2(A1,m); 
if isempty (lambda)-- 
Li-[]; 
break 
else 
L(j)=lambda; 
PC aU Ds; 
P1; :250]5 
А1=Р; 
L1=L; 
end 
end 
if isempty(L1)== 
fprintf (’\nMáximo número de iteraciones excedido: VÁA3d. Nn! ,m) 
fprintf ("Incrementar el número de iteraciones о\п’) 
fprintf ("posiblemente no hay convergencia.?) 
Lambdas=[] ; 
else 
fprintf("AnProceso llevado a cabo con éxito.Nn?) 
fprintf ("Valores propios: Wn?) 
Lambdas-[L1 A1]; 
end 


"EE Figura 8-28 ° Función metodo_QR. 


7 4 -4 7 
А А А К 4 11 —9 | 
» Ejemplo 8.68 Repetir el ejemplo precedente соп la matriz С = | _ 4 —9 13 11% 


Solución EDU>G=[7 4. 4 7;4 11 -9 1;-4 -9 13 1;7 1 1 121; 
EDU» metodo QR(G,100) 


Proceso llevado a cabo con éxito. 
Valores propios: 
ans - 

23,5031 

15.6419 

2.9202 

0.8348 


EDU» и 


Puede ser que el método QR no converja a una matriz en la forma (8.73); hacemos patente este hecho 


en el siguiente ejemplo. 


» Ejemplo 8.69 Sea 
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Si utilizamos en MATLAB la función fac_QR_householder para encontrar la factorización QR de 


esta matriz obtenemos 


—0.5774  —0.4082  —0.7071 1.7321 —0.5774 —1.7321 
Qo = 0.5774 | —0.8165 0.0000 y Ro=| 0.0000 0.8165 1.2247 |, 
—0.5774  —0.4082 0.7071 0.0000 0.0000 0.7071 


entonces, 


0.3393 0.4714 —2.4495 
А = RoQo | —0.2357  —1.1667 0.8660 
—0.4082 —0.2887 0.5000 


Al evaluar ahora £ac. QR. householder en Aj, resulta 


0.5774 0.5774 —0.5774 0.5774 0.4082 0.7071 
Qı = | —0.4082 —0.8165 —0.4082 y Кі = | 0.0000 1.2247 —2.1213 |, 
—0.7071 0.0000 0.7071 0.0000 0.0000 1.4142 


y, por tanto, 


—1.0000 0.0000 0.0000 
Аз = 01| 1.0000 —1.0000 —2.0000 
—1.0000 0.0000 1.0000 


que es nuevamente la matriz A, la cual no está en la forma (8.74). 


De esta manera, si se aplica la función metodo. QR a la matriz A del ejemplo precedente, el pro- 
grama emitirá el mensaje de que se debe aumentar el número de iteraciones permisibles o de que posi- 
blemente no hay convergencia (cfr. figura 8-28). Sin embargo, calcular los valores propios de la matriz 
A es muy simple y se puede hacer manualmente (pruebe con la matriz A”). Lo mismo ocurrirá para la 
matriz del ejemplo 8.64; porque, como vimos en éste, la sucesión (Az) converge a una matriz que está en 
la forma (8.74) y los elementos en la cuarta columna de las iteraciones serán distintos de cero bajo la 
diagonal. Por esta razón el programa metodo. OR, como es natural, es limitado y conviene —cuando 
emita el mencionado mensaje— utilizarlo en combinación con la función ciclo OR para ir observan- 
do el comportamiento de las sucesiones y actuar, cuando sea posible, como se hizo en el ejemplo 8.64. 
En general, el programa metodo. OR dará resultados correctos cuando actúe sobre matrices simétricas, 
o que no lo son, pero tienen valores propios reales distintos entre sí. 


Cálculo de valores propios con reducción de Hessenberg y método QR 


Todos los métodos para estimar numéricamente valores propios son iterativos. Los procesos para efec- 
tuar cada iteración pueden requerir de una enorme cantidad de operaciones que en la práctica es inviable 
ejecutar. Una manera de atacar el problema es trabajar con matrices similares a la matriz A que tengan 
un formato que implique menos operaciones al implementar el algoritmo correspondiente. La reducción 
a la forma superior de Hessenberg, que vimos en el apartado 8.4.3 (pág. 913), es muy ütil para ese 
fin. Una ventaja sumamente importante de reducir a forma superior de Hessenberg cuando la matriz es 
simétrica, es que la reducción resulta una matriz tridiagonal simétrica (cfr. teorema 8.10, pág. 915). Este 
procedimiento, como antes, funcionará generalmente cuando se aplique a matrices con valores propios 
reales distintos entre sí o a matrices simétricas. Hacemos patente a continuación este método. 
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Algoritmo 8.11 (Método QR con reducción de Hessenberg) 


1. La matriz A se reduce a su forma superior de Hessenberg Ag. 

2. Se aplica el algorimo QR a la matriz Ag hasta que Ag, tenga la forma (8.74). 

3. La matriz Г se reduce a su forma superior de Hessenberg Vg. 

4. Ahora se aplica el método QR a la matriz Ug hasta obtener una matriz de la forma (8.74), pero de 
orden n — 1 xn-— 1. 

5. Se repite el proceso hasta que se obtiene una matriz en forma diagonal con los valores propios en 
la diagonal. 


» Ejemplo 8.70 Consideremos la matriz 
1 3 2 
ASA 3 3-2 
® NC 


Entonces, al evaluar la función reduccion. hhh (cfr. figura 8-19, pág. 916) en la matriz A, obtenemos la 
matriz similar superior de Hessenberg 


1.0000 —3.5282 0.7428 
Ан = | —5.3852 4.5862 2.9655 
O —1.9655 5.4138 


Ahora apliquemos el algoritmo QR a la matriz Ag. Utilizando la función ciclo.QR (cfr. figura 8-26, 
pág. 940) en MATLAB resulta, por primera vez en m= 15, 


8.9257 —10270 —1.6995 
Am, = | 0.0000 4.1339 —1.0289 
0.0000 —0.0008 —2.0596 


y, por tanto, A, = 8.9257. Ahora se repite el procedimiento con la submatriz 


pg. | 41339 -10089 
© | —0.0008 —-2.0596 |: 


No es necesario reducir la matriz B a forma superior de Hessenberg pues ya está en ese formato; entonces 
aplicamos nuevamente la función ciclo.QR a la matriz B, para obtener, por primera vez 


g= | 41340 —1.0281 
4 | 0.0000 —2.0597 |“ 


Así, los valores propios de la matriz A son A, = 8.9257, А = 4.1340 y А; = —2.0597.«4 


8.5.5 Método QR con reducción de Hessenberg y desplazamientos 


El método QR, aun con reducción de Hessenberg, puede tener una convergencia muy lenta si la matriz 
posee valores propios cercanos entre sí. Para lograr acelerar notablemente la convergencia de las itera- 
ciones planteamos a continuación uno de los métodos más utilizados para este fin, el método QR con 
reducción de Hessenberg y desplazamientos. 
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Supongamos que una matriz real A de orden n tiene valores propios distintos entre sí A1, A2,...,An, 
y que p es una muy buena aproximación de A,. Entonces, como vimos antes en el método de iteración 
inversa, la matriz A — pl, tiene los valores propios А — р, A2— p,..., An — p. Apliquemos el método 


QR con reducción de Hessenberg a la matriz B = A — pl; si representamos por B; = ү ] la k-ésima 
(k) 


n,n— 


iteración de este método, entonces, de manera bastante rápida, la componente 5,; , tenderá a cero y, 


por ende, 


ES 


В * 
Bi + pl, = | 


k 


Por construcción B, es similar a В = A — pln, luego B, + pl, es similar a la matriz A y tienen los mismos 
valores propios; así que A, — ple) + p. Los restantes valores propios de A son los valores propios de la 
matriz B; y se puede aplicar el algoritmo QR con reducción de Hessenberg a ésta para hallarlos. En 
la práctica difícilmente se puede disponer de una buena aproximación para A,, entonces, en cada parte 
del ciclo, se toma p igual a la última entrada de la diagonal de la iteración. Resumimos este importante 


método en el siguiente algoritmo. 


Algoritmo 8.12 (Método QR con reducción de Hessenberg y desplazamientos) 
1. Sea Ay la forma superior de Hessenberg de la matriz A. 


2. Se define por recurrencia, para cada К = 1,2,...,la siguiente sucesión de matrices Ак = lp 
(a) px-1 = a D la última componente de la diagonal de la matriz Ар_1. 
(b) Aj = py Ma = Qi í Ry (factorización QR de Ак |). 


(c) Ay = Къ 10-1 + gis. 


3. Se efectúa el ciclo iterativo definido en el inciso anterior hasta que A, tiene la forma 


B, * 
Ак = (k) . 
О ат + Pk-1 


La última componente de la diagonal de A, es el valor propio A, de la matriz A. 
4. Se repiten los pasos 1, 2 y 3 con la matriz B, para obtener el valor propio An—1; y así sucesiva- 
mente, hasta obtener todos los valores propios de la matriz A. 


Es fácil probar (se deja de ejercicio al lector) que para todo k las matrices Az y Аџ_ son ortogonal- 
mente similares. 


» Ejemplo 8.71 Calcular los valores propios de la matriz 


> 

Il 
Ne 
є_ 0 о 
ч мә ә 


del ejemplo 8.70.4 


Solución Si utilizamos la función reduccion hhh de la figura 8-19, pág. 916, para calcular la 
reducción a forma superior de Hessenberg de la matriz A obtenemos 
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1.0000 —3.5282 0.7428 

Ао = | —5.3852 4.5862 -—2.9655 

0 —1.9655 5.4138 

kel p= ao = 5.4138 y al calcular la factorización QR de la matriz A — оо, con la función 
fac QR householder de la figura 8-18, pág. 912, resulta 


—0.6339 0.5772 —0.5147 6.9629 2.8766 1.8227 
Qo= | —0.7734 —04731 0.4219 | y Ro=| 0.0000 —2.9532 1.8318 
0 0.6655 0.7464 0.0000 0.0000 —1.6335 
y, por tanto, 
—1.2248 3.8714 —1.0101 
Ai =RoQo+po = | 2.2841 8.0302 0.1212 
0.0000 —1.0872 4.1946 
k=2: py = a) = 4.1946 y Aj — pi = ОК. con 
—0.9215 —0.3796 0.0819 5.8811 —2.0779 0.9779 
Qi—| 0.3884 —0.9008 0.1944 | y А = | 0.0000 —5.1539 0.2743 
0.0000 0.2109 0.9775 0.0000 0 0.0592 
así que 
—2.0318 —0.1547 1.0338 
A2»=R1IQ0i+pmb= | —2.0017 8.8950 —0.7337 
0.0000 —0.0125 4.1368 
k=3: p; = aC) = 4.1368 y Az — pl = ОК con 
—0.9512 0.3086 —0.0008 6.4852 —1.3214 —0.7568 
Q= | —0.3086 —0.9512 0.0026 | y № = | 0.0000 —4.5737 1.0170 
0.0000 0.0027 1.0000 0.0000 0 0.0028 


entonces, 


=1.6239 3.2565  —0.7657 
Аз = R50» + pol; = 1.4117 8.4899 1.0051 
0.0000 0.0000 4.1340 


Por tanto, Аз = 4.1340 y aplicamos el algoritmo a la submatriz 


5 _ [| —1.6239 3.2565 
= 1.4117 8.4899 |" 


Ао = В, (ya está en forma superior de Hessenberg). 


k=1: fo = bU) = 8.4899, Bo — fol; = QoRo, con 
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de —0.9904 0.1382 p | 102119 -3.2252 
97 | 0.1382 0.9904 7 28 0 0.4502 


у, por tanto, 


A —2.0698  —1.7826 
B, = RoQo + Poh = | |. 


0.0622 8.9358 


k=2: 9, = bU) = 8.9358, Bı — ıb = Q1Ri, con 


| —1.0000 0.0057 g, | 11.0057 1.7826 
0 = 0.0057 1.0000 !| 0.0000 0.0101 


y, por ende, 


E —2.0597 1.8448 
В = RıQı +рр = | | 


—0.0001 8.9257 
к= 3: = bU) = 8.9257, В, — 5 = О), con 


üis —1.0000 0.0000 p | 10.9854 —1.8448 
2— | 0.0000 1.0000 Y ^"?! 0.0000 0.0000 


y, entonces, 


os —2.0597  —1.8448 
В; = 0 +06 = | | з 


0.0000 8.9257 


Luego, los valores propios de la matriz А son Аз = 4.1340, А = 2.0597 у А, = 8.9257. Y 


Ahora podemos comparar las 19 iteraciones realizadas en el ejemplo 8.70 utilizando el método OR 
con reducción de Hessenberg, contra las 7 iteraciones efectuadas mediante el método OR con reduc- 
ción de Hessenberg y desplazamientos que efectuamos en el ejemplo precedente para hallar los valores 
propios de la misma matriz. 


Programa en MATLAB para el método QR con reducción de Hessenberg y desplazamientos 


La figura 8-29 contiene el código de la función metQR. des para calcular en MATLAB valores propios 
de matrices por medio del método QR con redución de Hessenberg y desplazamientos. El programa 
utiliza internamente la función desplazamientos1 que es el código en MATLAB, contenido en la 
figura 8-30, del ciclo de recurrencia de los pasos 1 a 3 del algoritmo 8.12. 


function lambdas-metQR. des (А) Ј=А; 

/metQR_des(A) calcula los valores for j=1:m-1 

/ propios de la matriz A por el [J L(j)]=desplazamientos1(J); 
/método QR con reducción de J2J(1:m-j,1:m-j); 
/Hessenbereg y desplazamientos. end 

m-length(A); lambdas-[J(1,1); L?]; 


JA Figura 8-29 ° Código de la función песок des. 
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function [B, lambda]=desplazamientos1(A) A1=R*Q+rho*eye (n); 
n-length(A); rho-A1(n,n); 
b-A(n,n-1); b-A1(n,n-1); 
AO-reduccion, hhh(A) ; AO=A1; 
while abs(b)>.0000001 end 

rho-A0(n,n); B-A1; 

[Q К] =ғас_ QR. householder(A0-rho*eye (n)); lambda-A1(n,n); 


JA Figura 8-30 ° Función desplazamientos1. 


> Ejemplo 8.72 Calcular, utilizando en MATLAB la función metQR des, los valores propios de la 


matriz 
16 3 9 0 
3: 10 8 —8 
А = 9 8 12 —12 
0 —8 -12 31 — 
5 7 s —8 


-d оо оо -1 tA 
A 


Solución EDU» A-[16 3 9 0 5;3 108 -8 7;9 8 12 -12 8 
0 -8 -12 31 -8;5 7 8 -8 7]; 
EDU» metQR_des(A) 


ans = 

46.3364 
0.8700 
055623 
743570 

20.8744 


EDU» и 


8.5.6 Método de Jacobi para aproximar valores y vectores propios de matrices simétricas 


El cálculo de valores y vectores propios de matrices simétricas con componentes reales aparece con mu- 
cha frecuencia en una gran variedad de aplicaciones. Existen varios métodos numéricos especialmente 
diseñados para aproximar los valores propios de una matriz simétrica; en este apartado estudiaremos 
uno de estos algoritmos que es clásico y de gran uso en la práctica, el método de Jacobi. Con este proce- 
dimiento, de manera simultánea, se pueden calcular los valores y vectores propios correspondientes de 
una matriz simétrica real. Recordemos que una matriz simétrica de orden n, con entradas reales, tiene 
todos sus valores propios reales y además posee un conjunto de n vectores propios ortonormales. 

Supongamos que A € Mi, (IR) es una matriz simétrica. Definimos, en forma recurrente, la siguiente 
sucesión de matrices: 

Ay =R AiR 

К = 1,2,..., donde Ao = A y Ri, es una matriz de rotación —por tanto una matriz ortogonal— definida 
por las relaciones (8.59) del apartado 8.4.4, pág. 917, tal que el producto Rz. , Ax 1 Ri.) transforma una 
componente de mayor valor absoluto fuera de la diagonal de la matriz Ак— en cero. Dado que la matriz 
A es simétrica, es fácil demostrar por inducción que las matrices A, son también simétricas. Siendo así, 
se puede probar que 


lím Az = diag(A1,A2,..., An) = А 
Га 
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donde los A; son los valores propios de la matriz A. Luego, para k grande, 
А = ВІК; КАК Re. 


Entonces, si А = ЁЁ»... Rg, esta matriz, por ser producto de matrices ortogonales, es una matriz orto- 


gonal y 
AR = Rdiag(A1,A2,..., An). 
De esta manera, si Vi, V5,..., V, son las columnas de R, se tiene 
[ AV, AY, > Аў, ] = [ AY АУ; o AnVn ] 
y, por tanto, cada vector V; es un vector propio correspondiente al valor propio A;, i = 1,2,...,n. 


Sean ahora M = [a;;] € M,(R) una matriz simétrica y о; una entrada cuya magnitud es mayor 
que cualquiera de las magnitudes de las componentes fuera de la diagonal de la matriz M; veamos 
cuáles deben ser las entradas de una matriz de rotación R para que el producto D — R'MR transforme las 
componentes o, y o; en entradas nulas de la matriz simétrica D. Recordemos que la matriz de rotación 


К = [rij] es la matriz identidad, excepto en las entradas г, = с = rq, y rpg = —5, Гар = s (cfr. (8.59), 
pág. 921) esto es, 
columna p 
y 
1 0 0 0 
0 c =s О | «ар 
R = о Ф og “a 1 $. 4 
Оаа ug cues @ же dT e EDO 
0 0 0 1 
T 
columna q 
Así, 51 В = [bi] y 
оп c ар c ош c On d. ues. UR. wee CR зше o 
Otpl +++ Opp ... O pq $54 ар» 0 EE E + == ++ 0 
B == : : 3 
Әд др Фад Oui 0 5 c 0 
E E T ( sec cuya. Wo ume 1] 
se tiene 


bj —ag,sikzZpykzq 
Dip = OrjpC + Q gs 


Ба = 0 pS + Ос 
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para cada j — 1,2,...,n. Es decir, únicamente las columnas p y q de M son alteradas bajo el producto. 


Luego, ya que D = R'MR = R'B, es fácil ver que si D = [d;;], sólo las filas p y q de B son alteradas bajo 
el producto y 


e 2 2 

арр ppc" + Oggs” + 20pgCS 
E 2 2 

d447— Upps” + Ogg C^ — 20 ус 


dpq= Apal? — 5°) + (ода — App)es (8.75) 


Las demás componentes de D se pueden hallar por simetría con las filas de la matriz B que no se alteraron 
con el producto. Ya que А es una matriz de rotación, c = cos 0 y s = sen; por tanto, resta sólo encontrar 
el ángulo de rotación adecuado para que dy, sea cero. Para ello definamos 


ш = cot20 


cos 20 
sen20 
cos? 0 — sen? 0 


2senÓ0 cos 


2 
=$ 


2cs 
esto es, 


с2 — 52 
БЕ (8.76) 


Ya que la componente d,, tiene que ser nula, de (8.75) se debe tener, si а, 4 0, 


"NE 
COS _ Opp — Ogg 
CS O pq 
y, por tanto, 
_ lpp — Од 
"2 
O pq 
Luego, con 


1 
0 = carccot (w) 
2 
se obtiene el efecto deseado. Sin embargo, para evitar inestabilidad numérica, mejor se define 
и = tan 


y al multiplicar por 1/c? el numerador y el denominador en (8.76) se obtiene 


que conduce a la ecuación cuadrática 
и? +204=1=0. 


Resolviendo ésta, 


ш= —wo vo? +1. 
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Si w > 0, la raíz con menor módulo es 


1 
u= -w+ Vw? +1 = =. 
ш+у +1 
Mientras que si w < 0, la raíz con menor módulo es 


1 
и=—ш—\уш?-+1=— 


—u+ VWF 1 
De aquí, si sign es la función que definimos en el apartado 8.4.1 (pág. 902), la raíz de menor módulo, 
en cualquier caso, está dada por 


sign(w) 
H oo e 
lwl + Vw? +1 


y se puede demostrar que hay estabilidad numérica eligiendo este valor de и. Por tanto, el efecto de 
transformar en cero la componente a; al realizar el producto R'MR se obtiene con 


1 
y u?+1 


5 = ѕепб = cp. 


се=с050 = 


Resumimos la información precedente еп el siguiente algoritmo. 


Algoritmo 8.13 (Método de Jacobi para calcular valores y vectores propios) Sea A una matriz si- 
métrica. Para calcular los valores y vectores propios de A se procede de la siguiente manera: 


1. Se establece Ay — A. 


2. Se define, en forma recurrente, la sucesión de matrices 
1 
Ак = КЛ 16-1 


para k = 1,2,... La matriz Ry es una matriz de rotación con parámetros 


1 


V Hl 


Sk = Ckik 


Ck = 


con 


sign(wk) 


Uk = —— f 
lx] +4/w?+1 


(k-1 (k-1 
C pp беш, | 
T 


Wk = 


donde ой! es una componente de máximo valor absoluto fuera de la diagonal de la matriz? 
Airis а Lens 


1J 


7 


17 k-1 
Esto es, |a) 


> las "МЕЛТ. 
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3. Las iteraciones se realizan hasta que, por primera vez, el máximo valor absoluto de las compo- 
nentes fuera de la diagonal de la matriz ^, es menor que un valor especificado T (0 < T «& 1). 

4. Las componentes en la diagonal de la matriz Ay, del inciso anterior, serán las aproximaciones 
para los valores propios de la matriz А y las columnas de la matriz К = R¡R>-+-R; serán las 


aproximaciones para los vectores propios correspondientes, respectivamente. 


» Ejemplo 8.73 Sea 


2 =l 1 
AS o] 2 =l 
T sd 2 


Calcular los valores y vectores propios correspondientes de esta matriz por el método de Јасоы. < 


Solución Опа componente con máximo valor absoluto fuera de la diagonal de Ay = A es o == 
entonces 
_ой—ою 2 (2) _ 
QJ] = (0) = = 0; 
20:15 2(-1) 
por tanto, 
sign(w 1 
Ш = ERP = ——— = = 1, 
la |+ya+1 0-4(0?—c1 
1 1 y 
Сі = I = 5 
pil v2 И 
v2,_yY2 
51 =C = —1 = —— 
1 141 2 2 
Luego 
v2 2 
T UU. U 
=| xX Y 
m X Mx 0 
0 0 1 
y, entonces, 
Aj =R¡A0R; 
4260] 2 v2 
2 —1 1 2 2 
/2 7 eb Gi el /2  y2 " 
2 1 =l 2 2 
0 1 0 0 1 


Il 
оо | | 
o "Is "ls 


N 


0 0 
3 -y2 
2 2 
Una componente con módulo máximo fuera de la diagonal de A, es ay) = — v, entonces 


1 1 
us o - og _2- (3) v2. 
2a) 2(-V2) 4 
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por tanto, 
sign(w2) 
Ш = HAS = > 
[шә| + y/w3+1 
Luego, 
1 0 0 
m-|o E $ 
-3 Уб 
3 78 
y, entonces, 
1 o oT 1 0 0 
gs ure *® © /6 УЗ 100 
A-EARB-|U у z|o 3-2 5.975 3 |=/0 40 
s 49 v9 ple zl. vs we и 
3 3 3 3 
Y ya que 
y2 y3 v6 
$ -2 0 Эл. uw CX + 
к=ю®=| 2 go o € E [E $ $ 
3 у 
o 0 1| [0 -3 £ o -4 ж 


los valores propios de A son A; = Аз = 1 con vectores propios correspondientes v; = v2/ 2(1, 1,0), 
з = V/6/6(—1,1,2); y А = 4 con vector propio correspondiente Y, = V/3/3(—1, 1, — 1). 


Comprobación: 
VZ B v6] v2 Ууз v6 
2 3 E Bo 7 4€ Е, 
ЖАЙ = у? v3 v6 -1 2 -1 у? уз v6 = 
2 3 6 T c 2 2 3 6 
o A Y o E We 
3 3 3 3 
1 0 0 
=] 0 4 0 v 
0 0 I 


Se deja como ejercicio al lector la implementación del algoritmo 8.13 en MATLAB o en algün otro 


lenguaje de programación. 
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8.6 Ejercicios propuestos 


El lector encontrará la respuesta a los ejercicios en cursiva en el apéndice E al final del libro. 
Aritmética de la computadora y errores de redondeo (respuestas en página 1099) 


En los ejercicios 1 a 8 representar el número R en aritmética de punto flotante con n cifras significativas 


(a) mediante truncamiento y (b) por redondeo. 


| Кетет, 5 R=sen(7/8),n=4. 
2 R—2,n—4. 6 К = 0.9999999, п = 5. 
3 В=е,п=4. 7 R=0.000018,n=4. 
4 R—45,n-5. 8 R=0.000018,n=5. 


En los ejercicios 9 a 18 calcular (a) el error absoluto y (b) el error relativo que se comete al aproximar 


el número R con el número R*. 


9 R=9!,R*=365000. 14 R= v3, R* = 1.732. 

10 R= 121, R* = 47000000. 15 К= п, Е" = 3.1416. 

її R=1/3;R" = 0.393. 16 = е, К" = 1. 

12 К= 1/6, К = 0.6666. 17 К=е, К = $. 

13 В= ү2, К = 1.414. 18 R = соѕ(1), R* = 0.5417. 


En los ejercicios 19 a 23 encontrar el mayor intervalo (а, b) en el que debe estar R* para aproximar a R 


con un error absoluto inferior a e. 


19 R=Ble=10%, 23 R = 5300, € =2 x 10. 

20 R=540,8=107, 24 Repetir el ejercicio 19 si el error es relativo. 
2f. R=1W65.0=107, 25 Repetir el ejercicio 21 si el error es relativo. 
22 R=Tbhe=10", 26 Repetir el ejercicio 23 si el error es relativo. 


En los ejercicios 27 a 32 realizar la operación indicada (a) en forma exacta, (b) con aritmética de punto 
flotante con truncamiento a tres cifras significativas, (c) con aritmética de punto flotante con redondeo a 


tres cifras significativas. 


3 5 1 3 il 
27 7+5 302+$—3 
28 2+1 ра а. 
3 4 3 3 T 
29 3.1 321-241 


Métodos directos para resolver sistemas lineales (respuestas en páginas 1099-1100) 


En los ejercicios 33 a 38 aplicar el método de Gauss —algoritmo 8.1, pág 823— para resolver el sistema 


lineal dado o determinar si no tiene solución ünica. 
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33 Xx + X2 — X3. T X4 = 2 
2x, — Зо + x — x= 8 
xy — 20 + Зх + 2x, = 15 
3x — x» — x — 3 = -2 
34 2x — na + x + 34 = 6 
Зу — x + 2x + м = 0 
2x = 2x + x + 2x, = | 
2x1 + x + X3 + 3x4 = 10 
35 Xx + X2 = Xx + X4. = 2 
2x, — Зо + x — x4 = 8 
—X| + 40 — x4 + 5x = 6 
Зр — x» — xy — 3x4 = -2 
36 Xj = Xx + 2x3 + Xa + Xs = 9 
X| — X2 — Хз + м — xs = -—l 
= + X + X4 — 2x4 + 2x, = 2 
2x1 — 2х + 3x — м + 2x; = 13 
х + 22 — x — 2x4 + x5 = —3 
37 а= X + x + хм + 2x4 = —2 
2xj = x? + 2x4 + 24 + x = -—2 
2x. + x; — 2x + x4 + 2x; = 4 
—X| + X) — ав + 2x4 + x% = 2 
2xi X2 X3 + 2х5 = 0 
38 X] = Xx + 2x3 + 3x4 + Xs = 1 
—x| + 2x + X3 + 3х5 = 5 
—2x| + a + x — хл + 205 = 0 
2x — 3x + 3x4 — x4 + xs = —7 
Зу — x + 2x + % = 0 


39 Adecuar el programa sistemas_gauss de la figura 8-3, página 826, para construir una función en 
MATLAB, o en algún otro lenguaje de programación, que calcule determinantes de matrices cuadradas. 


En los ejercicios 40 a 45 hallar la inversa, si existe, de la matriz A por medio del algoritmo 8.2 (pág. 828). 


E iE 
40 A=|2 -1 1 43 A= 
Loi 1-11 2 
3-36 10 
“1 12 1 
2 -1 1 - Ld 3 
4 A=|1 2 I|. 444-|-2 1 11 2 
5 54 1 -1 2 -3 
3-1 12 1 
Мет 1-12 32 
кыа -1 2214 
42 A= 45А=| 2-25 3 1 
1-112 
3o TT 1-1221 
3 -3 697 
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En los ejercicios 46 a 53 hallar la factorización LU de la matriz A de acuerdo a como se explicó en el 
apartado 8.2.3 (cfr. ejemplo 8.9, página 834). 


Ti aaa 
44 A=|2 3 2 50 A= : 
3 135 3 2 5 
1 1 3 -6 
TIL Dp 21 
4 A=|1 1 1 |. 51 A= | 
3» 5 -1 321 
-1 231 
1-1 31 2 
3 -1 4 1-2 -3 2 -1 
48 A=| 2 13 52 A=| 3 2 84-2 
-2 12 2-4 41 3 
-2 3 21 4 
ЧЕ |! 21 14 
03 ы, 1 11-16 
49 A= 53 А=| 2 -2 1 2 4 
4 -2 5 
a Aa 2-12 14 
4-22 21 


En los ejercicios 54 a 57 encontrar una matriz de permutación P, una matriz triangular inferior L y 
una matriz triangular superior U tal que PA — LU. (cfr. ejemplo 8.11, pág. 837 y la discusión que le 
antecede). La respuesta puede no ser ünica. 


i =i 20 Lot d 1 
2 -2 3 -1 2 -—R 1 3 
96 Sly X. б Sm do 3 у 
3 35 ы) à 4 35 
D$ 3 2.3- 1 
2 ф 3 mp > 12 
e Ala 3 qw IEEE 
$ To» ї “1-21 


Utilizar las factorizaciones LU de las matrices de los ejercicios 46, 51, 54 y 57, para resolver los sistemas 
lineales con la misma matriz de coeficientes contenidos en los ejercicios 58 a 61 (cfr. ejemplo 8.10 y la 
discusión ulterior al ejemplo 8.11). 


58 x + x + 2x = 1,2.5 
2x1 + 3x» + 2x = 2.1.7 
Зх + x + 2x = —5,4,5 


59 2x, == d. T 3x3 T Xy = а; 5, 8 
Xx — x + 23 + x4 = 2,4,6 

= + Зо + 2x + x, = 2,—2,0 

—x, + 20 + 33 + x, = 0,—L2 


60 X0 — X2 + 2x з == Xa = 
2x1 = 20 + Зз — x4 = 

хл — P e г X; + 2x4 = 

Зур = 20 + 5x — 2м = 
61 х + 20 + 3x4 + x = 
—x| = 20 + x + 2x = 

2x j] E 3x2 + бх 3 + 3x4 = 

X + X2 + 2x3 + X4 = 
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11,3, 10 
11,18 
0, 10, 12 

2% 13,20 


=g 
6-23 
14,34. —6 
eu ed 


Resolver los sistemas de los ejercicios 62 a 65 (a) con el método de Gauss (algoritmo 8.1) y (b) con la 


estrategia de pivote parcial mediante aritmética de punto flotante con redondeo a tres cifras significativas. 


62 0.05x; — 15.22 = 15.7 
6.35x; + 740 = 56.1 
63 —]5.2303 + 0.05» = 15.7 
Táx + 6.350 = 56.1 


64 0.04 + 57.30 = 57.7 
8.32x4.— 53335. = 76.9 

65 573x, + 0.040 = 57.7 
—6.3x1 + 8.325 = 76.9 


En los ejercicios 66 a 71 resolver los sistemas lineales AX = b por el método de Gauss mediante la 


estrategia de pivote parcial. 


Z d 3 Xi 16 
66 $ 2 3 x |= | 5 
5. 3.1 X3 5 
É.2 3 xi 5 
6 | ETE 32 “a |= | -15 
10 4 1 X3 33 
1 6 3 ХІ —5 
688 | -3 3 | x |=| —6 
9 12 -6 X3 23 
Dcus 1 xi 5 
dl == 1 љ |_|-7 
e T d 2 2j x | | 12 
3- 3 ф 7 X4 c 
AE NES NE. xi 9 
з ыр 3 al |4 
Ml 1 o3 xl |2 
© 3. Z aj X4 5 
| Ж p x5 ET E | | ^5 
3- X 4 Í хо | _ 4 
TEX. Y: oa a adle 7 
D. % $ d Xa 2 
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72 Resolver el sistema lineal 


SIS =322 1.02 Xi —1.11 
4.13 10.3 -=1.12 Xx» pel =3:25 
1.07 0.885 0.832 X3 —0.238 


por el método de Gauss con la estrategia de pivote parcial escalado con aritmética de punto flotante 
redondeando a tres cifras significativas. 


73 Resolver el sistema lineal 


3:12 5.23 0.821 xi 8.35 
4.13 11.5 =1.13 a» | ж | =7.17 
1.00 0.896 0.833 Xa 0.194 


por el método de Gauss con la estrategia de pivote parcial escalado con aritmética de punto flotante 
redondeando a tres cifras significativas. 


En los ejercicios 74 a 79 resolver los sistemas lineales por el método de Gauss con la estrategia de pivote 
parcial escalado. 
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80 Resolver el sistema lineal 


21,33 18.2] «30:27 Xi 21,27 
=2,23 32.00 —1,11 xs |= 26.44 
AS 4242. =238 X3 19.31 


por el método de Gauss con la estrategia de pivote total y con aritmética de punto flotante con redondeo 
a cuatro cifras significativas. 


81 Resolver el sistema lineal 


18.24 21.22 —40.38 Xi —60.46 
=3.11 31.00  —1:24 à» | wm 55.17 
=Һ 1002 —22] X3 12.06 


por el método de Gauss con la estrategia de pivote total y con aritmética de punto flotante con redondeo 
a cuatro cifras significativas. 


En los ejercicios 82 a 87 resolver los sistemas lineales por medio del método de Gauss con la estrategia 
de pivote total. 


83 


86 


87 


2. =2 1 1 XI 1 
85 ї =] 995» =l X2 40 


p] c 2 58 7 Xs 26 
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Métodos iterativos (respuestas en páginas 1100-1101) 


Sean E un espacio vectorial y 5 un subespacio de E. Se dice que p Є 5 es un punto fijo de una función 
g:S— E si g(p) = p. En los ejercicios 88 a 95 hallar los puntos fijos de la función g. 


88 s(X) 2x, ES =R. 

89 р(х) 232-6, E— 5 = В. 

90 g(x) 2x5 -х+1,Е= 5 = К. 

91 g(x) = ѕепх. Е = S = К. 

92 g(x,y) = (2x—y,x—y), Е = 5 = R. 

93 g(x,y) = (2х +у,х+2у), Е = 5 = К. 

94 g(f) = f', E = С(—,), 8 =C!(—0,00). 
95 g(A) = А2, E = S = 9 (R). 


96 Sea f una función con valores reales definida en un intervalo J. Se dice que f es una función de Lipschitz 
en J si existe una constante L > 0 tal que 


Ро) – Д(у)| € Llx— »| 


para todo x, y € J (cfr. nota 8.3, pág. 852). En tal caso L es una constante de Lipschitz para la función f 
en el intervalo J. Demostrar que si la función f tiene primera derivada acotada en el intervalo J; esto es, 
existe M > 0 tal que |f'(x)| < M para todo x € J, entonces f es una función de Lipschitz en J y M es 
una constante de Lipschitz para f en ese intervalo. 


97 En relación con el ejercicio 96, demostrar que la función f(x) — sen(x) es una función de Lipschitz en 
J = К. Determinar la menor constante de Lipschitz para esta función en J. 


98 En relación con el ejercicio 96, demostrar que la función f(x) — arctan(x) es una función de Lipschitz 
en J — IR. Determinar la menor constante de Lipschitz para esta función en J. 


99 La función f(x) = 27“ tiene un único punto fijo p en el intervalo J = [0, 1]. 


(a) Mostrar que |f" (x)| < E? para todo x € J. 


(b) Sea a = n2, utilizar la información del inciso anterior y la fórmula (8.17) del corolario 8.1 (cfr. 
pág. 852) para hallar la primera iteración de punto fijo que aproxima a p con un error menor a 
107* 6i Xy 0,5. 


100 Sean 1? y |11) las normas matriciales naturales subordinadas a las normas vectoriales ||-||.. y ||-]|' 
de R”, respectivamente. Mostrar que para toda A € Mi, (IR) se tiene: 


(a) [А419 = ПА“. 
(b) АЧ? = pA]. 


101 


102 


103 


104 


105 


106 


107 


108 
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Sea A € Mi, (IR), entonces la matriz A'A es simétrica y semidefinida positiva; esto es, X' (A'A)X > 0 para 
todo ¥ € R”. Sea |||, la norma vectorial euclidiana; es decir, ||| = VY-X, demostrar que la norma 
matricial natural subordinada a ella, ||-||®, está dada por 

ПАП = (ena (44) 
donde 


C máx (A A) = máx (o : с es valor propio de A'A} . 


Sea |||) la norma matricial natural que proviene de la norma vectorial euclidiana ||. 2, probar que 


[AO = máx АХ 


1912=11=1 
Mostrar que a? = lA P. 
Se define, para cada A € M, (IR), 
ПАП, = ута(д'А). 
Mostrar que ||-|| es una norma en el espacio W, (R). ||-|| - se Пата norma de Frobenius. 


Sea ||: ||; la norma de Frobenius definida en el ejercicio anterior. Probar que, para cada A € Mi, (R), 


x 1/2 
[Ак = р J 
¡=1 


donde o;, i = 1,2,...,n, son los valores propios de la matriz simétrica A'A. 
Sea |.|; la norma de Frobenius de los dos ejercicios previos, mostrar que: 


(a) ||Ax||, < I|A|| y 11, para todo X € R” y para toda A € Mi, (R). 


(b) ||АВ||„ < [|А||„ ||B|| ; para todo par de matrices A, В € Mi, (R). 


Calcular ||1,||„. 


En los ejercicios 108 a 115 encontrar la primera iteración х; que, mediante el método de Jacobi con 
cota para el error (algoritmo 8.5, pág. 866), aproxima a la única solución del sistema lineal con un error 
inferior al valor e, tomando como vector inicial del ciclo iterativo al vector Xy (cfr. ejemplo 8.22 pág. 
862). Hacer los cálculos con calculadora sin utilizar programas de computación. 


50xi + 2x —  4xs =  —48 
40x 2 “т 3x4 = 37 

— 2x + 60x — Xs =  —61 

2х1 + 70х4 = 72 
4% —2x4 + 80x; = —74 


e = 0.01, % = (—2, 0, —2, 0, 0). 
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109 —75х1 = 3x3 E X4 — Х5 = 
—2x1 = 65x» = X3 + 2xs = 
zx Æ х — 85x + 3X4 = 
= = 2х2 = 2x3 + 80x4 = 
—3àx + 2х —2x4 + 1x5 = 
€ =0.01, Xo = (0, 1, 0, 1, 0). 
110 95x, — А — 3x + X == 
—2x — 75x, — 2x4 + X5. = 
— 30 + 80x33 + 4м — 2x5 = 
Xp F 5x2 — 3x3 — 85x, = 
И. ue 5x» + 3x4 + 70x; = 
€ = 0.001, х0 = (0, 2, —1, —3, —4). 
111 50x + 3x2 — 4x + 2x; = 
+ 79x; — Xa = X4 + xs. = 
=x] = 4X» E 95x5 = 3x5 = 
2x1 — Xx + 2x; — 80м = 
3x1 — 3x2 — 2х4 + 75х5 = 
€ =0.01, Xo = (-2, 2, 3, 1, 0). 
112 80x, + 3» — X3 E х5 = 
+ 850 — X3 — X4 — 23s = 
=x] — хә + 95x — 3x, = 
Xx = Xx + 2x — 90x = 
=й = 2% + x4 — 90х5 = 
€ = 0.001, Xp = (0, —2, —1, 2, 0) 
113 90x; + хә E X4 — da^ == 
= 85x; e 2x3 -— ХА == Xs = 
— 3x; + 100x3 + 3x4 — dye. == 
ЭХ == 2% == X3. E 80x4 = 
—X| — 2x4 — X3 — 200x; = 
e = 0.001, Xo = (1, — 1, —2, —5,0). 
114 90x — X?) + 3x3 — Xs 
—3àx; + 100% = X4 = X5 
= Xx + 200x; — 5x4 + 2X5 
Xi + 3%, = Bu = Xs 
Xj = X2 — хз + 2x4 — 300x5 
2x1 — 3x9 + 2x3 — X4 
€ = 0.0001, % = (—2, 1, 0, —1, 0, — 1). 
115 100x; + 4x» — 5x4 — EL 
eA T 300x» Em XA — X5 
Xi = x2 — 400x3 + 3x4 — 2xs 
— 2x2 + 4x3 — 550x, 
—=2x1 — 3x2 + 2x3 — x4 —  200xs 
X0 = X» + Xx = 5x4 


—272 
206 
218 
187 

—310 
192 


—332 
—610 
—387 
=2197 
210 
1480 
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En los ejercicios 116 a 121 calcular la primera aproximación х, de la única solución del sistema lineal 
AX = Б, que satisface ||, — X, .;|| < б, mediante el método de Jacobi con margen de tolerancia entre 
las diferencias de iteraciones sucesivas (cfr. algoritmo 8.6, pág. 872 y el ejemplo 8.27), tomando como 
aproximación inicial el vector х0. Calcular también ||7 ||, donde T es la matriz definida para cada 
sistema por la relación (8.31) de la página 866. 


20 0 1 19 0 
116 4= | 0 50 -1 |,b= 9 | z= | 1 |,6— 0.001. 
1 1 80 81 0 
10 -1 0 12 0 
117A=| 0 20 -1|,5=| -37 |, 392 | -1 |,9=0.01. 
1 =1 30 —87 = 
4 з TO 1 0 
5 330 — 9 0 = 0 
118 A= 0-2 3 1 0]|,5= 2 | %=|0|,59=0.01. 
ep Y 46 0 = 0 
2 TAS =й 0 
"M DT 7 0 
2 6-10 1 26 1 
19A=|-1 0 83 0Ol,j,ó=| 24|,%=| 3|,6=0.01. 
"WE 09 i d 2» 
0—1 24 10 14 1 
lo X Ab ыі 12 0 
$ об 20 9 2 0 
120A=| 1-2 300 -2|,5=| —27 |,392| 0 |,9=0.01. 
1 0-45 20 —10 0 
1 0-11 40 39 0 
0 2 eL yal = 0 
2? Эф A ф 3 28 1 
1214=| 1 -2 30 0 -2|,5=l| 89 |.%=| 2 |,4=0:01. 
íi d 4 30 5 —63 = 
1 б 1 1.4 —86 =i 


En los ejercicios 122 а 127 encontrar la primera iteración X, que, mediante el método de Richardson 
con cota para el error (algoritmo 8.7, pág. 883), aproxima a la única solución del sistema lineal АХ = b 
con un error inferior al valor e, tomando como vector inicial del ciclo iterativo al vector xo (cfr. ejemplo 


8.33, pág. 882). Hacer los cálculos con calculadora sin utilizar programas de computación. 


1 0 1/0] 78 70 
122 A= | —1/40 1  0|,5b=| 158 |,%=| 150 |,є=0.01. 
1/80 0 1 —81 —60 
1 -1/100 1/57 | [-9 80 
123 A= 0 1 -1/50 |,b=| 9 |,%= | 80 |,==0.001. 


1/100 0 1 199 150 
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1 O —1/40 1/80 -152 ] —140 
Lo 1 -1/8 ola | -318|  |-300 | __ 
Е о о io X]. 159] ese 
O -1/80 1/40 1 320 300 
1 -1/200 0 1/200 —788 —900 
Е 0 1 1/200 -1/200 | ; | -1598 | | -1500 | _ 
мел p 0 i140 [2 | пер 1399 |609 
O —1/200 1/200 1 814 700 
1 0 1/80 1/40 83 75 
|| 1/8 10 UT ue | eme. fem. 
HeA-| luo о 1 oa 7| n as] т; 6-000. 
0 1/40 1/40 1 80 75 
10 0 1/250 —1/250 506 600 
0 1 1/500 —1/500 0| | 504 600 
127 А= | -1/500 0 1 1/500 -1/250 |,B=| —997 |, | -800 | ,e=0.001. 
0 0 -1/500 1 0 1002 800 
1/500 0 0 —1/500 1 —501 —400 


En los ejercicios 128 a 131 calcular la primera aproximación Xy, de la única solución del sistema lineal 
AX = D, que satisface ||X — Xi. .1|| < б, mediante el método de Richardson con margen de tolerancia 
entre las diferencias de iteraciones sucesivas (cfr. algoritmo 8.8, pág. 886), tomando como aproximación 
inicial el vector xo. Calcular también ||T ||", donde T = 1, — A (cfr. apartado 8.3.4, página 880). 


1-12 y2] | [20 7 
milo 1181 el 6 |,&=| 1.001 
0 -1/4 1 18 15 
| x5] [1 4 
pede] e 1 еа [Ee] leelo 
13 0 a 10 8 
1 —1/50 0 1/25 94 90 
Lo 1 -1/25 lis | te | -9 | 
As | A 1 1/100 |°2= | зоо |»% up 49-995 
0 —1/50 1/100 1 —195 —210 
1 -1/200 0 1/100 —196 —210 
Е 0 1 1/100 1/20| ; |-45| , |-30| ,. 
moe 0 —1/20  .1 чю рео | —| ш «9 - 6001 
1/100 1/200 0 1 196 200 


En los ejercicios 132 a 139 calcular la primera aproximación Ху, de la única solución del sistema lineal 
AX = b, que satisface || — Xi. || < б, mediante el método de Gauss-Seidel con margen de tolerancia 
entre las diferencias de iteraciones sucesivas (cfr. algoritmo 8.9, pág. 891), tomando como aproximación 
inicial el vector X. 


132 AX — b es el sistema del ejercicio 108, хо = (0, O, O, 0, 0), $ = 0.001. 
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133 AX = Р es el sistema del ejercicio 110, xy = (0, 2, —1, —3, —4), ô = 0.01. 
134 AX = b es el sistema del ejercicio 109, xy — (0, 1, 0, 1, 0), ó — 0.001. 

135 AX = D es el sistema del ejercicio 112, xy = (0, —2, — 1, —2, 0), 6 = 0.01. 
136 AX — b es el sistema del ejercicio 111, xy = (—2, 2, 3, 1, 0), 4 = 0.001. 


137 AX = Б es el sistema del ejercicio 114, xy — (—2, 1,0, —1,0, — 1), 6 — 0.01. 


138 Ах = b es el sistema del ejercicio 115, xy = (—2, —1, 2, 3, —2, —6), ó = 0.001. 
139 Ax = D es el sistema del ejercicio 113, x; = (1, — 1, —2, —5, 0), б = 0.0001. 

140 Repetir el ejercicio 116 pero con el método de Gauss-Seidel y sin calcular ||T 
141 Repetir el ejercicio 117 pero con el método de Gauss-Seidel y sin calcular ||T 
142 Repetir el ejercicio 118 pero con el método de Gauss-Seidel y sin calcular ||T 
143 Repetir el ejercicio 119 pero con el método de Gauss-Seidel y sin calcular ||T 


144 Repetir el ejercicio 120 pero con el método de Gauss-Seidel y sin calcular || T 


145 Repetir el ejercicio 121 pero con el método de Gauss-Seidel y sin calcular ||Т 


En los ejercicios 146 a 151 aplique el algorimo 8.10, página 898, para hallar la inversa de la matriz B 
con un margen de tolerancia ó. 


1.0000 0.1000 

58 | 0.2000 1.0000 |a= 001. 
0.8800 0.0100 

Dues | —0.0100 0.8900 |a= 001. 
1.0000 0.0100 —0.0200 

148 B= | 0.0000 1.0000 —0.0200 |, 6 — 0.001. 
0.0100 —0.0100 1.0000 
0.8800 —0.0100 0.0200 

149 B= | 0.0200 0.9800 —0.0200 |,9=0.01. 
0.0200 —0.0100 08700 
—0.0100 0.0100 —0.0200 

150 B= | —0.0400 1.0000 —0.0300 |,5 — 0.001. 
0.0200 —0.0300 1.0000 
0.9000 —0.0100 —0.0200 

151 B= | 0.0100 09500 —0.0300 |, 6 — 0.001. 
0.0200 —0.0100 0.9000 
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Transformaciones Householder (respuestas en páginas 1101-1103) 


En los ejercicios 152 a 161 utilizar las relaciones (8.56), pág. 905, para encontrar la matriz de Househol- 


der Н tal, que la función x — AX tranforma el vector ii = (u1,u5,...,u,) € R” en un vector de la forma 
(0,0,...,0) ER”, cona = —sign(iii) ||ii||. Realizar los cálculos sin usar programas de computación. 
152 й= (1,2,2). 157 й=(—8,4,—1) 
153 #=(1,—1,—2) 158 й = (-3,2, 6) 
154 ¡=(4,-7,-4). 159 #=(1,—1,5,—3). 
155 ii— (—2, —3, 6). 160 ii = (2, —4,5,2). 
156 й = (4, —2,4). 161 ï= (—4, 1,4, 4). 


162 Si H es una matriz de Householder de orden 2, demostrar que H tiene la forma 


donde abceRya+b? == |: 


En los ejercicios 163 a 170 hallar la matriz de Householder Н tal que la aplicación x — Hx transforma 
al vector dado ii en el vector Ни que satisface la condición indicada. (cfr. ejemplo 8.43 y discusión que 
le precede, pág. 907). Realizar los cálculos sin el uso de programa alguno de computación. 


163 zi = (-8,4,-—3), Ни tiene la tercera coordenada igual a сего. 
164 ii = (1,—1,4, —3), Ни tiene la última coordenada igual a cero. 


165 z = (3, —3,2,—6), Hii tiene las dos últimas coordenadas iguales a cero. 


166 ii = (1,2, —3,6), Hii tiene las dos últimas coordenadas iguales a cero. 

167 й = (2, —7,—4,4), Hii tiene las dos últimas coordenadas iguales a cero. 

168 ii = (—4,4,—2,4), Ни tiene las dos últimas coordenadas iguales a cero. 

169 i = (1, —4, —3, — 1,3, 1), Ни tiene las cuatro últimas coordenadas iguales a cero. 
170 ii = (1, —4,1, — 8,4), Ни tiene las dos últimas coordenadas iguales а cero. 

171 Demostrar que si ii y X son un par de vectores en IR", entonces 


(ин! )х = (и'х)и. 
Sean ii € IR" un vector tal que ii: i = 1 y H = І, — 2iüi' la matriz de Householder que este vector define. 
Sea 


5 = gn(i). 


Sabemos (cfr. ejercicios propuestos 95 a 101 del capítulo 4, pág. 389) que entonces IR" = $c S^, donde 
SŁ es el subespacio ortogonal de 5. Luego, todo vector X € IR" se puede escribir, de manera única, en la 
forma 


X=X9+HXgL 
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donde X; € S y Xy. € SŁ. Utilizar esta información para demostrar las afirmaciones contenidas en los 
ejercicios 172 a 179 relativas a H. 


172 Si X € S, entonces HX = —X. 
173 Si ¥ € S+, entonces HX = X. 


174 Si ¥ = Xs + X1, Xs € Sy Xg € S^, entonces 


175 Н? es una involución; es decir, Н? = I. 
176 Н sólo tiene los valores propios А; = 1 y № = —1. 


177 Ex, =S y Ej, = SŁ; es decir, los espacios propios de Ал = —1 y Ау = 1 son, respectivamente, S y su 
complemento ortogonal. 


178 det(H) — —1. 
179 Н es una isometría relativa a la norma euclidiana (||| = vii: ii; esto es, 
Нх]| = |51. 


180 Sean ii y V un par de vectores еп R” que son distintos entre sí y unitarios; es decir, 4-4= 1 y V-V= 1. 
Mostrar que existe una transformación de Householder X — Hx, tal que Ни = V. (Sugerencia: tratar con 
H = 1, — 2Ww!, donde w = (0 — v)/ |[ú — v||, con || - || obviamente la norma euclidiana). 


181 Si 


(a) Encontrar el vector unitario zi tal que la transformación de Householder х — Hx transforma la 
primera columna d, de la matriz A en el vector Há, = (a,0,0,0), donde a = — ||& ||. 


(b) Sin determinar explícitamente la matriz H del inciso precedente, calcular el producto HA (cfr. 
discusión ulterior a la proposición 8.8, pág. 902). 
182 Si 


I] =? =з =l 
=з 1 2 1 
1 E. sx = 
=5 2 2 1 


A= 


(a) Encontrar el vector unitario zi tal que la transformación de Householder х — Hx transforma la 
primera columna & de la matriz A en el vector Há = (0,0,0,0), donde o = — || ||. 


(b) Sin determinar explícitamente la matriz H del inciso precedente, calcular el producto HA (cfr. 
discusión ulterior a la proposición 8.8, pág. 902). 
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183 


184 


185 


189 


190 


193 


196 


197 


En los ejercicios 183 a 187 hallar, haciendo las operaciones manualmente como se hizo en el ejemplo 
8.44 de la sección 8.4.2, la factorización QR de Householder para cada una de las matrices ahí dadas. 


1 —1 1 m. 1 2 
A= 2 3. Til 186 A= 2, eR =] 
=2 4 6 6 3 4 
2 E =l Ll. =9 ж] 
A= =] =3 4 187 A= | —4 -4 3 
2 —4 3 MEL NEL 
2* va oum] 
A= 3- 27 1 
-6:. 29 5 


Utilizar las factorizaciones QR calculadas en los ejercicios 183 a 187 para resolver los sistemas lineales 
de los ejercicios 188 a 192. Proceder como se resolvió el sistema del ejemplo 8.44. 


й = y" ZE 3 191 —3x + y = 22 = =l 
2x + Зу + z= 1 2х — 4y — z = -7 
—2x + 4y + 6 = = бх + Зу + 4A = —12 
dX F y = . =l 192 x = Ой = g= [б 
—x — Зу + & = 1 —4х — 4у + 3z = 15 
AX = HE E 132 о 7 б => F — DE c5 
2x + Ау — z= 5 
3x. + 2y + £z = 31 
—-60x + 23y + 5g = 22 


Demostrar la generalización del teorema 8.9 para matrices rectangulares: 


Teorema: [Factorización QR para matrices rectangulares] Si A es una matriz real de tamaño m x n 
con m > n, entonces existen dos matrices, О € Mi, (R) —matriz ortogonal, producto de matrices de 
Householder— y una matriz triangular superior Re M, (IR), tal que 


A — QR 


donde R — 


Ü mnn 


Utilizar el resultado del ejercicio precedente para hallar las factorizaciones QR de las matrices de los 
ejercicios 194 y 195. No utilizar programa alguno de computación. Realizar los cálculos en forma exacta 
(obviamente se puede usar calculadora). 


1 —21 1/6 2 -2 —2/7 
-1 -3 25 -4 -10 -2/21 
A = PS 195 A;— 48 E 
42 21 
9 
3 2 E 2 5 1/21 
Utilizar el resultado del ejercicio 194 para resolver el sistema Aı¥ = | 43 5 17 —1 Ï. 
Utilizar el resultado del ejercicio 195 para resolver el sistema A2x=| 6 —292 —265 146 |. 


198 


199 


202 


203 


206 


207 


208 


209 


210 


21 


ч 


212 
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En los ejercicios 198 a 201 reducir la matriz A a su forma similar superior de Hessenberg por el método 
dado en el apartado 8.4.3; es decir, encontrar una matriz ortogonal H tal que Z — H'AH esté en forma 
superior de Hessenberg. Realizar los cálculos sin el uso de programa alguno de computación y en for- 
ma exacta (obviamente puede auxiliarse de una calculadora) 


=i 2 j = 1 3 

A=| =, =i o] 200 A=| 8 -2 -1 
4 3 1 es dq 2 
13 13 —26 i? =i7 34 

A=|-5 26 0 201 А= | -15 -34 17 
12 39 0 #& =17 7 


En los ejercicios 202 а 205 encontrar la reducción a forma superior de Hessenberg de la matriz indicada; 
trabajar con calculadora o utilizar la función householder1 (cfr. figura 8-17) en MATLAB como se 
hizo en el ejemplo 8.47; presentar los resultados redondeados a 4 cifras decimales. 


га 1-1 2-1 1 

2- 4. ue 1 2-3 1-2 

A= 204 A=|-5 2-4 1 —2 
1 2 r i 

E q 3 3-1 1 2 

1-1 1-1 $5 

IP. ta 33 2 1-1 4 

Шы 2 1 4-3 2 1-1 

A= 205 A=| -2 2-1 1 3 
-2 1 1 2 

кт 3 Ss 1-11 2 

2- 2-2 1 i 


En los ejercicios 206 a 215 se recomienda utilizar, cuando así convenga, las matrices de rotación y de 
Givens definidas en (8.59) y (8.60), respectivamente; y las relaciones (8.63) y (8.64) del apartado 8.4.4. 


Hallar la matriz de rotación y el vector que resulta de rotar i = (1, 1) treinta grados conservando su 
norma. 
Hallar la matriz de rotación y el vector que resulta de rotar й = (1, 1) cuarenta y cinco grados conser- 


vando su norma. 


Hallar la matriz de reflexión y el vector que resulta de reflejar и = (3, 1) sobre la recta x = 0 conservando 
su norma. 
Hallar la matriz de reflexión y el vector que resulta de reflejar i/ = (3, 1) sobre la recta у = x conservando 
su norma. 
Encontrar la matriz de reflexión que al vector X — (— 1, 4, 3) lo transforme en un vector cuya tercera 


componente sea cero, deje invariante la primera coordenada y preserve la norma. 


Encontrar la matriz de reflexión que al vector ¥ = (2, 3, —4, 1) lo transforme en un vector cuya tercera 
componente sea cero, deje invariante la primera y cuarta coordenadas y preserve la norma. 


Encontrar la matriz de rotación que al vector x = (2, —3, —4, —1) lo transforme en un vector cuya 
tercera componente sea cero, deje invariante la primera y cuarta coordenadas y preserve la norma. 
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213 Si 


195 432 -—3445 
А= | 260 —74 9490 
780 480 2275 


encontrar una factorización ОК, А = OR, donde А sea una matriz triangular superior y O una matriz 
ortogonal que sea producto de matrices de Givens. 


214 Demostrar el siguiente teorema: 


Teorema: [Factorización QR de Givens] Sea A € Mx (IR), con m > n. Entonces existen dos matrices: 
О € Mi, (IR) —matriz ortogonal, producto de matrices de Givens— y КЕ DM, (IR) —matriz triangular 
superior— tales que 


A — QR 


donde R — 
Uu 


215 Utilizar el ejercicio precedente para hallar una factorización QR de Givens de la matriz 


bo: 1 
el] ї 3 
EE 2. Ww 5 
3 dd 4d 


Aproximación de valores y vectores propios (respuestas en páginas 1103-1104) 


216 (Teorema de Gershgorin) Sea A — [a; il una matriz cuadrada de orden n (con entradas reales y/o com- 


plejas) y sea 
n 
Dal ј2; 
і=1 
donde 
n 
Di¡=xZ€C: lz— ail $ x la;;| 
j=1 
jfi 
para cada i = 1, 2,..., n. Demostrar que entonces 


AED 
para todo valor propio A de A. A los conjuntos D; se les dice discos de Gershgorin. 


En los ejercicios 217 a 220 encontrar los discos de Gershgorin, definidos en el ejercicio anterior, para la 
matriz A ahí dada y encontrar с, 8 tales que o < |A| < 8 para todo valor propio de A. 


218 A= 2 3 =l 


| li | =3 
4 —l 2 


E 
211 A= 
1 
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1-3i idi 1/2 2-31 4i 1/2 
219 А=| 1  -2 -1/4 |. 220 A=| 1-1 -2 -1/4 
1—1 5 3+21i -2 1 


221 Sea A € M,(R) una matriz con valores propios A1,A2,..., An. 


(a) Probar que tra(A") = А + 4---- + А!" para todo m = 1, 2,.... 


(b) Suponer que |Ai| > |№]| >... 2 |А, |, mostrar que 


da l 
me tra(A”) 
En los ejercicios 222 a 228 calcular las iteraciones indicadas, и y ик, mediante la relación de recurrencia 
(8.66) del método de la potencia contenido en el teorema 8.11 (pág. 926), para calcular las aproxima- 
ciones del valor propio dominante y de un vector propio correspondiente de la matriz A tomando como 
valor inicial al vector йо y el número entero К ahí dados. 


12: 12 

222A=| 1 0 —6 |,=(1,1,1),6=4, 
24 4 
9 14 6 

223A=| -4 -6 —3 |,d=(1,1,2).=4 
з 6 5 
- c4 И 

диде |. 3 5 oes. 402: 2) 425 
1 2 3 
-3 —4 —6 

2:845] 0 <=. 3 | -m= LI; k=3 
ll 2 
-3 —4 —6 

226 A= 0 =l 3 |, й = (1, -0.4, —0.3), k=3. 
- ed =й 
—4 =10 .—12 

271А=| 1 3 6|.%=(1,1,2),k=4 
24 -8 —5 
—10 -18 -—10 

228 A— & 7 елу 
—5 -0 -6 

229 Sea ||- [| la norma euclidiana en IR". Demostrar que en el método de la potencia del teorema 8.11 la 


sucesión (ių), definida por la relación de recurrencia (8.66), satisface 
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T EE 
uy — CV <m( EE 
| 11| А | 


рага k suficientemente grande, donde с = máxc(vi), М = 37 »|6»| llv;l| y 8; = a¡/máxc(01V1). Lo 
cual demuestra que la velocidad de convergencia de la sucesión (i) a un vector propio es de orden 


(2/11) 


230 (Cociente de Rayleigh) Considere que A es una matriz simétrica real. Se define la función 
ra : R” — {Ör} — R como 


a ÁX-x 
rA(X) = == (R) 
X 
donde i У es el producto punto en R”. 
(a) Mostrar que para todo i = 1,2,...,n, 
д 2 
3. = z$ 41-099) 


(se utiliza, como en otros casos, la notación (4); para la coordenada i del vector t). 


(b) Probar que ii es un vector propio de la matriz A si y sólo si ii es un punto crítico de la función ra. 


A la función r4 se le llama cociente de Rayleigh para la matriz A. 


231 Sean A una matriz real simétrica, А un valor propio de A y и un vector propio correspondiente a A. 
Mostrar que si r4 es la función cociente de Rayleigh definida por la relación (R) del ejercicio anterior, 
entonces r4 (t) = A. 


232 Sea A Є 971, (IR) una matriz simétrica; por tanto, los valores propios de A, A1,A2,..., An, son todos reales 
y R” tiene una base ortonormal de vectores propios correspondientes, V;,Y5,...,V,, de sendos valores 
propios. Demostrar que existe una constante K tal que 


Р = "A 
[ra (2) —ra(v;)] € K|x— v;l- 


para todo x € R” — {Ори}. De esta manera, si X es un vector cercano a uno de los vectores propios 
ortonormales, entonces el cociente de Rayleigh en ese vector es cercano a un valor propio de la matriz 
A. En el siguiente ejercicio se hace patente este hecho. 


233 (Método de la potencia con cociente de Rayleigh) Sea A € 97, (IR) una matriz simétrica con valores 
propios (reales) A1,A2,..., An, y vectores propios correspondientes V1, V2,...,Vn, respectivamente, que 
forman una base ortonormal de IR"; se supone que A, es un valor propio dominante. Se definen, por 
recurrencia, las siguientes sucesiones: 


Z, = All. 

э Шы 

ük = — sk (R2) 
máxc(Z;) 


ШЕ = ra) 
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donde r4 es el cociente de Rayleigh definido por la relación (R) del ejercicio 230 y по es una aproxima- 
ción inicial para un vector propio correspondiante a A, (uy puede ser el resultado de varias iteraciones 
del método de la potencia). Demostrar que: 


(a) Existe c tal que lím liy = cV 
усо 
(b) ím uk = А 
Коо 


234 Mostrar que si se tienen las condiciones del ejercicio anterior, entonces existen dos constantes С y C2 
tales que: 


As 


(a) || — су || € €i X 
1 


A 2k 
(b) |uy — | € € P» 
1 


рага k suficientemente grande; es decir, las velocidades de convergencia de (ик) y (ик) son, respectiva- 


mente, de órdenes lineal y cuadrática. 


En los ejercicios 235 a 240 aplicar las relaciones de recurrencia (R2), del método de la potencia con 
cociente de Rayleigh expuesto en el ejercicio 233, а la matriz A para calcular las iteraciones iiy y ик para 


el número k indicado y el vector inicial dy dado. 


p» 1 
235A=| 2 4 1 |,m=(1,1,1),k=2. 
11 3 


» 1 
239A— | 1 1 3 |, # = (1/2, 1/2, 1, k 22. 
332 


jx i 

236 A=| -2 3 -1 |, = (1,1,2), k 2 3. 
lot 3 
4 4 

237А= | 4 —2 1 |, = (1,1/2,0), k —2. 
B d 
їй edd 

288A— | -1 -2 1 |,ig = (—1/2, 11, 1/2) k 22. 
1 1 1 


E deed 
240 А=| 1 -3 2 |, = (1/2, 1/2, 1, k 22. 
ej Y 4 


241 Construir un programa en MATLAB, o en algún otro lenguaje de programación, para implementar el 
método de la potencia con cociente de Rayleigh del ejercicio 233. Las entradas deben ser una matriz 
cuadrada simétrica, un vector inicial, un margen de tolerancia entre las diferencias de iteraciones sucesi- 
vas y el número máximo de iteraciones permisible. La salida debe contener las aproximaciones del valor 
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propio dominante y del vector propio correspondiente. Además, el programa debe desplegar mensajes 
si la matriz de entrada no es simétrica y si se rebasa el número máximo de iteraciones permitido. 


En los ejercicios 242 a 251 utilizar las relaciones (8.70), página 932, del método de deflación del apar- 
tado 8.5.2 para hallar los valores propios de la matriz A si ésta tiene el valor propio dominante A, y el 
vector propio correspondiente Y, que se indican. 


—4 —6 —4 
242 A= 1 1 2 |,А=-3, ў = (2, —1, 1). 
—2 —4 -3 
—4 —6 —6 
243 A— 1 1 3 |, A =-4,% = (-2, 1, —1). 
—2 —4 -4 
9 —2 -12 
244 А = T 0 —6 ;Ap8 Tv (11,0) 
2 2 —5 
7 —2 —1l 
245 A= | 6 -1 =5 |, А = 5, V = (1,1,0) 
2 2 —6 
2 6 —4 
246 A= | —4 —9 2 |, à =-6, V = (1, —2, —1). 
—1 -2 -3 
1 10 22 
247 A= 2 8 11 |,141=7,4=(Q,-1,1) 
4 8 7 
—] 15 -2 10 
—2 -8 0 —6 ET 
248 A— 5 -5 2 0 ‚ А = —4, ў = (—5, 1, 5, 1). 
—] -5 -1 1 
—] 19 -7 31 
0 —6 2 —8 
249 A— 4 7 6 —23 ‚ А = —4, ў = (5, —1, —5, — 1) 
2 1 2 —5 
—1 16 1. 12 
—10 -17 1 -6 EVA 
250 A= 4 32 2 18 ‚ Ar = 3, ў = (1, 21,2, 1). 
—3 16 1 14 
| 2 ё 2 5 | 
—19 —15 4 1 
251 A= 5 16 3 7 ‚ Ar = 7, ў = (1, —5/4, 2, 1). 
0 8 -2 7 


SECCIÓN 8.6 | Ejercicios propuestos 977 


En los ejercicios 252 a 257 hacer lo siguiente: 


(a) Aplicar el método de la potencia del teorema 8.11 a la matriz A, con el vector inicial йо, para 
obtener las primeras k iteraciones ик y ик y aproximar el valor propio dominante, A, y el vector 
propio correspondiente, v;, de la matriz A. 


(b) Redondear los valores obtenidos en el primer inciso a una cifra decimal significativa y comprobar 
que A, = uz es, efectivamente, un valor propio de A con vector propio correspondiente V, = ш. 


(c) Utilizar el inciso (b) para, con el método de deflación, encontrar los restantes valores propios de la 


matriz А. 
—] 6 —4 
252 k=2 A=] =1l 4 14 |, iig — (—1/2, —1/2, 0). 
6 —6 -11 
5 —4 -10 
253 k=3,A=| 8 1  —6 |, по = (0.2, —1, 0.38). 
0 —-4 —5 
—3 6 -2 
254 k—3,A— | —13 4 16 |,y2(1/4,1/3, 2/3); 
6 —6 -11 
—2 —10 —6 
255 K—2,A— | —19 y 24 |, do = (1/2, 1/2, 0). 
10 —10 -18 
—6 -8 -1 
256 k=3,A= | —19 3 23 |, de — (—3, —3, 1). 
8 —8 —15 
—] —15 —6 
257 k=2,A= | —23 12 33 |, й = (1, —4/5, 1). 
8 —15 -—21 


En los ejercicios 258 a 261, encontrar los valores propios de la matriz A por medio del método de 
deflación del apartado 8.5.2 siguiendo el procedimiento que se llevó a cabo en el ejemplo 8.60. 


50 —53 46 -49 -12 4 31 38 
12. -15 Y 12 =y od. $ 
258 A=| 5 7 5 3 200A—| 1 2 о > 
22 28. MY 2] -8 5 06 4 
ej? % of 37 -15 16 16 32 
$25 3—3 „їз dE ej» 13 
259 A— dod ыа 280 A=| 1 5 9 2 
«m 39 w- o» e» oe) ON» 10 


262 Sean A € 9t, (IR) y А un valor propio de A con un vector propio correspondiente Y. Mostrar que si p es un 
escalar, entonces A — p es un valor propio de la matriz A — р/, con V un vector propio correspondiente. 
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263 Sean A € 97, (IR), p un escalar y и un valor propio de la matriz A — pl, con Y un vector propio correspon- 
diente. Mostrar que А = u + p es un valor propio de la matriz A con Ў un vector propio correspondiente. 


264 Sea A € 971, (IR) una matriz que es no singular (invertible) y А un valor propio de A distinto de cero con 
y un vector propio correspondiente. Demostrar que u = A^! es un valor propio de A^! con Y un vector 
propio correspondiente. 


En los ejercicios 265 a 274 A es un valor propio de la matriz A de multiplicidad algebraica uno. (a) 
Calcular, con el método de iteración inversa del teorema 8.12, un vector propio ii correspondiente al 
valor propio А utilizando como vector inicial al vector но dado. (b) Comprobar que, efectivamente, el 
vector ii es un vector propio correspondiente al valor propio A efectuando los productos Au y Aii. 


E -7 dd 
265 А= | -1 -3 3 |,А=-2, = (1,1, 1). 
0 3 5 


-1 -3 3 .,A-2-9,iü,-—(1,1,1) 


3 e$ 
4 —8 8 |,1=8,%m=(-1,2,2). 
5 - 9 


1 -5 5 |,А=—7,%&=(1,1/2,1/2). 
-1 -3 3 |,1=-9 m=(1,1/2,-1/2). 


E 4 г 


| 
| 
| 
| 
ma- s E А-а-а) 
| 
| 
| 
| 


275 


276 


277 


278 
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En el ejercicio 233, pág. 974, se mostró que el método de la potencia se puede combinar con el cociente 
de Rayleigh (cfr. ejercicio 230) para aumentar la velocidad de convergencia al valor propio dominante; 
sin embargo, la velocidad de convergencia al vector propio correspondiente aún es lineal en este método 
(cfr. ejercicio 234, pág. 975); para acelerar la convergencia es posible utilizar conjuntamente el méto- 
do de iteración inversa con el cociente de Rayleigh. El algoritmo se plantea de la siguiente manera: 


Iteración cociente de Rayleigh: Sea A una matriz simétrica con valores propios A; y vectores propios 
correspondientes V;, i = 1,2,...,n, respectivamente, que forman una base ortonormal del espacio IR". 
Si el vector propio A, es dominante, |А | > |Ao| > +-+- [An], йо es un vector inicial dado y se definen, en 
forma recurrente, las siguientes sucesiones 


Ай И 
ПЕ === 
Uk * Uk 
(А = о) = tik (RD 
- 1 3 
Sd | 
máxc(Zg+1) 


para k = 0,1,2,... , entonces 
lím р = А y п = cv% 
Коо Коо 


para alguna constante с. Conviene obtener la solución del sistema (A — pal, )2x+1 = tij, en cada iteración, 
por el método de Gauss con la estrategia de pivote parcial. 


En los ejercicios 275 a 284 aplicar las relaciones de recurrencia (RI) del método iterativo del cociente 
de Rayleigh para aproximar el valor propio dominante (A) y un vector propio correspondiente 
(X4) de la matriz simétrica A. El valor inicial dy del ciclo (RI) se determina aplicando la primera ite- 
ración del método de la potencia con vector inicial, aquel que tiene todas sus coordenadas iguales a 
la unidad; después de cada iteración se debe calcular la diferencia Ad; — рьй para decidir si ésta es 
suficientemente cercana a cero para detener el proceso. 


3 g 4 4 2 1 
A=| 1 3 2. |4 279A=| 2 5 3 
42 -2 E 3 
3 1 4 8 3 2 
Ael 3 ЖЕ 280 A=|3 7 4 
2 23 2.4 -3 
ris 1412 
A=| TL XE 281 А = 
4 $3 2 1 4 1 
3 2 14 
sa [1612 
А= S 1-31. 282 A= 
132 E 1 4 1 
3 2 14 


980 caPírULO8 | Álgebra lineal numérica 


со = ш N 


284 A= 


1 J.-L. 3 
L =l 2. 3 
=] 2 91 
3 3 I 7 


285 Construir en MATLAB (o en algún otro lenguaje) un programa para implementar el método de itera- 


ción del cociente de Rayleigh, relaciones (RI), que tenga como criterio para detenerse un margen de 
tolerancia entre la norma cúbica de los vectores Ad; — окш, si A es la matriz de entrada; el programa 


debe emitir un mensaje adecuado para no rebasar un número máximo de iteraciones especificado por 


el usuario el cual, también, determina el margen de tolerancia. La aproximación inicial, йо, debe ser la 
primera estimación que resulta del método de la potencia. El programa debe incluir los correspondientes 
mensajes si el usuario introduce alguna matriz que no sea simétrica. 


En los ejercicios 286 a 291 aplicar el método QR a la matriz A hasta obtener una matriz de la forma 8.73 


y, entonces, calcular los valores propios de los bloques В; para estimar los valores propios de la matriz 


A como se hizo en el ejemplo 8.64 de la página 940. No utilizar programa alguno; hacer las operaciones 
en forma aritmética con calculadora. 


286 A— 


288 A— 


289 A— 


290 A — 


291 A— 


7.0000 
0.0001 
0.0000 


11.0000 
0.0001 
0.0000 
0.0000 
0.0000 


—6.9994 
0.0001 
—0.0002 


16.0019 
— 0.0004 
0.0000 
0.0002 


8.9985 
0.0002 
— 0.0003 


2.0083 2.5529 
2.0425  —2.2891 287] A— 
1.7668 0.9575 
—0.6395 11.5021 —61.1011 49.7563 
—0.5000 —2.1408 8.1645  —4.7431 
0.5839 0.5000 | —4.0043 6.0313 
0.0000 0.0000  —1.0000 1.2910 
0.0000 0.0000  —0.7746 0.0000 
33.9305  —8.5347 
—1.0000 —1.5071 
3.3181 0.9994 
—18.7857  —31.5939  —238.2664 
=1.9996 —5.6865 0.6804 
0.0000 —2.8113 =3.3072 
—0.0002 21537 1,1910 
5.1170 —67.8826 
3.0001 3.3151 
0.9044 —2.9986 


9.0011  —11.4325 52.6826 
0.0001 0.1666 1.8596 
—0.0002  —0.5525 —0.1676 


En los ejercicios 292 a 295 aplicar el método QR para producir, en cada parte del proceso, matrices 
similares a la matriz A de la forma 


Ak 
0 


baa b, 


Г, 
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hasta obtener los valores propios de ésta como se hizo en el ejemplo 8.66 de la página 942. No utilizar 


programa alguno y hacer las operaciones en forma aritmética con calculadora. 


7.4289 —1.2973  —0.5584 11.9217 

292 А = | —0.0002 —3.1424 -—0.0753 |. 294 A— | —0.0003 
0.0000 0.0003 1.7134 0.0000 

11.9213 2.2919 —0.1849 —6.5250 

293 А = | —0.0001 3.4608 —0.8422 |. 295 А = 0.0001 
0.0000 0.0021 — 1.3821 0.0000 


13.2998 — 12.8920 
3.4582 20.4432 
0.0004 —1.3799 


=3:0777 3:8653 
3.5250 —0.5248 
—0.0002 — 2.0000 


En los ejercicios 296 а 301 utilizar las funciones reduccion hhh y ciclo.QR de las figuras 8-19 


(pág. 916) y 8-26 (pág. 940), respectivamente, o programas similares en algün lenguaje que el lector 


haya construido, para calcular los valores propios de la matriz A por medio del método QR con redución 


de Hessenberg, algoritmo 8.11, como se hizo en el ejemplo 8.70 de la página 946. Realizar el menor 


nümero posible de iteraciones. 


] wd s 
296 A—|2 1 1 299 A— 
5 3 4 Е. l 
7 =7 
141 AE 
29 А= |5 2 3 300 A= 
ү 3 2- $1 3 
i23 
1 3 1 2 
298 A— | 2. 1 1). 301 A— 
5 =. 3 Ша: 
zi. 


24 —16 
8 —8 
—3 -1 
É 4 
1 
1 
4 
4 
y 1 
9 —1 
—1 1 
1 —5 


En los ejercicios 302 a 307, aplicar el método QR con reducción de Hessenberg y desplazamientos, 


algoritmo 8.12, para encontrar los valores propios de la matriz A como se hizo en el ejemplo 8.71 de la 


página 947. 
14 3 
302А= |7 3 2 
1206 
303 A es la matriz del ejercicio 296. 


2- A 
304 A=| 2 1 
Lb 3 


EU чо 


305 A es la matriz del ejercicio 298. 


| 


1 
2 
"RE 
1 


1 
1 
306 A= 1 
1 
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307 A es la matriz del ejercicio 301. 


308 Demostrar que el polinomio característico de la matriz de Frobenius 


An-1 An-2 An-3 M -41 —4do 
1 0 0 ee 0 0 
0 il 0 ee 0 0 
A= 0 0 1 es 0 0 (F) 
0 0 0 1 0 


está dado por 
ра(А) = (DA + a, 17 a, 2X7? аһ 3A"? E a4A- ag) 
Inversamente, probar que si 
р(х) = oux" + а tetat 
es un polinomio de grado n, entonces las raíces de este polinomio son los valores propios de la matriz 
de Frobenius (Е), donde ак = 4/0, k = 0,1,...,n — 1. A la matriz, así formada, se le llama matriz de 


Frobenius asociada al polinomio p(x). 


En los ejercicios 309 a 314 utilizar el ejercicio 308 para calcular los valores propios de la matriz de 
Frobenius asociada al polinomio p(x) y encontrar así las raíces de éste. 


309 р(х) = х — 5x? - 2x 4- 8. 

310 р(х) 233 – х2 — 17x — 15. 

311 р(х) = 5x0 — Ax? - 7x — 2. 

312 р(х) 2x* — 5x — 2х+1. 

313 р(х) 2 24x — 96 +72 — 16x +1. 
314 р(х) = x* -- бә? +51 — Ax — 2. 


En los ejercicios 315 a 324 hallar los valores y vectores propios de la matriz A por el método de Jacobi 
(algoritmo 8.13, pág. 953). 


2 =1 1 3-2 $ 
315 A=| -1 2 ч |. 317А=| 2 3 1 
ї „її 4 -6 1 9 
3-1 1 2 3 -1 
316 A=| -1 5 —1 |. 3188A=|-3 2 -1 


i el 


оо 
| 
um 
| 
= 
N 
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C j t d t l 


A1 Conjuntos 


En este apartado se introducen los conceptos elementales y notaciones básicas de la teoría de conjuntos. 


A.1.1 Conjuntos, elementos y subconjuntos 


Intuitivamente, una colección de objetos formada de acuerdo con cierta regla que permite siempre deci- 
dir si un objeto dado, cualquiera, pertenece o no a dicha colección, es un conjunto. Si A es un conjunto 
y a es un objeto que forma parte de él, se dice que a es un elemento de A o que a pertenece al conjunto 
A y se escribe 


acA 
y si el objeto a no es elemento del conjunto A, se escribe 
a € A. 


Usualmente los conjuntos se denotan por letras mayüsculas y sus elementos por letras minüsculas; 
aunque obviamente hay excepciones. 
Los conjuntos se pueden formar de dos maneras: 


1. Por extensión: Colocando entre llaves los elementos del conjunto y separando éstos por comas. 
Por ejemplo, el conjunto 


B-—(L1,& Ос}. 


2. Por condición: Los elementos que forman el conjunto se describen por medio de una o varias 
condiciones que deben cumplir. El formato en este caso es: 


{х|р(х)} o {х:р(х)} 


donde р(х) es la condición o condiciones que deben cumplir los objetos x para conformar el con- 
junto; mientras que la línea vertical y los dos puntos, después de la literal x, son abreviaciones de 
la frase “tales que”. Por ejemplo, si se desea formar el conjunto de los números primos escribimos 


Е —(x:xes número primo) o Е = {x |x es número primo). 


985 
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Por supuesto que el conjunto Е, descrito arriba, también se puede escribir por extensión: 
Е=={2,3,5, 01195. 


donde los tres puntos suspensivos representan la frase "así sucesivamente". 
Entonces, si В y E son los dos conjuntos que se definieron arriba, + c В, 2 ¢ B, 29 € E y 121 ¢ E, 
por ejemplo. 


Subconjuntos 


Definición A.1 Sean A y B dos conjuntos, se dice que B es un subconjunto de A si todo elemento de 
B pertenece también al conjunto A. En tal caso se emplea la notación 


IB do NH GR 


para simbolizar este concepto. También se acostumbra decir que B está contenido en A o que A 
contiene al conjunto B. 


En la figura A-1 (a) se da un esquema gráfico, llamado diagrama de Venn, para representar esta idea 
(B С A). Naturalmente escribiremos B Z A (о B d А) para decir que В no es un subconjunto de A (В no 
está contenido en A); lo cual significa que al menos un elemento de B no pertenece al conjunto A. La 
figura A-1 (b) contiene el diagrama de Venn para este hecho. 


(a) (b) 


JA Figura А-1 ° (a) Diagrama de Venn para representar B C A. (b) Diagrama de Venn para representar В 7 А. 


En los diagramas de Venn se utilizan curvas planas simples y cerradas, por ejemplo circunferencias, 
cuyos puntos interiores representan a todos los elementos de un conjunto dado. Cuando se requiere se 
sombrean regiones entre curvas para, de esta manera, gráficamente dar un esquema de un conjunto. 


> Ejemplo A.1 Sean A = {2,3,5,7,11,13,17, 19,23}, B = (3,11,17) y C = ([2,3,6,7, 10); entonces 
BCA,peroC Z А. 
Subconjuntos propios 


De la definición A.1 se desprende que todo conjunto es subconjunto de sí mismo; es decir, A C A para 
cualquier conjunto A. Si un conjunto B es subconjunto de un conjunto A, pero es distino de A, se dice 
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que B es un subconjunto propio de A y se escribe 
BCA 


que significa B C A y B Z A. De esta manera, si A y B son los conjuntos del ejemplo A.1, entonces B es 
un subconjunto propio de A. 


Igualdad de conjuntos 


Definición A.2 Dos conjuntos A y B son iguales, A = B, si y sólo si A C B y BC A; es decir, todo 
elemento de A pertence a B y todo elemento de B pertenece a A. 


> Ejemplo A.2 Sean A = (x E€ R | (x-2)(x-3) = 0}, В = (x eR |x2 — 5x+ 6 = 0} y C = (2,3); es 
claro que A = B = С. 


» Ejemplo А.З Sean А = {5,4,1} y = {1,5,4}. Puesto que A C By BC A, se tiene A = B.4 
> Ejemplo A.4 Si A = {1,2,3,1,4} y = {1,2,3,4}, ya que A C B y B C A, entonces A = B.4 


O Nota A.1 Observemos que, por la definición de igualdad de conjuntos, si se describe un conjunto por 
extensión, la repetición de un mismo elemento es redundante; por tanto, cuando listemos los elementos 
de un conjunto, separándolos por comas, es suficiente que cada elemento aparezca solamente una vez 
en la lista. 


Conjunto universo 


Cuando en un grupo de conjuntos A, B, C, etc., todos los elementos de cada uno de ellos pertenecen a un 


mismo conjunto 4%; es decir, A C V, B C 47, C C Y, etc., se dice que el conjunto Y es un conjunto 


universo para esta colección de conjuntos. Por ejemplo, si en un contexto dado, todos los conjuntos son 
determinadas clases de números reales, un conjunto universo para ellos puede ser el conjunto IR de todos 
los námeros reales. Con frecuencia no se especifica un conjunto universo y está dado implícitamente, 
pues en el contexto es claro cuál puede ser un conjunto universo. Así, para los conjuntos 


A = {х | х fuma entre 1 y 3 cajetillas al día] у 


B = {х | х бепе memoria entre 40 y 80 gigabytes en disco duro] 


es obvio que pueden tener como conjuntos universo a 7/,, el conjunto de seres humanos, y a 75, el 
conjunto de computadoras, respectivamente. 


Conjunto vacío 


Es conveniente establecer un tipo especial de conjunto, el cual, por definición, no tiene elementos. A este 
conjunto se le llama conjunto vacío y se representa por el símbolo 0. De la definición A.1, se desprende 
que 0 C A para todo conjunto A; es decir, el conjunto vacío es subconjunto de todo conjunto; pues 
en caso contrario existiría un elemento x € 0 que no pertenece a cierto conjunto A, lo cual es una 
contradicción de la definición del conjunto vacío. 
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4.1.2 Operaciones con conjuntos 


Unión de conjuntos 


Definición A.3 Sean A y B un par de conjuntos. Se define y denota la unión de ellos como 


AUB-—Íx|x€Ao xcB]. 


Esto es, la unión de dos conjuntos está conformada por aquellos elementos que pertenecen por lo menos 
a uno de ellos. La figura A-2 contiene el diagrama de Venn para esta operación de conjuntos. 


YU 


JA Figura А-2 ° Diagrama de Venn para la unión de conjuntos. A U B: 
> Ejemplo А.5 Si A =(4,5,w,8,—4,d) y B = [—1,t,u,w,<>, —4, papa), entonces 
AUB=(4,5,w,8,—4,d,—1,t,u,<>, papa]. 


Intersección de conjuntos 


Definición A.4 Si A y B son dos conjuntos, se define y denota la intersección de ellos como 
Se 
Es decir, la intersección de dos conjuntos es un conjunto que está conformado por los elementos co- 


munes (si los hay) de ambas colecciones. El diagrama de Venn para la intersección de dos conjuntos se 
encuentra contenido en la figura A-3 


U 


JA Figura А-3 * Diagrama de Venn para la intersección de dos conjuntos. AMB: 
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» Ejemplo А.б Si A y B son los conjuntos del ejemplo A.5, entonces АПВ = (—4,w].« 


» Ejemplo A.7 Sean A = (x € N | x es par], В = (x € N | x es impar], entonces AN B = 0.4 


Definición A.5 Si dos conjuntos tienen intersección vacía, se dice que son disjuntos. 


Complemento de un conjunto 


Definición А.б Si A es un conjunto y Y es un conjunto universo para A, se define y denota el com- 
plemento de A (relativo а 47) por 


A* — (xe Y |x А]. 


Esto es, А“ es el conjunto de elementos en el conjunto universo que no pertenecen al conjunto A. El 
diagrama de Venn para el complemento de un conjunto está contenido en la figura A-4. 


JA Figura А-4 ° Diagrama de Venn рага el complemento de un conjunto. А: 


» Ejemplo A.8 Sean Y = = (1,2,3,...) y E el conjunto de números pares positivos, entonces 
Е =41,3,5,...).4 


Observe que (4) = А para todo conjunto A. 


Diferencia de conjuntos 


Definición A.7 Sean A, B dos conjuntos. La diferencia del conjunto A con el conjunto B se define y 
denota como 


А-В = {х|хєАухє В}. 


El diagrama de Venn рага la diferencia de dos conjuntos se encuentra en la figura А-5. 
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JA Figura А-5 ° Diagrama de Venn para la diferencia de conjuntos. A — В: 


> Ejemplo A.9 Si A y B son los conjuntos del ejemplo A.5, entonces 
А-В = (4,s,8,d) y 
В-А = (-Lt,u o, papa). 


Producto cartesiano de conjuntos 


1. Sean a, b un par de objetos. Se denota la pareja ordenada formada por ellos como (a,b). 


2. Dos parejas ordenadas (a,b) y (c,d) son iguales, (a,b) = (c,d), si y sólo si a = c y b = d. 


De esta manera (2,3) Æ (3,2); y de ahí el término usado para indicar el orden de los objetos en la 


frase pareja ordenada del primer inciso. 


O Nota A.2 Rigurosamente se define (a,b) = (fa), {a,b}}. Esto garantiza —como el lector puede 
convencerse por sí mismo, probándolo— la igualdad de dos parejas según como se estableció arriba en 
el segundo inciso y, por ende, el significado de pareja ordenada; sin embargo, hemos decidido dejar el 


concepto en forma intuitiva en aras de simplicidad y brevedad. 


Definición A.8 Si A y B son dos conjuntos, se denota y define el producto cartesiano de estos con- 


juntos como 
AxB —((a,b) | acAybcB) 


» Ejemplo A.10 Sean A = {1,2,3}, B = {a,b,c,d }, entonces 
AxBet(1,2),(,5), (150), (1,2); (2,2), (2,5),(2, 0) (2,4), (3,8), (3, 5), (3,6), (3d) +4 


En general, A x B Z B x A; como se puede ver en el ejemplo anterior. Por otra parte, los conceptos 
de parejas ordenadas y producto cartesiano se pueden extender de manera natural. En efecto, si о;, Bi, 
i = 1,..., п, son objetos, el símbolo (о, оо,...,о„) representa la n-eada ordenada con componentes los 


objetos Q;; y 


(01,02,. ..,0) = (B1. B2, .... Bn) 


si y solamente si о; = д; para todo i = 1, 2,..., n. Y si A; son n conjuntos, se define y denota el producto 


cartesiano de ellos como 


Ai X Аз X X A, = { (х1, х0,...,х,) | xi € A; para cada i = 1, 2,...,п}. 
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Leyes de De Morgan y propiedades algebraicas 


Existen dos reglas bastante útiles y usadas con mucha frecuencia en teoría de conjuntos, llamadas leyes 
de De Morgan, que probamos en el siguiente teorema. Dejamos de ejercicio al lector la demostra- 
ción de ellas mediante diagramas de Venn. 


Teorema A.1 Sean A y B dos conjuntos, entonces: 


1. (АОВ) = A^ B. 2. (АПВ) = A^ UB". 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Sea x cualquier elemento de (АОВ), entonces x ZA y x @ B, por tanto x € А708; luego (AUB)* C 
АПВ“. Sea x € A^ В“ cualquier elemento, entonces x € A^ y x € B^, por tanto x A y x ¢ B; 
luego x ¢ A U B; es decir, x € (AUB) y, por ende, A^ N B° С (AU B)*. Hemos probado así que 
(AUB) C АПВ y An B* С (AUB)'; por tanto (AU B)* = A*N B°, de acuerdo con la definición 
A.2 

2. xE (АПВ) & xg ANB &xgAox е В < х Є АО В; lo cual demuestra (А ПВ) = А Ве. 
ш 


Además de las leyes de De Morgan, las operaciones entre conjuntos tienen otras importantes propie- 
dades; las principales se hacen patentes en la siguiente tabla: 


De idempotencia 


1. AUA=A 2. ANA=A 
De asociatividad 

3. AU(BUC) = (AUB)UC 4. AN(BNC) =(ANB)NC 
De conmutatividad 

5. AUB=BUA б. АПВ = ВПА 
De distributividad 

7. AU(BNC) = (AUB)n (AUC) 8. AN(BUC)=(ANB)JU(ANC) 
De identidad 

9. AUO = 10. ANY = А 

I. AU =Y 12. An0 — 0 
De complemento 

13. AUA*= Y 14. ANA“ = 0 

15. (А) = А 16. ^20 0 27 


JA Propiedades algebraicas de las operaciones de conjuntos 


Finalmente, el siguiente teorema es bastante útil en la práctica y la demostración se deja como 
ejercicio al lector. 


Teorema A.2 Cada una de las siguientes condiciones son equivalentes a pares: 


Ji AE 4. В С А, 
ОЗАВА: SE ves 
ЗАВІВ В. 
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A.1.3 Reuniones e intersecciones de familias de conjuntos 


Sea А un conjunto no vacío y supongamos que a cada A corresponde un único conjunto A5; se forma 
entonces una familia de conjuntos {Ал [А € A}. Una forma más compacta de representar esta familia 


es mediante la notación 


ahea 


y se dice que ésta es una familia indexada de conjuntos y que A es un conjunto de índices para ella. Por 
ejemplo, si A = N, el conjunto de números naturales, y para cada n € N se define А, = [—1/n, 1/n], se 
obtiene la familia (A, hen. Sean ahora Л = (A | A es un número telefónico) y A, = (x | x es dígito del 
número А }; luego, si А = 58645555, entonces А) = {4,5,6,8}. Si {Ал ] xe4 es una familia indexada de 
conjuntos, simplemente diremos que {Ал дєл es una familia de conjuntos. 


Definición A.9 Sea (Ay } лел una familia de conjuntos. 


1. Se define y denota a reunión (unión) de esta familia como 


LU) Ax = (x | existe AE A tal que x € Ax). 
AEA 


2. Se define y denota la intersección de esta familia por 


ПА = (x|xe Ax VA € Л}. 
ACA 


» Ejemplo A.11 Se deja de ejercicio al lector probar lo siguiente: 


1. Sea A, = |-1/n, 1/n], n = 1,2,... , entonces 


UA, = U [—1/n,1/n] 


neN neN 
= 2016 
2. ПА = fl-1/2.1/n] 
neN neN 


ШШ, 


3. A = {А | А es un número telefónico) y Ay = (x | x es dígito del número А}, entonces 


LU) Aa =(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) y ҚА =0.4 
AECA AEA 


Cuando el conjunto de índices es Л = N, se acostumbra escribir LJ A, y ( A, en lugar de U A, y 
nel n-l neN 
N An, respectivamente. Notaciones similares se explican por sí solas para otros conjuntos numerables 
neN 


de subíndices, por ejemplo |) A, para la reunión U А,, o П An, etcétera. 
n---—eo neZ n=5 
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Las leyes de De Morgan también son válidas para reuniones e intersecciones de familias de conjun- 
tos: 


ЈА | = ПА y | ЙА | =UAs. 


ACA AEA AEA ACA 


La demostración de estas dos relaciones es sencila y se deja de ejercicio al lector. 


A.2 Demostraciones 


Las matemáticas son un juego intelectual de muy alto nivel y, como todo juego, sólo se aprende jugando. 
En matemáticas —a diferencia de otros juegos, como la política— lo que se afirma se demuestra. Es im- 
posible explicar en un conjunto de reglas cómo hacer demostraciones de proposiciones matemáticas. La 
mejor manera de aprender a realizar demostraciones matemáticas es ver cómo las hacen los matemáti- 
cos, en los libros de matemáticas, en casos específicos, y después intentar hacerlas por sí mismo, hasta 
que se puedan llevar a cabo demostraciones propias. Es decir, aprender a jugar jugando. Sin embargo, 
este oficio —el de probar proposiciones matemáticas— es especialmente delicado y por eso, en este 
segmento, se ha intentado bosquejar qué significa demostrar proposiciones matemáticas y cómo hacer 
estas demostraciones con casos específicos. Para ello primero primero esbozamos lo que es el método 
deductivo en matemáticas (en qué consiste el juego) y después explicamos algunas técnicas para de- 
mostrar teoremas; todo ello evitando teorizar —en la medida de lo posible— y tratando siempre casos 
concretos; pues el objetivo es que el lector tenga una guía para poder iniciarse en este apasionante y ma- 
ravilloso (también tortuoso, ¿qué juego realmente interesante no lo es?) juego de probar proposiciones 
matemáticas. 


A.2.1 El método deductivo 


Las matemáticas son una ciencia deductiva; esto significa que parte de principios generales a hechos 
particulares. Los principios en los que se fundamenta una teoría matemática son llamados axiomas o 
postulados. Un axioma es una afirmación que se acepta como verdadera en una teoría, por su sencillez 
y carácter elemental. A partir de los axiomas se crea una cadena de resultados, llamados teoremas, 
que se deducen de los axiomas, teoremas que a su vez implican otros teoremas. Un teorema es una 
afirmación condicional que consiste de dos partes: una llamada hipótesis y otra tesis o conclusión. La 
hipótesis es una afirmación (o un conjunto de condiciones) y la tesis es otra afirmación (u otro conjunto 
de condiciones). La hipótesis y la tesis en un teorema se relacionan de la siguiente manera: si la hipótesis 
es verdadera (o el conjunto de condiciones de la hipótesis se cumple), entonces la tesis es verdadera (o el 
conjunto de condiciones de la tesis se cumple). Ésta es la razón por la que un teorema es una afirmación 
condicional. Un ejemplo de un axioma en geometría euclidiana es: 


Axioma A.1 Dados dos puntos distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que los contiene. 
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Mientras que un ejemplo de un teorema en geometría es: 


Teorema A.3 Si dos rectas diferentes se intersecan, entonces su intersección contiene solamente un 
punto. 


En este teorema la hipótesis es: dos rectas diferentes se intersecan; y la tesis: su intersección contiene 
solamente un punto. 


En general un teorema tiene el formato: 
Si p,entonces q (A.1) 


donde p es la hipótesis y q es la tesis. En un teorema la veracidad de la tesis se deduce de la veracidad 
de la hipótesis y es la razón del si condicional en (A.1). Es decir, q se deduce de p; lo cual se expresa 
diciendo que p implica q y se denota por 


р = 9. 
Así, el teorema anterior se puede escribir como 
dos rectas distintas se intersecan — su intersección contiene solamente un punto 


En un teorema la tesis debe deducirse lógica y rigurosamente de la hipótesis y un teorema no es un axio- 
ma; es decir, la afirmación condicional que contiene no es verdadera per se; sino que debe demostrarse 
rigurosamente como consecuencia lógica de los axiomas y/o de otros teoremas que ya han sido probados 
antes. En una teoría matemática (por ejemplo geometría euclidiana) se dan definiciones para precisar 
conceptos y existen términos que no se definen por ser, como los axiomas, los más simples y fundamen- 
tales. Por ejemplo, rectas y puntos son términos que no se definen en geometría. Son entes elementales 
con los que se trabaja matemáticamente, pero que no es posible definirlos rigurosamente —trate, por 
ejemplo, de precisar lo que es punto y recta sin llegar a un círculo vicioso desde un punto de vista lógico, 
digamos: “un punto es la intersección de dos rectas” y “una recta es una sucesión de puntos que .."—. 
Sin embargo, desde el enfoque matemático, es irrelevante qué son exactamente puntos y rectas, y lo 
que realmente importa es conocer qué relaciones geométricas guardan. Aunque desde el punto de vista 
matemático estos entes —puntos y rectas— no dejan de ser más que abstracciones de objetos del mundo 
físico como son, para un punto, la marca que deja en un papel un lápiz muy afilado o, para una recta, 
un hilo muy delgado y bien estirado, los teoremas de la geometría tienen una importante conexión con 
el mundo real y se han aplicado constantemente en diversas áreas, regresando con ello al origen físico 
del que partieron; lo mismo sucede con otras ramas de las matemáticas. Por supuesto que los axiomas 
no tienen un carácter arbitrario —¿quién, en su sano juicio, los tomaría en serio si fuera así?— sino que 
describen ya sea una realidad física o una "realidad" matemática. Cuando se define un nuevo término 
en una teoría, se debe hacer utilizando términos que ya han sido definidos previamente. Sin embargo, la 
primera definición que se dé en una teoría no puede contener conceptos previamente definidos, pues no 
los hay; y, necesariamente, se tiene que hacer uso de los términos elementales indefinidos en la teoría. 
Lo mismo ocurre con el primer teorema, que, para ser probado, necesita sustentarse en teoremas pre- 
vios que ya han sido demostrados pero que no existen aún en ese estado y, por ende, se tienen que utilizar 


! Basta con observar la arquitectura para tener un ejemplo de la utilidad de la geometría. 
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los axiomas de la teoría que, a final de cuentas, también son teoremas pero que se aceptan como ver- 
daderos sin demostración alguna. Por esta razón, los conceptos elementales no definidos y axiomas son 
imprescindibles en matemáticas. Un ejemplo de una definición primaria en geometría es: 


Definición A.10 Dos o más puntos son colineales si pertenecen a una misma recta. 


Aquí el concepto que se define es el de colinealidad y los términos no definidos en la teoría son punto y 
recta. 

En general, si p es una afirmación y q es otra, podemos formar la proposición p > q (nuevamente p 
es la hipótesis y q la tesis) que puede ser verdadera o falsa. Una teoría matemática, como mencionamos 


antes, se desarrolla a través de cadenas de proposiciones verdaderas pj > po > ·:· => р, >, еп 


forma deductiva. Algunas de estas proposiciones, por su trascendencia e importancia, son llamadas 
teoremas; las otras simplemente son parte de la cadena para concatenar toda la estructura deductiva 
y no son nombradas como teoremas. Para demostrar que una proposición es falsa, basta exihibir un 
contraejemplo; es decir, un caso particular que pruebe que no es cierta. Por ejemplo, la proposición: 
Si A y B son conjuntos no vacíos, entonces AMB es un conjunto no vacío es falsa, pues los conjuntos 
A — (1) y B=(2) son no vacíos y ANB = 0. 


4.22 Métodos de demostración 


Demostraciones directas 


La demostración de una proposición р => q es directa si existen proposiciones (verdaderas) pi.....p« 


tales que p > p; > ::: > p, > q. A continuación damos unos ejemplos. 
Sea Z el conjunto de nümeros enteros; suponemos que se conocen las propiedades elementales de 
este conjunto como son las propiedades de las operaciones suma y producto. 


Definición A.11 Sean a,b € Z, con a = О. Se dice que a divide al número b si existe q € Z tal que 
b — aq. En tal caso se escribe a | b y al entero a se le llama divisor de b. Si a no divide a b se denota 
este hecho por af b. 


Teorema A.4 Sean a,b,c € Z, cona #0. Sia | b ya | c, entonces a | mb +nc para todo par de enteros 
m y n. 


DEMOSTRACIÓN Bi Puesto que a | руа | c, entonces, por la definición A.11, existen un par de números enteros qı y 42 
tales que b = ад y c = ад; por tanto, si m,n € Z son cualquier par de números, 


mb --nc = m(aqi) +n(aqa) 


a(mq 4- пд) 


y ya que mq; + nq» € Z porque q1,q2,m,n € Z, se deduce que a | mb--nc. WB 
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Otra forma de escribir esta demostración es: a | b y a | c = b = dq, y c = dq» para ciertos 41,4 € Z => 
mb 4- nc = m(aqi) 4- n(aq2) = aq con q = (та - nq?) € Z = a | mb 4- nc. Por lo que es una demostración 
directa. Observe que cada paso de la demostración se argumentó rigurosamente utilizando la definición 
de divisibilidad A.11, el hecho de que la multiplicación y la suma de nümeros enteros es cerrada en este 
conjunto y las propiedades de las operaciones en los números enteros. 

Para dar un ejemplo más, aceptaremos también como demostrado el conocido algoritmo de división: 
si a,b € Z, con a £ 0, entonces existen únicos enteros q y r tales que b =aq+r y O € r < |а|; y 
utilizaremos el siguiente axioma de los números naturales: 


Axioma A.2 (Principio del buen orden) Sea B un subconjunto no vacío de los números naturales 
N = ([1,2,3,...), entonces existe un elemento mínimo de В; es decir, existe my € B tal que mo < b 
para todo b € B. 


Observe que este axioma es simple, muy elemental y evidente; que son las características de un 
axioma. También conviene notar que la siguiente definición contiene términos previamente definidos (el 
concepto de divisibilidad de la definición A.11). 


Definición A.12 Sean a,b,d € Z, con d > 0. Se dice que d es un máximo común divisor de a,b si: 


l1. d|iayd|b 
2. Si d' es un entero que divide a a y b, entonces d' | d. 


Notemos que si а, b tienen un máximo común divisor, entonces éste es único; pues en tal caso si dj 
es otro máximo común divisor, entonces d' | d y d | d', lo cual implica? d — d'. Ahora, en el siguiente 
teorema, probaremos que si a,b son dos enteros no ambos iguales a cero, entonces existe el máximo 
común divisor de ellos y se puede escribir como una combinación lineal de a y b. 


Teorema A.5 Sean a,b € Z no ambos cero. Entonces existen то,по € №, tales d = moa 4- nob es el 
máximo común divisior de a y b. 


DEMOSTRACIÓN M Sea M = (ma -- nb : n,m € Z}. Notemos que a,b € 97 y que si и = ma + nb € M, entonces 
—u Є ЭЛ. Ya que uno de los enteros a y b es distinto de O, se desprende que Wt contiene enteros positivos. 
Denotemos por B a este conjunto (no vacío); por el principio del buen orden (axioma A.2), existe un 
elemento mínimo d = moa 4- nob € B. Por el teorema A.4 si d' | a y d' | b, entonces d' | moa -пор = d. Lo 
cual prueba la condición 2 de la definición A.12. Por el algoritmo de división existen q,r € Z tales que 


a=dq+r 
con 0 < г< d. Luego, 


a = (тоа +nob)q +r 


?Como uno divide al otro, existen dos enteros q, y 4 tales que d = d'q; y а = dq»; por tanto d = d(qıq2) y, entonces, 
d(1 — 49) = 0; puesto que d y d' son positivos (por la definición de máximos comunes divisores de a y b), q, y q2 son po- 
sitivos. Entonces, de la igualdad d(1— 419) = О, se desprende д4 = 1 y, por ende, q, = 1 = 4; luego, d = d'. 
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de donde 
r — a(1 — тод) + (—noq)b 


Ya que el menor elemento de B es d, la posibilidad r > O no se puede dar pues r « d, por tanto se tiene 
г = 0 y, entonces, d | a. Intercambiando los papeles de a y b en lo precedente, se demuestra que d | b. 
Luego d = тоа + nob también cumple con la condición 1 de la definición A.12 y en consecuencia es el 
máximo común divisor de a y b. W 


En lo precedente dimos definiciones, teoremas y términos indefinidos; pues el propio concepto de 
número entero está indefinido. Sin embargo, los números enteros se pueden definir utilizando concep- 
tos mucho más fundamentales, que, como mencionamos antes, requerirán, aun así, de conceptos más 
elementales no definidos. 


Demostraciones indirectas 


Probemos el teorema A.3: Sean Lı y L dos rectas, que por hipótesis hemos supuesto distintas. Ahora 
supongamos que la tesis es falsa; es decir que la intersección de Lı y Lz contiene por lo menos dos 
puntos distintos, digamos que pı y p» son un par de ellos. Entonces Lı y Lz son dos rectas que pasan 
por los puntos distintos p; y p»; luego, por el axioma А.І, Lı у L» deben ser la misma recta; lo que nos 
lleva a probar que la hipótesis Lı 4 Lz es falsa. Por tanto pı y p» no pueden ser distintos y, entonces, 
son iguales. 

A este tipo de demostración se le llama indirecta. En el caso general, para utilizar esta técnica 
y probar una proposición р = q, se demuestra la proposición ~ q => ~ p, si ésta resulta verdadera, 
entonces la proposición p => q también (y viceversa), donde ~ г es la negación de la afirmación г. Para 
profundizar un poco más en este tema mostremos primero la siguiente afirmación. 


Proposición A.1 Si a € Z un número dado y p es un número primo? que no divide a a, entonces p y 
a son primos relativos; es decir, su máximo comün divisor es 1. 


DEMOSTRACIÓN BI Sea d > 1 un divisor de a y p, entonces, como d | p, se tiene d = 1 o d = p, por ser p un número 
primo. Pero ya que por hipótesis p 1 a, d no puede ser p y, por tanto, d — 1; luego a y p son primos 
relativos. B 


Sean P = {x : x es un número primo y xa) y О = {m : а y m son primos relativos). Sea la afirmación 
s: p es un número primo y р{ а ; y sea la afirmación q : p y a son primos relativos. Entonces claramente 
la proposición s => q es verdadera si P С О. Como la implicación s = q es verdadera, podemos expresar 
esta proposición diciendo que una condición necesaria para que p € P es que p € Q, o, equivalentemente: 
una condición necesaria para que un número primo no divida a un número a es que sean primos relativos. 
Es decir, una condición necesaria para que s sea verdadera es que q sea verdadera. O también se puede 
redactar como: s sólo si q. 

En general, en una proposición de la forma p — q, podemos formar los conjuntos P y Q cuyos 
elementos, respectivamente, son aquellos para los cuales p es verdadera y q es verdadera. Entonces la 


3Cfr. definición A.13, página 1000. 
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veracidad de la proposición p > q equivale a P C O. Y puesto que P C O equivale (cfr. teorema A.2, 
pág. 991) a Q* C Р, la proposición p = q equivale a la proposición ~ q = ~ p; donde, como antes, ~ s 
significa la negación de la proposición s. Y se tienen, por el mismo argumento dado arriba, las formas 
equivalentes de plantear la proposición р > q: (a) p sólo si q; (b) q es necesario para p; (c) q si p. 


Demostraciones por reducción al absurdo 


La demostración del teorema A.3 se puede enfocar desde otra perspectiva equivalente. Siguiendo el 
hilo del razonamiento dado arriba para probar este teorema, se concluye que existen dos rectas distintas 
(pues la hipótesis es verdadera) que pasan por dos puntos diferentes p, y p2, lo cual es una contradicción 
al axioma А.І que es verdadero; o una contradicción a la hipótesis, si aplicamos dicho axioma, que se 
supone es verdadera: un absurdo. Entonces, para aplicar esta técnica se niega la tesis y se llega a la 
contradicción de la hipótesis, o de algün axioma o teorema ya demostrado; entonces, el suponer falsa 
la tesis lleva a un hecho contradictorio, un absurdo, y, por tanto, la tesis no pueder ser falsa, luego es 
verdadera. 

Veamos un ejemplo más, la irracionalidad del número v2. Antes necesitamos establecer unos resul- 
tados preliminares. Recordemos que un número entero n es par si п = 2k para algún k entero y es impar 
Si n = 2k, +1 para cierto entero kı. 


Lema A.1 Sea n un número entero. Entonces: 


1. nes par — n? es par. 
2. nes impar — n? es impar. 
3. n? es par = пе par. 
4. m? es impar — n es impar. 


DEMOSTRACIÓN M1. Sin es par, entonces existe k € Z tal que n = 2k, luego n? = (2k)? = 4k? = 2(2K?), y como 2€ € Z 

porque 2,k € Z, se desprende que n? es par. 

2. Si nes impar existe k € Z tal que n = 2k + 1, luego n? = (26+ 1)? = 4k? +2k+ 1 = 20 +) +1; 
y ya que 2k? + є Z porque 2,k € Z, se tiene que n? es impar. 

3. Si n? es раг, n debe ser par, pues en caso contrario, por el inciso 2, n? sería impar; lo cual contra- 
dice la hipótesis. 

4. Si n? es impar, n debe ser impar, pues en caso contrario, por el inciso 1, n? sería par; lo cual 
contradice la hipótesis. Bl 


Recordemos que Q es el conjunto de los números racionales; esto es, Q = (p/q:p.q€ Zyq7 0]. 
Teorema А.6 v2 ¢ Q. 


DEMOSTRACIÓN BI Procedamos por reducción al absurdo. Supongamos que v2 € Q, entonces existen p,q € Z, con 
q % 0, tales que 


^ Aceptaremos como cierta la proposición de que todo número entero es un número par o un número impar; la cual el lector puede 
probar fácilmente usando el principio de inducción del apartado А.3. 
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у= Ё. 
q 


Podemos suponer que p y q son primos relativos; es decir, el máximo común divisor de ellos es? 1. Al 
elevar al cuadrado ambos lados de la igualdad precedente se obtiene 


y, por tanto, 


204) = AR 
= 24° 
y, por ende, 
Ф == 212 


es decir, q? es un número par у, en consecuencia, por el lema anterior, q también es par. Entonces р y 
q tienen a 2 por común divisor, lo cual es una contradicción a la suposición de que p y q son primos 
relativos. Por tanto y2 со. E 


Observe que el teorema precedente no tiene el formato (A.1); sin embargo, se puede escribir como: 
Si p/q € ©, entonces p/q £ У. 


1.2.3 Bicondicional y definiciones, lemas y corolarios 


Toda proposición р = q tiene una proposición recíproca, que es la que se obtiene al invertir la hipótesis 
y la tesis; esto es, q > p. Cuando ambas son verdaderas, se escribe p < q, que también se representa 
como p si y sólo si q. En tal caso se dice que las afirmaciones p y q son equivalentes. Por ejemplo: 


Un triángulo es rectángulo si y sólo si la suma de los cuadrados de sus catetos es el cuadrado 
de su hipotenusa. 


Se tiene, para la proposición p > q: 


І. A la proposición p < q se le llama bicondicional porque equivale a p > q y q > p. 

2. Como en la proposición (verdadera) condicional p — q, la afirmación q es verdadera si la afirma- 
ción p lo es; y p es verdadera solamente si la afirmación q es verdadera, la proposición bicondi- 
cional se escribe: p si y sólo si q. 


5 Si no son primos relativos dividimos el numerador y el denominador por d, el máximo común divisor de ellos, obteniendo el 
mismo número pero con numerador y denominador números primos relativos. 
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3. Puesto que en la proposición condicional p => q, una condición necesaria para que p sea verdadera 
es que q sea verdadera; y en la implicación válida q — p, la veracidad de q también es suficiente 
para la veracidad de р; la proposición bicondicional p > q se acostumbra también expresar como: 


q es una condición necesaria y suficiente para p (y viceversa). 


Toda definición matemática debe entenderse en sentido bicondicional; consideremos, por ejemplo, la 
siguiente definición: 


Definición A.13 Un número entero p > 1 es un número primo si los únicos divisores positivos de él 
son l y p. 


Significa que si q > 1 tiene por divisores positivos únicamente a 1 y a q, entonces q se llama número 
primo; inversamente si de alguna forma se sabe que un número p es primo, entonces él es mayor a 
uno, y los únicos divisores de p son la unidad y él mismo. La razón de hacer énfasis en esta idea 
(que probablemente resulte obvia al lector) es que existen formas equivalentes de describir un mismo 
concepto. El siguiente teorema sirve para ilustrar este hecho y, de paso, es un ejemplo de una proposición 
bicondicional que probaremos. 


Teorema A.7 Para que p sea un número primo es necesario y suficiente que se cumpla la siguiente 
condición: p > 1 y sia,b € Z y p | ab entonces p |a o p | b. 


DEMOSTRACIÓN BI (>>) Necesidad: Supongamos que p es un número primo. Sean a,b € Z y supongamos que p | ab, 
entonces existe q € Z tal que ab = qp. Si p { a, por la proposición А.І, p y a son primos relativos; así, 
por el teorema A.5, existen то, по € Z tales que 


1 = moa + nop 
y, por tanto, 


b = moab + nopb 


mo(qp) +nopb 
= (moq +nob)p 


lo cual implica (pues moq +nob € Z) que p divide a b. 

(<=) Suficiencia: Ahora supongamos que p > 1 y que para todo a,b € Z, p |ab = p |ao p |b. Sead > 1 
un entero que es divisor de p. Si p divide a d, entonces (cfr. nota al pie de la página 996) p = d; si p no 
divide a d, por la proposición A.1, p y d son primos relativos; y ya que d divide a p, se desprende que 
d | 1 y, puesto que d es positivo, se concluye que d = 1. Se ha probado así que cualquier divisor positivo 
de p es la unidad o el propio p > 1, luego p es un número primo. Bl 


Una proposición puede tener más de dos afirmaciones equivalentes. Diremos que las condiciones 
q; i = 1,2,...,n, son equivalentes a pares si cuando se cumple una, cualquiera de ellas, entonces se 


cumplen todas las demás; esto es, q; © q; para todo i, € {1,2,..., n}, 0 q1 > Фф >: = Qu > qi. 


Por ejemplo: 
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De hecho ya hemos probado la equivalencia de las condiciones 1 y 2; se deja al lector de ejercicio 
terminar la demostración de este teorema de preferencia con sus propias palabras; por ejemplo, probando 
0-0-60-0). 

Es evidente que el recíproco de un teorema no necesariamente es cierto; es decir, puede ser que 
р = q, pero q Æ р; como hacemos patente en el siguiente teorema y contraejemplo. 

Antes necesitamos de los dos siguientes lemas, los cuales el lector puede probar; el primero siguien- 
do exactamente el argumento de demostración de la proposición A.7; y en el segundo puede utilizar el 
teorema A.4 y el conocido teorema del binomio de Newton? o ver la demostración que se da mediante 
el principio de inducción en el siguiente apartado.” 


DEMOSTRACIÓN BI Podemos suponer, sin perder generalidad, que p y q son primos relativos (cfr. nota al pie de la página 
999). Entonces, por hipótesis, 


0= f(p/q) 
n n—1 

= Un P + An iE | ve dips diit 
q q q 


Al multiplicar por q” ambos lados de la precedente igualdad se obtiene 
anp" +ap-19p" | ад p+ agg" = 0 (А.2) 


de donde, al ser n > 1, 


aog" = p(-asp" | – аһ-19р" 2 – --:—19—) 


5Cfr. ejemplo A.15, página 1006. 
7 Cfr. ejemplo A.14 en la página 1005. 
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y, por tanto, p | aod". Ya que p y q son primos relativos, por el lema A.3, p y q” son primos relativos; y 
puesto que p | aoq", se desprende, del lema A.2, que p | ao. Al despejar a, p" de la relación (A.2) resulta 


1 n— 


asp" = q(-ay-ip" 1 ——aiq" ? p — agg" >) 
de donde q | a, p"; como p y q son primos relativos los lemas А.З y A.2 implican q | an. Wi 


Evidentemente el recíproco del teorema anterior no es cierto. Por ejemplo, para el polinomio f(x) = 
xX +1, а = 1 y ao = 1; así, los números racionales p/q con p divisor de ay = 1 y q divisor de аз = 1, 


son p/q = +1; pero ninguno de estos valores es raíz del polinomio f(x). Es decir, la condición p | ao 
y q | a, es necesaria pero no suficiente para que el número racional p/q sea raíz del polinomio con 
coeficientes enteros f(x). 


Lemas y corolarios 


Un lema es un teorema que se plantea ex profeso para ayudar a probar uno o varios teoremas. Así, por 
ejemplo, los lemas A.2 y A.3 se establecieron para probar el teorema A.9. Un corolario es un teorema 
que se deduce inmediatamente de un teorema previo. Por ejemplo: 


Corolario A.1 (Corolario del teorema A.5) a,b € Z son primos relativos si y sólo si existen 
по, то € Z tales que nga + mob = 1. 


DEMOSTRACIÓN BI (>>) Si a,b € Z son primos relativos, entonces 1 es su máximo común divisor y, por el teorema 
А.5, existen по, то € Z tales que поа + mob = 1. (<=) Supongamos que existen dos enteros, по y mo, 
tales que поа + mob = 1. Entonces, si d es un entero positivo divisor de a y b, por el teorema A.4, 
d | noa + mob = 1; luego, d | 1 y, por tanto, d = 1; es decir a y b son primos relativos. BI 


Naturalmente el uso del término lema o corolario es relativo, y depende con frecuencia del gusto del 
autor; porque en muchas ocasiones un lema en realidad tiene tanta o más importancia que los teoremas 
cuya demostración sustenta; sin embargo, por ese mismo hecho se resalta la denominación de lema, 
para tenerlo en mente a lo largo de la estructura matemática subyacente y diferenciarlo de los demás 
teoremas. Lo mismo puede suceder con un corolario y habrá quien lo llame así o prefiera establecerlo 
como teorema. 


A3 Inducción matemática 


El proceso de inducción es una forma de razonar que parte de hechos particulares a principios generales. 
La mayoría de las ciencias (exceptuando las matemáticas) utiliza este proceso cognitivo para producir 
leyes generales con base en observaciones particulares. Por ejemplo, si se realizan varios experimentos 
en los cuales se arrojan diversos tipos de cuerpos desde una misma altura cerca de la superficie terrestre 
y se observa que todos caen, al momento de tocar tierra, con la misma velocidad, entonces se generaliza 
este hecho a cualquier cuerpo diciendo: todos los cuerpos que son arrojados desde una misma altura (no 
muy lejana de la superficie terrestre) caerán a la tierra con la misma velocidad independientemente de 


su forma y tamaño. Mientras todos los experimentos que se realicen para comprobar este hecho produz- 
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can el mismo resultado, esta “ley” será cierta; a menos que un experimento particular, en condiciones 
equivalentes, dé un resultado distinto. En matemáticas no se puede hacer lo mismo porque ni siquiera es 
una ciencia experimental. Aunque basa, como toda ciencia, su desarrollo en la experiencia humana, el 
que un hecho valga para muchos casos y no se encuentre uno en el que no sea cierto, no se puede tomar 
como válido para todos los demás; sino que tiene que ser probado rigurosamente por medio del método 
deductivo. El siguiente es un ejemplo del porqué no se pueden hacer generalizaciones en matemáticas 
de evidencias particulares sin hacer uso del método deductivo. 


» Ejemplo A.12 Recordemos que un número entero q > 1 es un número primo si los únicos divisores 
positivos de p son 1 y el propio p. Consideremos la fórmula p(n) = n? — n + 41. Entonces p(1) = 41, 
p(Q)=43, p(3) = 47, p(4) = 53, p(5) = 61; los cuales son todos números primos. Podríamos conjeturar 
ingenuamente que p(n) es un námero primo para todo n € N. De hecho el lector puede comprobar por 
sí mismo que p(n) es un número primo para todo entero n con 1 < n < 40; sin embargo, р(41) = 41? 
ya no es un número ргіто. < 


Aunque el caso precedente es muy discreto —es fácil observar de inmediato que p(41) no es un 
número primo—, sirve para ilustrar la idea general: puede existir una afirmación p(n) que sea verdadera 
para todos los valores enteros desde 1 hasta valores muy grandes de n; pero que para un valor mayor, no, 
p(no) ya no sea verdadera y que, por limitaciones humanas, no sea posible llevar a efecto los cálculos 
hasta ese número, quizá desmesuradamente grande. Un ejemplo famoso de esta situación es la conjetura 
de Goldbach; en ella se afirma que todo número entero par mayor que 2 es la suma de dos números 
primos: 4=2-+4+2,6=3-+3,8=3+3, 10=5-+43,12=347, 14 — 7--7, 16 5 37-13, 18.— 5 4- 13, 
etc. Desde 1742 —cuando C. Goldbach dio a conocer esta conjetura a L. Euler— hasta el 2008, no se 
ha encontrado un número par mayor a 2 y menor que 12 x 10'”que no cumpla con la conjetura y la lista 
sigue aumentando a la fecha. 

Sin embargo, supongamos ahora que tenemos una afirmación p(n), n € N, que satisface estas dos 
condiciones: (i) p(1) es verdadera y, para cualquier n € N, (ii) si p(n) es verdadera, p(n 4- 1) también 
es verdadera. Entonces tendríamos lo siguiente: como p(1) es verdadera por (i), p(2) es verdadera por 
(її); ya que p(2) es verdadera, por (ii), p(3) es verdadera; y así ad infinítum; esto es, p(n) es verdadera 
para todo n € N. Por supuesto que ésta no es de ninguna manera una argumentación rigurosa; pero se 
puede establecer, ya que parece ser bastante evidente y simple, como un postulado, el llamado principio 
de inducción matemática que enunciamos a continuación: 


Principio de inducción: Sea p(n) una afirmación cuyo valor de verdad (falso o verdadero) depende 


del número natural n. Supongamos que se cumplen las siguientes dos condiciones: 


(i) p(1) es verdadera. 
(її) Para cualquier k € N, suponer que p(k) es verdadera implica que p(k+ 1) es verdadera. 


Entonces p(n) es verdadera para todo n € N. 
A la suposición: p(k) es verdadera, se le llama hipótesis de inducción cuando se usa este principio. 


» Ejemplo A.13 De niño el matemático C. F. Gauss hizo la siguiente conjetura: para todo n € №, se 
tiene 
п(п+ 1l) 


¡EA 
TES 2 


(A.3) 
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La conjetura se basa en el hecho de que al sumar, por ejemplo, los primeros 100 enteros naturales, 
1+2+::- +98 +99 + 100 


podemos agrupar de la siguiente manera: 


14+2+-+--+50+51 +98 4-99 4- 100 = (1+100) + (2+99) + (3 4-98) +---+(50+51) 
= 50(101) 
100 
= — (100+ 1). 
2 
Ahora probemos la fórmula (A.3) utilizando el principio de inducción. En este caso p(n) es la afirma- 
ción: la fórmula (A.3) es verdadera para n. Entonces, ya que 


p(1) es verdadera. Sea k € N y supongamos que p(k) es verdadera para este valor; esto es, (A.3) es 
válida para n = k. Luego, por hipótesis de inducción, 


13:94 pela) Е Зер АЕ EET) 
k(k+1) 


= —5 + (4+1) 
(ЕУ 1) +2(6+ 1) 
Е 2 
_ (К+ 1)(k-2) 
Е 2 
(+ 1)((k4- 1) +1) 
в =— 
Así, el suponer que p(k) es verdadera implica que p(k + 1) es verdadera; por el principio de inducción 


(А.З) es válida para todo n € №. 


Podemos escribir en un lenguaje menos vago el principio de inducción utilizando el lenguaje de la 
teoría de conjuntos, de la siguiente manera: 


Principio de inducción (con notación de conjuntos): Sea A un conjunto de números naturales; es 
decir, A C N, que satisface las siguientes dos condiciones: 


(i) 1€A. 
(ii) nEA=>n+1E€A. 


Entonces A — N. 


Para ello basta que A sea el conjunto de números enteros n > 1 para los que p(n) es verdadera. 

Aunque hemos establecido el principio de inducción como un axioma, en realidad lo podemos dedu- 
cir del principio del buen orden (axioma A.2) y establecerlo como un teorema. Pero si se elige el princi- 
pio de inducción como axioma, entonces se puede deducir el principio del buen orden a partir del prin- 
cipio de inducción, como un teorema. En el teorema A.10 hacemos patente la equivalencia de estos dos 


DEMOSTRACIÓN 


DEMOSTRACIÓN 
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principios. Entonces la elección de cuál fijar como axioma y cuál como teorema es cuestión de gustos. 
En lo personal, prefiero fijar como axioma el principio del buen orden por su enorme simplicidad, 
porque tiene una formulación mucho más sencilla y es evidente; de hecho, se escribe en una sola línea: 
todo subconjunto no vacío de números naturales tiene un elemento mínimo. Obviamente el lector que 
así lo desee puede fijar ambos como axiomas, omitir la lectura del siguiente teorema y continuar con 
los ejemplos de abajo; mas se debe recordar que en este apéndice el objetivo es aprendrer a realizar 
demostraciones matemáticas y mientras más ejemplos se tengan a la mano, será mejor. 


Teorema A.10 Las siguientes condiciones son equivalentes a pares: 


1. El principio del buen orden 
2. El principio de inducción 


B ((1)—(2)) Supongamos que se cumple el principio del buen orden. Sea A С N un conjunto que 
satisface (i) 1 € A y (ii) n € A=>n+1€ A. Sea В = A", el complemento de A relativo al conjunto №. 
Supongamos que В Æ 0, entonces, por el principio del buen orden, В tiene un elemento mínimo по que 
es mayor a 1 porque 1 € A debido a la condición (i); luego no — 1 € N y, entonces, no — 1 ¢ B, pues 
ng — 1 < no y no es el mínimo en B. Por tanto no = (no — 1) + 1 € A, por la condición (ii). De esta 
manera, ny € ANB=ANMA" = 0; lo cual es una contradicción. Entonces В debe ser el conjunto vacío y 
en consecuencia A — B* — N. 

((2)=(1)) Supongamos ahora que se cumple el principio de inducción. Sea A C N y supongamos que 
A no tiene un elemento mínimo. Sea B = (n € N | 1,2,...,n € A}. Entonces 1 € B, porque A no tiene 
elemento mínimo. Sea n € B, entonces 1,2,...,n € A, por tanto n + 1 £ A, pues en caso contrario n + 1 
sería el mínimo de A. Luego el conjunto В cumple: (i) 1 € B y (ii) n € B — n-- 1€ В; así, por el principio 
de inducción, B — N; lo cual implica A — 0. Entonces todo conjunto no vacío de los números naturales 
debe tener un elemento mínimo. Ё 


» Ejemplo A.14 Demostrar el lema A.3; es decir, probar que si a,b € Z son primos relativos, entonces 
a” y b son también primos relativos para todo m € ЇЇ. 


Ш El lema es cierto para т = 1 por la hipótesis de que a y b son primos relativos. Sea m € № y suponga- 


m 


mos que a” y b son primos relativos (hipótesis de inducción). Entonces, por la hipótesis de inducción y 


el hecho de que a y b son primos relativos, el teorema A.5 (р. 996) implica que existen по, то, nı, mı € Z 
tales que 


1= та+ тор y 


1 = ма" --mib 
Luego, 


1 = (noa + mob) (nia" + mib) 


= (noni )a"*! + (nom, a+ monia" + mobm,)b 


y, por el corolario A.1 (p. 1006), se desprende que а"! y b son primos relativos. Así, por el principio 
de inducción, а" y b son primos relativos para todon c N. B 
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Sea ny Є Z, denotaremos al conjunto de todos los enteros a partir de ny con el símbolo [no,ee[, el 
intervalo de todos los números enteros a partir de ло; esto es 


[no.se[— (m € Z | m > по}. 
De manera análoga, si n,m € Z, m « n, se define el intervalo cerrado de números enteros 
[m,n]2 (x € Z| m E x € n). 


El principio de inducción puede generalizarse si en lugar de los números naturales se toma el conjunto 


[no] $ 
Principio de inducción (соп corrimiento): Sea А С [no, œ]. Se supone que A satisface las siguientes 
dos condiciones: 


l. n9 € A. 
2. ncA-n-41cA. 


Entonces A = [по,оо]. 


En efecto, sea B = (m € N | m— 1 -- no € A). Puesto que 1 — 1 4- no = no € A, 1 € B. Supongamos 
que n € B, entonces n — 1 -по € A, y por la segunda condición que satisface este conjunto, se tiene 
nd no-—n-cl-—1-4no€ A; pero n+ 1-— 1-- no = n4- no € A; por tanto n+ 1 € B. Por el principio de 
inducción B = №. Ahora, si т € [no, |, entonces m — no +1 € N y, por tanto, m = m — no + 1 — 1 +n € A; 
esto significa A = [no, ee[ . 


Definiciones por recurrencia. El principio de inducción es muy ütil para construir definiciones por 
recurrencia. Por ejemplo, de matemáticas básicas sabemos que si n es un entero no negativo se define 
el factoral de n como n! =1-2-+.-- n; sin embargo, es posible definir por recurrencia el factorial de la 
siguiente manera: 0! = 1, y si n es un número entero no negativo para el cual se supone ya definido n!, 
entonces se define (п + 1)! = n!(n + 1). Esta forma de definir es mucho más útil de lo que parece y fue 
utilizada en este libro para definir conceptos mucho más complejos que el factorial de un número; por 
ejemplo, el determinante de una matriz (cfr. apartado 2.2.1). 


> Ejemplo A.15 Mostrar por inducción la célebre fórmula del binomio de Newton: Si a,b c «Ry n € М, 
entonces 


(a+b)" = y (+) ату (А.4) 


= 
п : Р А n 
donde ( | se llama coeficiente binomial y se define por ( 4 = 


DEMOSTRACIÓN BI Antes de probar la fórmula (А.А), necesitamos mostrar que, 


(9«G29- 32) - 
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n n n! n! 
E T n^ =D! ' (ЕЕЕ) 
—Onl(k4- 1) 4 n!(n— Kk) 
© (k- Yn — &)! 


2 Al(n 1) 
— (ka 1)Y(n— 0)! 


n+1 
k+1/)' 
Sin=1, 
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En efecto: 


por tanto la relación (A.4) es válida para n = 1. Sea n € N y supongamos que (A.4) es cierta para este 
número natural. Entonces 


(a+b =(a+b)(a+b) 


= ($ (+) ew) (a+b); 
luego 


(a+b! - » (+) ap y (+) аркі 


k=0 


(A.6) 


Hagamos j= k+ 1 en la sumatoria del segundo término en el lado derecho de la precedente igualdad, 
entonces k = ¡—1 у, como 0 < k < п, se tiene 1 < j < n+ 1; por tanto 


n п+1 
П \ n=kpk+l _ ( п ) n—j+1pj 
dq D . a b 
25) >, у= 


п+1 
= у ( n etw. 
iiw 


Al sustituir este último resultado en (A.6) obtenemos 


py - ч п n=k+1 pk Y n n=k+1 pk 
И E 201 


=1 


п n+1 Z (+) n—k+1 yk c ( n ) n=k+1 ,k $ + ) 
qn a b a b + 
(o) p k p k-1 n 


E pU (( n )+ ()) men 
сї k 


1007 


1008 


APÉNDICEA | Conjuntos, demostraciones e inducción matemática 


Luego, por (A.5), 


рү"! = n+1 £ n n n+1—k pk pr 
(a+ b) a p 1-3) AS + 


=a! $ (" EE Jane 


= 


Así, por el principio de inducción, (A.4) es válida para todon eN. B 


Con frecuencia, al usar inducción, una vez que ya se probó que es verdadera para n = 1, es necesario 
suponer que una proposición no únicamente es cierta para n, sino para todos los enteros 1,2...,n, y en- 
tonces probarla para el entero n + 1. Éste es el llamado principio de inducción completa que enunciamos 
y probamos, como consecuencia del principio de inducción, a continuación: 


Teorema A.11 (Principio de inducción completa) Sea A C N un conjunto que satisface las si- 
guientes dos condiciones: 

(i) 1€A. 

(i) 1,2,3,...,n € A implica n+ 1 € A. 
Entonces A — N. 


DEMOSTRACIÓN M Sea B = {n € N|1,2,3,...,n € A}. Entonces 1 € A por la primera condición que cumple este conjun- 


to. Sin € B, 1,2,...,n € A, luego, por la segunda condición, n+ 1 € A y, por tanto, 1,2,...,п,п+1 Є A; 
entonces n + 1 € В. Por el principio de inducción В = № у, en consecuencia, A = М. E 


Obviamente el principio de inducción completa tiene su versión con corrimiento como el princi- 
pio de inducción simple; la demostración es completamente análoga al caso de inducción simple con 
corrimiento y se deja de ejercicio al lector. 


Principio de inducción completa (con corrimiento): Sean ny € Z y A C [ло, =[. Si el conjunto A 


satisface las siguientes condiciones: 


l. ng € A, 
2. [non] CA n-1€A, 


entonces А = [no.e9[ . 


» Ejemplo A.16 (Teorema fundamental de la aritmética) Ahora vamos a probar, utilizando induc- 
ción completa, el llamado teorema fundamental de la aritmética, que afirma que todo entero mayor o 
igual a 2 se puede factorizar como el producto de números primos; esto es: Si m > 2 es cualquier núme- 
ro entero, entonces existen pi, po, ..., p, números primos tales que m = pip»: pr. En efecto, si m = 2, 
entonces т = р, con pı = 2. Sea m > 2 un entero y supongamos que la afirmación es cierta para todos 
los enteros 2,3,...,m— 1. Sim es primo, entonces m = p, con р = m; si m no es primo, tiene divisores 
distintos de él y la unidad, por tanto, existen dos enteros a,b, con 2 < a < b < m— 1, tales que m = ab. 


SECCIÓN A.3 | Inducción matemática 1009 


Por hipótesis de inducción existen рі, ро,...,р,,91,9,:::,9; Números primos tales que a = рур» ···р, 
y b = q192:**qs; luego m = ab = p,p>:*- Pr q192***qs. Por el principio de inducción completa (con 
corrimiento) la afirmación es cierta para todo entero m > 2.4 


O Nota A.3 Por comodidad redactamos los principios de inducción simple, completa con y sin co- 
rrimiento, en notación de conjuntos; pero, como es natural, se pueden traducir fácilmente al lenguaje 
de afirmaciones p(n) como lo hicimos al inicio de esta sección. De hecho, observe que en las demos- 
traciones de los ejemplos que realizamos utilizamos ambos lenguajes implícitamente; y es así como se 
procede en la práctica. 


Al comienzo de este apartado utilizamos la conjetura de Goldbach (y un ejemplo previo) para ilustrar 
el porqué la inducción empírica no se puede utilizar para mostrar proposiciones en matemáticas de 
acuerdo con el método deductivo en el cual se basa esta ciencia. Sin embargo, cabe aclarar al lector que 
no lo sepa, la conjetura de Goldbach no se ha podido demostrar matemáticamente desde que C. Goldbach 
la planteó. Curiosamente, esta conjetura ha llamado la atención del público lego; de hecho se hicieron 
una novela y una película motivadas en el tema; incluso se ofreció un premio de un millón de dólares 
a quien lograra probarla rigurosamente, como ardid publicitario para promover el libro. Evidentemente 
la casa editora estaba bien asesorada y sabían que este problema, a pesar de tanta evidencia empírica a 
favor, tenía pocas posibilidades de ser resuelto, sobre todo en el lapso tan corto en el que se ofreció la 
recompensa.? 


8N. de E. La novela es El tío Petros y la conjetura de Goldbach, de Apostolos Doxiadis (Madrid, Punto de Lectura, 2001) y La 
habitación de Fermat (Dir. Luis Piedrahita y Rodrigo Sopeña, España, 2007). 


B | Números complejos, campos 
y espacios vectoriales 


B.1 Nümeros complejos 


Definición B.1 Se denota por C al conjunto de pares ordenados (a,b), con a y b números reales; es 
decir, 


C = ((a,b)|a,b € R}. 


En C se definen las siguientes dos operaciones: 


І. Suma: (a,b) +(c,d) = (a-- c,b 4- d). 
2. Producto: (a,b)(c,d) — (ac — bd,ad 4- bc). 


Al conjunto C, junto con estas dos operaciones, se le llama el sistema (o campo) de los números 
complejos. 


La estructura algebraica del campo C es de mucho mayor interés que su estructura vectorial; por esta 
razón es que a los elementos de C se les dice números complejos y se les representa con notación de 
escalares en lugar de denotarlos como vectores. Esto no debe extrañar al lector; pues es exactamente el 
mismo caso que el de los números reales, los cuales también son vectores. 


» Ejemplo B.1 


e Hallar la suma de los números complejos zı = (—2,5), z2 = (—4, —2): 


zı +z2 = (-2,5) + (-4, -2) = (-6,3). 


4(-3) - (200), (2490) +(20(23)) 


Observe que la suma y producto de números complejos da como resultado nuevamente un número 
complejo. Geométricamente C es el plano de pares ordenados R?, como se ilustra en la figura B-1; sin 
embargo, al eje de las abscisas se le llama ahora eje real y al de las ordenadas eje imaginario (más 
adelante se verá la razón de esta jerga). Así, la suma de los números complejos (a,b) y (c,d), no es 
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b o z=(a,b) 


eje imaginario 


eje real a 


JA Figura B-1 ° 


más que la suma de los vectores А = (a,b) y B = (c,d) (cfr. figura 3-2, pág. 114). La interpretación 
del producto de dos números complejos requiere de un poco más de formulación, la cual daremos más 
adelante. 


Igualdad de números complejos: Claramente, si zı = (a,b) € C y z2 = (c,d) € C, entonces д = 2 = 
a=cyb=d. 


Inclusión de R en C: Todas las parejas de la forma (x,0) las identificamos con el número real x y 
viceversa; es decir, 


(350) ex. 


En particular, (0,0) =: 0 y (1,0) =: 1. De esta manera, el conjunto de los números reales queda incluido 
algebraicamente en el sistema de los números complejos y podemos considerar al número real x como 
el número complejo (x, 0). 


El número complejo, o unidad imaginaria, i: Al número (0, 1) lo denotamos como i; es decir, 


г= (0,1) 
y, entonces, 
Ё = –1, 
el número complejo (— 1,0); pues 
¿0010 
= (0-0—-1-1,0-1+1-0) 
ьс 


==], 


Propiedades de campo del sistema de números complejos: Es fácil verificar que el sistema de los 
números complejos satisface las siguientes propiedades: 
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Forma normal de un número complejo: Con lo anterior, si a,b € R, entonces 


a+bi =(a,0)+(b,0)(0,1) 
= (a,0) + (0,5) 
= (a,b). 
Esto es, 
(a,b) =a+bi 


que es la forma normal del número complejo z = (a,b). Podemos entonces escribir 
С= (z-a-bi|a,b € R,2 = –1} 


y operar los números complejos como si “fueran” números reales, utilizando el hecho de que ? = —1 у 
las propiedades de campo contenidas en el teorema B.1. 


» Ejemplo B.2 Siz; = —3 + 2i, z2 = —5 + 51, entonces: 


da ata =(-3+20)+(-5+51) 
= (3-5) +(2+5)i 
tk 


2, <q =-(-342) 
—3-2i. 


3. Ame =(=3+2i)(=3+3i) 
= 15— 10i — 15i+ 102? 
=15-—25i—10 
—5—25i.4 


Parte real y parte imaginaria de un número complejo: Si z = a + ib se define la parte real de z 
como Re(z) = a; y la parte imaginaria de z como Im(z) — b. 
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(b) 


A Figura B-2 • 
» Ejemplo B.3 Si z = —3 + V2i , se tiene: Re(z) = —3 , Im(z) = v2.4 


Números imaginarios puros: Un número complejo z es imaginario puro si es de la forma z = bi, 
b Æ 0; es decir, si Re(z) = 0 e Im(z) % 0. Ya que los números imaginarios puros se encuentran en el eje 


de las ordenadas, a éste se le dice eje imaginario. 


Conjugado de un número complejo: Si z = а + ib se define y denota el conjugado de z como 
z—a — ib. El conjugado de z se obtiene, geométricamente, reflejando este punto sobre el eje real como 


se ilustra en la figura B-2 (a). 


Módulo o valor absoluto de un número complejo: Si z = a + ib se define el módulo de z, también 
llamado valor absoluto de z, como |z| = Va? + 22; es decir, 
(a, b) (cfr. figura B-2 (b)). Notemos que si z = a + ib, entonces 


z| no es otra cosa que la norma del vector 


zZz -—(a-ib)(a— ib) 


—-q-pi 
2 
= а +0; 
es decir, 
= 7 
бй = 


Notemos que 


Es decir, 


» Ejemplo B.4 Calcular 1 


úl 


2-3. (300640) „Же de 


ti emana = 3 


=. 
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Potencias de números complejos: Sea z € C y n € N, se definen 


2-1 
ед 
= и 
Z = 494 
=> 
35812550. 
—n . 1 
Б op 
» Ejemplo B.5 (1+0 = (12-iP(14 i) 
= (14-2i— 1)(14 i) 
= —2-4t2i.«4 


Forma polar de un námero complejo: Al námero complejo z — x 4- iy lo podemos describir también 
por medio de coordenadas polares (r,0), tomando г = |z|. Es decir, 


z-—x-Tiy 
= r(cos0 -- isen0) 
= |z|(cos0 4- isen), 


donde @ es un argumento del punto z = (x, y) (cfr. figura B-3). A esta descripción la llamaremos forma 
polar del número complejo z. Recordemos que 0 no está unívocamente determinado, pues cualquier otro 
ángulo de la forma 0 + 2kz, k € Z, es también un argumento de z. Denotamos por arg(z) el conjunto de 
todos los posibles ángulos (en radianes) que junto con r — |z| forman un par de coordenadas polares 


de z = (х,у). 


JA Figura B-3 • 


Argumento principal de un número complejo: Si z = а + ib, existe un único 0, argumento de z, 
que satisface: —7 < 0 < rr. А 0 se le dice argumento principal de z y se escribe Arg(z) = 0. Es fácil 


comprobar que si z = x + iy, entonces 


1016 
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arctan?, 8x0; 
arctanž +7, six«0,y 20; 
Arg(z) = 4 arcttan? —7, six«0,y «0; 
To 51х= 0, у> 0; 
m Six —0,y <0; 


Observe que 


argz = Argz+2kr, kms] SES 40 


> Ejemplo B.6 Siz= 1+iv3, por la fórmula precedente, Arg(z) = 7/3 y arg(z) = 7/3--2km, k € Z.4 


Interpretación geométrica del producto de complejos: Pasemos ahora a dar la interpretación geo- 
métrica del producto y el cociente de números complejos. Sean 


(соз Ө| + isen0), 


E 
z2 = |2|(соѕ 0, + isen 02). 
Entonces 


zz = |с llzo](cos Ө cos 0, — sen 6 sen Өл + isen Өү cos Өл + ¿cos 8; sen 62) 


= l|zi||za|(cos01 cos Ө — sen ð; sen 02 + ¡(sen 0, cos 0 + cos 6; sen 62) ) 
De donde, 
2122 = |z1]|22|(cos(01 +02) + іѕеп(0; +02)) (B.1) 


Lo cual nos indica que el módulo del producto es el producto de los módulos: |2122] = |21 |122 


todo argumento de 2122 es la suma de un argumento de zı con un argumento de z2; esto es, 


, y que 


arg(ziz2) = argzi + argzo 
(ver figura B-4). De manera análoga se prueba que 


з __ |21| 


(cos(01 — 05) + isen(0; — Ө»)); 


22 [zo] 


y la interpretación geométrica es clara. 


JA Figura B-4 ° 


B.2 Campos 
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Fórmula de De Moivre: De (B.1) se desprende inmediatamente la llamada fórmula de De Moivre para 
cualquier número complejo z = r(cos + isen0) y para cualquier n € Z: 


z” = т" (cos(n0) + isen(n0)) (B.2) 
Fórmula de Euler: Para cada 0 € IR se define el námero complejo 
ei? = соѕ0 + isen0. 


La precedente relación es conocida como fórmula de Euler, y con ella las expresiones para el producto 
y la división se traducen en: 


(01+82) y 2 T uoo 
g 1494 


N 


Mientras que la fórmula de De Moivre, relación (B.2), se transcribe a: 
n inĝ 
Z¿=re (B.3) 


El sistema de los números complejos, a diferencia del sistema de los números reales, es algebrai- 
camente cerrado; es decir, todo polinomio con coeficientes en este campo tiene todas sus raíces con- 
tenidas en él. Más adelante veremos con detalle esta valiosa característica en el teorema fundamental 
del álgebra (cfr. teorema B.9, página 1025), esta propiedad es la razón por la que históricamente se 
construyeron los números complejos. 


Definición B.2 Un campo es un conjunto К, junto con dos operaciones entre sus elementos: 


suma o adición: а + b, 
producto o multiplicación: a.b, que también se representa simplemente por ab; 


que satisfacen las siguientes propiedades: 


а-+Ьє К Va,b € К (la suma es una operación cerrada). 

a+(b+c)=(a+b)+c Va,b,c € К (asociatividad de la suma). 

a+b=b+a Va,b € К (conmutatividad de la suma). 

Existe Ок € K, tal que a+ Oy =a Va € К (existencia del neutro aditivo). 

Para cada a € К existe —a € K tal que a+ (—a) = Ок (existencia del inverso aditivo). 
ab € K Va,b € K (la multiplicación es una operación cerrada). 

. a(bc) = (ab)c а,Ь,с € К (asociatividad de la multiplicación). 

ab = ba Va,b € K (conmutatividad del producto). 


. Existe ly € K — (Ok ) tal que a: 1g =a Va € K (existencia del neutro multiplicativo o identidad 
multiplicativa). 


$1 9 M ® à o Mo 


10. Para cada a € K — {0g} existe a^! € K tal que aa”! = ly (existencia del inverso multiplicati- 
vo). 


11. a(b-- c) =ab+ac Va,b,c € К (distributividad del producto respecto a la suma). 


1018 APÉNDICEB || Números complejos, campos y espacios vectoriales 


» Ejemplo B.7 
1. Q, el conjunto de números racionales, con las operaciones usuales, suma y multiplicación, es un 
campo. 
2. R, el conjunto de los números reales, con las operaciones usuales, suma y multiplicación, es un 
campo. 
3. C, el conjunto de los números complejos con las operaciones suma y multiplicación de la defini- 
ción B.1, es un campo (cfr. propiedades del campo complejo en el teorema B.1).«4 


> Ejemplo B.8 (El campo 22) Sea Z2 = (0,1) con las operaciones suma y multiplicación definidas 
en las siguientes tablas: 


4510 1 : [0 1 

0/0 1 010 0 

11 0 1|0 1 
Es fácil verificar que Z» junto con estas operaciones es un сатро. 4 


Denotaremos рог 9, „(22) al conjunto de matrices de tamaño m x р con componentes en Zo; 


así, por ejemplo, A — | | | | yB= | : e | pertenecen a Mzx3(Z2); mientras que C = 


1 0 
1 0 1 | 9,3 (22) y, por tanto, 
O 1 4d 


110 110 
A*B- | 0 1 | y же 1 3 


En general, si n es un entero positivo, se define en el conjunto de los números enteros Z la relación 
a сә b si y sólo si n divide exactamente a b — a; es decir, el residuo de dividir b — a entre n es cero. Se 
puede probar que ~ es una relación de equivalencia; esto es: 


1. ac a Va € Z. 
2. ae bobraVabeZ. 
3. a,bcEZ, ar Б, Босат с. 


Га relación de equivalencia ~ se Пата relación de congruencia módulo n y si а ~ b se escribe 
а = bmodn (se lee: “a es congruente con b módulo n"). Si representamos por [a] al conjunto de to- 
dos los elementos b € Z que son equivalentes al entero a; es decir, [a] = {b € Z|a = b mod n}, se dice 
que este conjunto es una clase de equivalencia. Entonces, dadas dos clases de equivalencia, [a] y [b], son 
disjuntas o coinciden y la reunión de todas ellas resulta ser el conjunto Z. El conjunto de todas las clases 
de equivalencia por la relación de congruencia módulo n se representa por el símbolo Z,,. Si [a] € Zn, 
por el algoritmo de división para los números enteros, existen únicos enteros r y q, con0O € r E n— 1, 
tales que a = nq + г; de donde se desprende que [a] = [r] y, por tanto, 


Z, = (I0). [1). 2]... [n - 1])- 


En Z, se definen las operaciones 
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Es fácil demostrar que las dos operaciones están bien definidas; es decir, los resultados son indepen- 
dientes de los representantes de cada clase de equivalencia. Además, se puede probar que con estas 
operaciones Z,, es un campo si y sólo si n es un número primo. Así, Z5 y 219 son campos, pero Za y Z»i 
no lo son. 


> Ejemplo B.9 En el campo Zs, por ejemplo, 21 = 4:5 4- 1, por tanto [21] = [1]. Las tablas para las 
operaciones suma y multiplicación son: 


donde, para simplificar notaciones, hemos escrito simplemente k en lugar de [k] para la clase de equiva- 
lencia de los enteros que son congruentes con k módulo 5. Entonces, por ejemplo, el inverso aditivo en 


este campo de 3 es 2 (—[3] = [2]) y es también su inverso multiplicativo ([3]7* = [2]).« 


DEMOSTRACIÓN W 1. (i) Sea ф € K tal que a + = a para todo a € К; entonces, en particular, 
$=0x +6 = Ok. 
(її) Sean и € K tal que au = a para todo a € К, entonces, en particular, 
lg = lgu = u. 


(iii) Sean a € K y g € K tal que a + g = Ок, entonces 


-а+а= 0к > (-a+a)+8=0x +8 
> —a+ (a+8) =g 
> —a+0x=8 


——ücg. 
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(iv) Sean a € K — (Ox) y h € K tal que ah = 1g, entonces 


ah=1x > aah) =a Lx 
> ш)" 
> Ікћ = ат! 

e Reg. 


2.0) a+b=a+c => —a-c (ad b) = —ac (a+c) 
> (-—a+a)+b=(-a+a)+c 
> 0x+b=0x+c 
= рее; 


(ii) Como a £ Ок, existe a”! tal que a^ !a = 1g, entonces 


ab=ac = а (ab) =a ас) 
=> (aa)hea (ac) 
> 1xb= Ікс 
= р= с. 


3. Sea a € K, entonces, por Іа ley de cancelación para la suma, 


a-0x +0x = a-0x 
= а(0к -- Og) 
= a:Ok-Fa-Ox 


implica 
Ок = a-0x . 
4. Sia € K, entonces 
(—a)+a =a+ (—a) = Ox, 
y. por la unicidad del inverso aditivo, se desprende —(—a) — a. 
5. Sean a,b € K, entonces, por la unicidad del inverso aditivo, 


(—a)b+ab = (—a+a)b 


= 0к:Ё 
= Ox 
implica 
— (ab) = (—a)b. 
De manera análoga, 
ab+a(—b) = a(b-- (—b)) 
= а: Ок 


= Ok 
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implica 
— (ab) = a(—b). 


6. Sean a,b € K, entonces, por el inciso anterior y el inciso 4, 


(-a)(-b) = —(a(=b)) 


7. Sea a € К, entonces, por el inciso 5, 


I 
| 
e 


8. Sea a € K — {0к}, entonces 


1 


ad 1 


implica a^! 4 Ox (pues en caso contrario, por el inciso 3, se tendría Ок = 1x); y, por la unicidad 
del inverso multiplicativo, se tiene (a!) ! = a. 


9. Sia = Ок y ab = Ок, entonces, por el inciso 3, 


ab = Ок 
а:Ок 


у, por Іа ley de cancelación рага el producto, lo precedente implica 


b=0x. E 


B.3 Polinomios sobre campos 


B.3.1 Propiedades 


Éste es un sumario de los principales conceptos de polinomios sobre campos. La mayoría de los re- 
sultados son generalizaciones directas de las propiedades de los polinomios con coeficientes reales que 
seguramente el lector conoce. 

En lo que sigue KK es un campo; al neutro aditivo y a la identidad multiplicativa las denotaremos 
simplemente por 0 y 1, respectivamente. 
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Definición В.З Sea К un campo. Un polinomio con coeficientes en К es una expresión de la forma ! 
р(х) = ao + aix +: -+ anx" 


donde n € № а; € K para todo j = 0,1,...,n. 
1. Los ay son los coeficientes del polinomio р(х). 


2. Si an 5 0, se dice que p(x) es de grado n y se escribe grad(p(x)) = n. En tal caso a a, se le 
llama el coeficiente principal de p(x); en particular, si a, — 1, se dice que el polinomio es 
mónico. 


3. Si en р(х) los coeficientes ay, k = 1,...,n, son nulos, se dice que р(х) es un polinomio cons- 
tante. 


4. El grado del polinomio constante 0(x) — 0 se considera indefinido. 


5. Al conjunto de todos los polinomios con coeficientes еп К, se le denota por el símbolo [x]. А 
la literal x se le dice indeterminada o variable. 


O Nota B.1 


1. Por supuesto, la literal con la que se denota la indeterminada puede ser sustituida por cualquier 


otra literal, por ejemplo f, y los conjunto K[x] y K[r] representan entonces exactamente lo mismo. 
2. Si p(x) € K[x], escribiremos, con frecuencia, simplemente p para denotar al polinomio p(x). 


3. Se define x? = 1, entonces el polinomio р(х) = ao +a 1x aax? 4- aux", se puede escribir como 


р(х) = È at. 


Definición B.4 е a 
1. Dos polinomios p(x),q(x) € K[x] de grado n, р(х) = Y, арх, а(х) = Y Б, son iguales, y se 
к=0 к=0 
escribe р(х) = q(x), si y sólo si ay = by para todo k=0,1,...,n. 


n 
2. Sea р(х) = Y аҳхќ € K[x], entonces p = 6, el polinomio constante cero, si y sólo si ay = 0 para 
к=0 
todos ID: 


Definición B.5 Si р(х) = Y ах‘ e Kx] ya eK, a 
к=0 


pla) = адаа аза? 4- --- Бао" € К 


se le Пата la evaluación del polinomio р en о. 


lUna manera más rigurosa de establecer este concepto es: un polinomio p es una sucesión (а„) de números a, € IK cuyos 
términos son todos iguales a cero salvo un número finito de ellos. El mayor índice para el cual se tiene a, 4 0 y ац = 0, 
A P es el grado del polinomio. 
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Definición B.6 Sea р(х) = Y ах“ y q(x) Y, ах* un par de polinomios en K[x]. Se definen las ope- 
к=0 к=0 


raciones: 


máx(m,n) 


Suma: p(x)+q(x)= Y (а +by)x*; donde a == Loss D TO 0 ур = 0) 
k=0 


I= Mes DO) E E 
т+п k 
Producto: p(x)q(x) = Y cyx* donde, para cada k = 0,1,...,m +n, cy = Y, ajby.j; es decir, 
к=0 j-0 
c= Y аЬ 
ns 


Observe que si p,q € K[x] y grad(f) = n, grad(g) = m, entonces grad( fg) = m+n; y si uno de ellos 
es el polinomio constante cero, entonces el producto es el polinomio constante cero que tiene grado 


indefinido. 


Кх] es un dominio entero; es decir: 


. pq €K|x] > p +q, pq c Klx]. 

- Par € Kp] > po (qr) = (pora) r. plar) = (pg)r 

- pq € Kp] — р+я = 4+р, pa = ap. 

. Existe un polinomio 0 € K[x], a saber 0 es el polinomio constante cero, tal que p -- 0 = p Vp € K[x]. 
. Dado p € Ка], existe —p € K[x] tal que p+(—p) = 0. 


. Para todo p € K[x], 1p(x) = р(х) donde 1 representa el polinomio constante 1. 


. pP.4.r € K[x] = p(q+r) = ра pr. 


о ny QV л hu го н 


. Si p(x),q(x) € Klx] y p(x)q(x) = 0, 0 el polinomio constante cero, entonces p = 0 o q = 0. 


Teorema В.З (Algoritmo de división) Sean f (x),g(x) € Klx], con g(x) distinto del polinomio cons- 
tante cero. Entonces existen únicos q(x),r(x) € K[x] tales que 


f(x) = в(х)4(х) +r(x) 


con r(x) — 0(x) — 0, el polinomio constante cero, o grad(r) < grad(g). 


A los polinomios q y r del teorema anterior se les llama, respectivamente, el cociente y el residuo, 
de dividir el polinomio f entre el polinomio g. 


Definición B.7 Sean f,g € К], con g 4 0. Se dice que el polinomio g divide al polinomio f, y se 
escribe g | f, si existe q € K[x] tal que f = gq. Esto es, si r = 0 en el algoritmo de división. 


Definición B.8 Sean f,g € K[x]; un máximo común divisor de f y g es un polinomio d € K[x] — {0}, 
tal que d | f y d | g; y si а es otro polinomio en K[x] que divide a f y a g, entonces d' | d. 
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Teorema B.4 Sea f,g € K[x] un par de polinomios no ambos nulos. Entonces existe al menos un 
máximo común divisor de f y g. 


Es evidente que si d es un máximo común divisor de f y g y c € IK — {0}, entonces cd también es 
un máximo común divisor de f y g. Luego, si f y g son polinomios, no ambos nulos, existe un único 
polinomio mónico que es máximo común divisor de f y g; a éste se le llama el máximo común divisor 
de f y g y sele denota por 


mcd( f, 8) 
o por (f(x). (x)). 


Definición B.9 Si mcd(f,g) = 1, se dice que f y g son primos relativos. 


Teorema B.5 Si f,g € K|x] son dos polinomios no ambos nulos, entonces existen q,p € K[x] tales 
que 


тса(7, 8) = qf + pg. 


Definición B.10 Sean f,g € K[x] y p un polinomio con coeficientes en K; p es un mínimo común 
múltiplo de f(x) y g(x) si f | p, g | p y si q es cualquier otro polinomio que es divisible por f y g, 
entonces p | q. 


Teorema B.6 Si f y g son polinomios en IK|x| entonces ellos tienen al menos un mínimo común 
múltiplo. 


Si p es un mínimo común múltiplo de f y g, también lo es cp, para cualquier c € IK. Por tanto existe 
un único polinomio mónico que es mínimo común múltiplo de f y g. A éste se le representa por el 
símbolo 


mem(f, 8) 


o por el símbolo [f, 2] y se le llama el mínimo común múltiplo de f y g. 


Teorema B.7 


208 
[7,8] n (f.g) 


Definición B.11 Un polinomio f(x) € Кх] es irreducible en K|x| si cumple la condición: 


p.q € K[x], f = pq => p о q es un polinomio constante. 
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Teorema B.8 (Teorema de factorizacion única) Todo polinomio no nulo f(x) € Klx] se puede 
factorizar como producto de factores mónicos irreducibles de manera única. Es decir, existen 
P1» P2,- --, Pr Є K[x] y с € K, tales que 


f(x) = cpi (x)p2(x) --- pr(x) 


donde los polinomios р; son mónicos e irreducibles. Además, salvo el orden de los factores, la facto- 
rización es única. 


B.3.2 Raíces y teorema fundamental del álgebra 


Definición B.12 Sean f(x) € K[x] y a € K. Se dice que a es raíz del polinomio f(x) si f(a) = 0. 


Evidentemente las siguientes condiciones son equivalentes a pares: 


1. a es raíz del polinomio f(x). 


2. (хо) | f(x). 


3. El residuo de dividir el polinomio f(x) entre el polinomio (x — о) es el polinomio constante cero. 


Como consecuencia del inciso 2, un polinomio de grado n con coeficientes en un campo K tiene a 
lo más n raíces en ese campo. 

Se dice que una raíz о de un polinomio f(x) tiene multiplicidad m € М, si (x — a)” | f(x) pero 
(x — а)" { f(x); en particular, si m = 1, se dice que o es una raíz simple. 

A continuación enunciamos uno de los más conspicuos teoremas que se tienen en álgebra. De hecho, 
la construcción del campo C fue diseñada con el propósito de obtener este resultado para polinomios 
con coeficientes reales. El lector interesado en estudiar la demostración de esta otra piedra angular de 
las matemáticas, puede consultar el apéndice C (teorema C.8 página 1052). 


Teorema B.9 (Teorema fundamental del álgebra) Sea p(x) un polinomio con coeficientes reales y/o 
complejos (i.e., р(х) € C[x]) que tiene grado mayor o igual a uno, entonces p(x) tiene por lo menos 
una raíz en C. 


Corolario B.1 Sea р(х) un polinomio con coeficientes reales y/o complejos (i.e., р(х) € Clx]) que 
tiene grado n > 1, entonces p(x) tiene exactamente n raíces en C contando multiplicidades. Es decir, 
existen 0,02,..., Qr € C, números complejos distintos entre sí, tales que 


р(х) = а (х= a )™ (x — az)" --- (x — a) 


donde m; es la multiplicidad de la raíz oj, j = 1,2,..., r; m +m cm, =n y an es el coeficiente 
principal de p(x). 


Un campo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio con coeficientes en IK tiene todas sus 
raíces en K. Así, el teorema fundamental del álgebra (y su corolario) garantizan que el sistema de los 
nümeros complejos C es algebraicamente cerrado. 

El teorema fundamental del álgebra se puede extender a campos arbitrarios. 
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Definición B.13 Sean F un campo y S С Е. Se dice que S es un subcampo de F si las mismas opera- 
ciones, suma y producto, de Е restringidas a S, hacen de éste un campo. 


Definición B.14 Sea K un campo. Se dice que un campo Y es una extensión del campo K, si K es un 
subcampo de Е. 


Teorema B.10 (Teorema de Kronecker) Sea р(х) € K[x] un polinomio de grado n > 1. Entonces 
existe un campo F, extensión del campo K, y а € Е tal que a es raíz del polinomio р(х) en Е. 


Corolario B.2 Si р(х) € K[x] es un polinomio de grado n > 1, entonces existe una extensión Е de К 
en la que p(x) tiene todas sus raíces. 


Hacemos una digresión final en este segmento con un resultado, que junto con división sintética, 
puede ser muy ütil; pues da condiciones necesarias para que un polinomio con coeficientes en el dominio 
de los números enteros Z tenga una raíz en el campo de los números racionales ©; está contemplado en 
el siguiente teorema y la demostración se puede consultar en el teorema A.9 de la página 1001. 


Teorema B.11 Sea f(x) = ax" +4, 1x" | +---ajx+apg un polinomio de coeficientes enteros y de 
grado n 2 1. Si Lg Q es una raíz racional de este polinomio; esto es f (p/q) = 0, entonces p | ao y q | an. 
q 


B.4 Espacios vectoriales sobre otros campos 


Definición B.15 Sea К un campo.? Un espacio vectorial sobre K es un conjunto E 4 0 donde se han 
definido un par de operaciones: suma entre sus elementos, representada como ii + 0; y multiplicación 
(producto) de escalares (elementos del campo К) con elementos de E, representada por ou; que 
cumplen con las siguientes diez condiciones (axiomas de espacio vectorial): 


1. U+UEE Vii, 0 € E (la suma es cerrada). 


= ре: 


014+ (U+w) = (0+0) +0 Vu,v,w € E (asociatividad de la suma). 


Uu+0=0+d4d Vuú,v СЕ (conmutatividad de la suma). 

Existe дв € E tal queii-- Óg =й Vii € E (existencia del neutro aditivo). 

Para cada ii € E existe —ú € E tal que ii + (—ii) = Ок (existencia del inverso aditivo). 
ou cE Va €K, Vu € E (la multiplicación con escalares es cerrada). 

a(Bú) =(afjá Va, PB € К, Vii € E (asociatividad del producto con escalares). 


a(ŭü +0) =aŭ+ pů Va ЄК, Үп, 0 € E (distributividad del producto respecto a la suma de 
vectores). 


9. (a+ B)u = ou 4- Bu. Va, В € К, Vu € E (distributividad del producto respecto а la suma de 
escalares). 


oo | fex A a $9 de 


10. lyu —u Vi € E (preservación de la escala). 


?Cfr. definición B.2 de la sección B.2, página 1017, de este apéndice. 
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O Nota B.2 Todos los conceptos y resultados que se establecieron en los primeros tres capítulos de 
este libro, salvo unas cuantas obvias excepciones,? siguen siendo válidos si se considera como campo 
subyacente de escalares un campo cualquiera K en lugar del campo R (o C). En particular: el álgebra de 
matrices y matrices invertibles; la teoría de determinantes; la teoría de independencia lineal, dimensión, 
rango y bases; la teoría general de sistemas lineales; métodos de Gauss y Gauss-Jordan; y toda la teoría 
de espacios vectoriales y operadores lineales en ellos. 


» Ejemplo B.10 Sean E = К, el conjunto de números reales, y К = R, el campo de los números reales. 
Entonces, con la suma usual de números reales y el producto usual de números reales, E es un espacio 
vectorial sobre К = К. Es fácil ver que en este caso dim(E) = 1; pues claramente (1) es una base para 
este espacio. < 


> Ejemplo B.11 Sean л un entero positivo, E = Q” = ((xi,25,...,x,)|x; € Q,¿=1,2,...,n y K =Q, 
con las operaciones usuales de suma de vectores en IR" —restringida a Q"— y la multiplicación por un 
escalar con un vector de IR" —restringida a escalares racionales y vectores en Q"—. Es sencillo verificar 
que E es un espacio vectorial sobre Q y que dim(E) = п. 


» Ejemplo B.12 Sean n un entero positivo y К un campo. Se define 


К" = {С = (С заа) GEK Ј = A |- 
es decir, el conjunto de n-eadas ordenadas? con componentes en K. Con las operaciones: 


е (61,62, би) + (&1,,...,&һ) == (с +E, C2 T£... Ca +) 
e AMC.) = (AG, Q5,..., A), AEK 


IK" es un espacio vectorial sobre K.<« 


Antes de dar el siguiente (relativamente sorprendente) ejemplo, necesitamos de algunos prelimina- 
res: 


1. Sean A y B dos conjuntos. Se dice que A y B son equipotentes si existe una biyección y de A sobre 
B; es decir,  : A — B es una función inyectiva y suprayectiva.? 


2. Si А y B son equipotentes se dice que ambos tienen la misma cardinalidad y se escribe 
card(A) — card(B). 


Es decir, A y B son equipotentes si y sólo si card(A) — card(B). 


3. Un conjunto A es infinito si y sólo si A es equipotente a un subconjunto propio de A. Por ejemplo, 
la función y : N > P, donde N es el conjunto de los números naturales у Р el conjunto de números 


3Por ejemplo, un sistema consistente con más incógnitas que ecuaciones no puede tener una infinidad de soluciones en un campo 
finito. 

^Naturalmente si © = (СЕЛК у © (Gr) E IR. á =б €» G; = ©, para todo j. 

5Cfr. definiciones 5.3 y 5.4 del apartado 5.1.2 
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Ө, 


14. 
15; 


16. 


17, 


18. 


pares positivos, definida por (лп) = 2n, claramente es una biyección; luego N y P son equipotentes, 
pero PP C N; así que N es un conjunto infinito. 


. Se dice que el conjunto infinito N tiene cardinalidad Nọ (alph cero) y se escribe 


card(N) — No. 


. А Æ es finito si y sólo si A es equivalente а un conjunto de la forma {1,2,...,п} para algún 


entero positivo n. En tal caso se dice que A tiene cardinalidad n y se escribe card(A) — n. Es decir, 
la cardinalidad de un conjunto finito es el námero de elementos del conjunto. 


. Si A y B son conjuntos finitos, son equipotentes si y sólo si tienen el mismo número de elementos. 
. La cardinalidad del conjunto vacío se define como cero; es decir, card(0) — 0. 


. Si existe una función inyectiva y : А — B que no es suprayectiva, se dice que la cardinalidad de A 


es menor que la cardinalidad de B y se escribe card(A) « card(B). 


. Un conjunto A es numerable si es equipotente a N; esto es, si card(A) = Хо. 
. Se dice que un conjunto A es a lo sumo numerable si es finito o numerable. 

И 
12, 


Todo subconjunto de un conjunto numerable es a lo sumo numerable. 


Que un conjunto A sea numerable significa que sus elementos se pueden escribir como una suce- 
sión; esto es, 


ASA diede: 


Si {A}, n= 1,2,..., es una colección numerable de conjuntos a lo sumo numerables, entonces 
А= | ЈА, 
n=1 


es un conjunto a lo sumo numerable. 
Se puede probar que el conjunto Q es a lo sumo numerable. 


La función y : № > [0,1], y(n) = 1/n, es inyectiva, pero no suprayectiva; luego card(N) < 
card([0, 1]). A la cardinalidad del intervalo [0,1] se le llama cardinalidad del continuo y se re- 
presenta por el símbolo c; es decir, card([0, 1]) = c. Por tanto No < c. 


Se puede probar que cualquier intervalo no vacío, acotado o no, tiene también la cardinalidad del 
continuo; en particular el conjunto de los números reales R = (—oo, оо). 


Hipótesis del continuo: Si B es un conjunto tal que No < card(B) < c, entonces card(B) — No. Es 
decir, no existe un conjunto infinito no numerable que tenga cardinalidad inferior a la cardinalidad 
del continuo. 


Si A y B son conjuntos a lo sumo numerables, entonces A x B es alo sumo numerable. En general, 
si A1, A». ..., À, son conjuntos а lo sumo numerables, entonces A, ХА) x -+ X A, es a lo sumo 
numerable. 


» Ejemplo B.13 Sean E = К, el conjunto de números reales, y K = Q, el campo de números racionales. 


Entonces, con la suma usual de números reales y el producto usual de números reales, claramente E es 


un espacio vectorial sobre К = Q. Mostrar que, en este caso, dim(E) = c.« 
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DEMOSTRACIÓN BI En efecto, sea Z una base de E —la cual existe por el teorema C.5 del apéndice C, p. 1047— 
entonces, puesto que 4 C К, card(27) < card(R) = c. Supongamos que card(Z7) < c, entonces, por 
la hipótesis del continuo, card(Z7/) < No; es decir, @ es a lo sumo numerable. Por tanto, 2 se puede 
escribir como una sucesión (posiblemente finita) de números reales; digamos 2 = [0o1,05,...]. Se 
define, para cada n € N, el subespacio $, = gn(o1,02,...,04). Sea р: Sn — Q” la función definida, para 
cada a104 + 42097 +-+: Бао, € Sn, como (ао + 4302 +++ + аал) = (01,05, ...,a,). Claramente y 
es una función inyectiva de S, en el conjunto numerable Q”; luego card(S,) < Хо y, por tanto, 5, es a 
lo sumo numerable. Puesto que la reunión de una familia numerable de conjuntos a lo sumo numerables 


es también un conjunto a lo sumo numerable y evidentemente R = U S,, la suposición сага(2) < c 


n= 
lleva a la contradicción de que R es a lo sumo numerable. Por lo tanto, card(47) = c. Bi 


» Ejemplo B.14 (El espacio vectorial Z5) Sea K = Z» el campo descrito en el ejemplo B.8, pág. 1018, 
y n un entero no negativo. Si 


Z5 eiue (1%...) l05€ La, =1,2, «np 


en Z3 se definen las operaciones, para cada par de vectores di = (x1,X2,...,Xn) 0 = (y1,X2,...,Xn) de Z5 
y para cada А € Za, 


й+0 = (ху +y1, X42 +у2,...,х уп) Y 
Ай = (Ax1,Ax2,..., Axa). 


Es fácil verificar que Z5, con estas operaciones, es un espacio vectorial sobre el campo 22 y que 
una base para este espacio (la base canónica) está dada por Z = (0; | j = 1,2,...,п} donde б; = 


@ 40 1,0, ...,0), para cada j = 1,2,..., n; y, por tanto, dim(Z5) = n. Además, es claro que Z5 tiene 
2 2 


n 
2" elementos. 


> Ejemplo B.15 Siz = (1,1,0,0,1), 0 = (0,1,1,0,1), 4,0 € 25 entonces 


1. й+® = (1,1,0,0,1) +(0,1,1,0,1) 
= (1,0,1,0,0). 
2 -% = —(0,1,1,0,1) 
= (0,—1,—1,0,—1) 
= (0,1,1,0,1). 


3. Sir € Z2, y v € 22, 


D ii, size 
T= a | 
0, sir=04 
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B.5 Aplicación a la teoría de detección y corrección de errores en códigos 


El espacio 25 del ejemplo B.14 tiene una importante aplicación en la teoría de detección y corrección 
de errores en códigos binarios que se transmiten electrónicamente. Un código binario es un conjunto 
de vectores en Z5. El proceso de convertir un mensaje en vectores del espacio Z5 se llama codificación 
(binaria), y al proceso inverso decodificación. 

Una vez que un mensaje ha sido codificado, éste debe transmitirse a través de un canal (un radio- 
transmisor, una línea telefónica, un cable de fibra óptica, el espacio vacío, etc.); pero, en muchos casos, 
el canal de transmisión está sujeto a “ruido” que resulta de otras señales de interferencia; como con- 
secuencia el mensaje original puede presentar errores al llegar al receptor. Esto significa que algunas 
de las entradas de los vectores código han cambiado de unos a ceros o viceversa. Existe una técnica 
para poder detectar si un vector código dado contiene un error, y se llama verificación de paridad. Para 
aplicar esta técnica supondremos que en cualquier vector código que llega al receptor, el posible error 
que contiene es simple; esto es, a lo más una de sus entradas ha cambiado de cero a uno o viceversa; esto 
significa que la probabilidad de que en un vector código existan más de dos entradas con errores es casi 
nula. Supongamos, por ejemplo, que se va a transmitir un mensaje de dos palabras y en sistema decimal 
están representadas por los número 25 y 27. En el sistema binario estos números corresponden a 11001 
y 11011, respectivamente. Se dice que cada uno de estos mensajes son palabras o vectores código de 
longitud 5 y, en general, de longitud k si tienen, entre ceros y unos, k componentes. Para poder detectar 
errores en la transmisión, se añade al código original un uno al final si el número de unos es impar y un 
cero si es par. De esta manera, los vectores código —con verificación de paridad— para las palabras del 
hipotético mensaje, quedan como se ilustra en la figura B-5. 

Es evidente que si sólo una de las entradas ha sido alterada en el canal, el verificador de paridad 
ya no será congruente con la paridad de unos en las primeras cinco componentes y se habrá detectado 
que el vector código contiene un error. Sin embargo, el método de verificación de paridad, aunque 
detecta errores, no funciona para determinar en qué componente del vector código se encuentra el error 
y así poder corregirlo. Para poder alcanzar este objetivo utilizaremos la siguiente técnica, que a mediados 
del siglo pasado fue creada por el matemático Richard W. Hamming. 


Códigos de detección y corrección de errores (n,k) de Hamming 


Supongamos que se van a enviar mensajes binarios con palabras de longitud k. Sean й; = (o1;,05j,..., 


Bp. j212,..,k, k vectores en got (n > К); definimos los siguientes К vectores en Z5 
j é i 
= (0...0, 1,0,. ..,0 115 00 ыр) = | _, 
k "j 
25 27 
p == amb mas 
oes acd Wee m 
verificador verificador 
de de 
paridad paridad 


JA Figura B-5 • 
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donde 2; = (OA 1,0, ...,0), j = L2,...,k. Puesto que la matriz que tiene por filas a los vectores 
—— — 


k 
ijj está en forma escalonada y toda fila tiene pivote, los vectores 7; son linealmente independientes en 


Z5. Sean ó; = (0:40; 1,0, ...,0) los vectores de la base canónica de Z5 y supongamos, además, que es 
—_——.„—— 


п 
posible construir una transformación lineal T : Z5 — gs tal que 


1. Ker(T) = gn(Tii. Tb... -> Tk). 
2. T (ôi) 2 0а рага todo i = 1,2,...,n. 
T(5) #5 T(5) sii V j. 
Sea = (x1,X2,...,xx) una palabra binaria de longitud k que se va a transmitir por algún canal y 
Gc = 1 + хәр 4- Бх € Ker(T), 


entonces с es una palabra de longitud n, donde las primeras k coordenadas son idénticas a las primeras 
k coordenadas de 2 y las últimas coordenadas contienen la información redundante suficiente (código 
de verificación de paridad) para detectar y corregir errores. En efecto, si la palabra àX- que recibe el 
receptor tiene un sólo error —digamos— en la coordenada i, entonces GC = ùc + ó; por tanto, 


T(X) = Т(@с+8) 
= Т(@с) +T(0;) 
= Öp T(8) 
= TĒ) 
A Os. 


Además, si [T] es la representación matricial de T relativa a las bases canónicas de Z5 y mt entonces 
T (3;) es la columna i de [T]. De esta manera, al identificar T (3;) = [T ]ó; con la única columna de [T] con 
la que coincide, se puede determinar el valor i de la coordenada donde se encuentra el error y corregirlo. 


Por otra parte, si X. no tiene error, entonces T (%4) = T (c) = О„„—к y viceversa. En estas condiciones 


21-6 
se dice que el subespacio k dimensional de Z5, С, к = gn(rji, Tb... .. к), es un código (п, К) de Hamming 
para la detección y corrección de errores (simples). La matriz С que tiene por filas a los vectores 7; se 
llama matriz generadora de código de paridad y a la matriz Н = [Т] se le dice matriz verificadora de 


código de paridad. 
» Ejemplo B.16 (Código (6,3) de Hamming) Sean iij = (1,0,1), i£ = (1,1,0), y йз = (1,1,1), en- 
tonces 71 = (1,0,0,1,0, 1), 75 = (0,1,0,1,1,0) y ўз = (0,0, 1,1, 1, 1). Completemos? el conjunto L.I. 


Uh. Tb. ўз} a una base del espacio Z$; el resultado que se obtiene es 


B = ((1,0,0,0,0,0), (0, 1,0,0,0,0), (0,0, 1,0,0,0), 75, 75. 53]. 


Cfr. compleción de un conjunto L.I. a una base, página 167. 
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Sea T : 25 — Z3 la transformación lineal tal que" T (7;) = Öz t= T(1,0,0,0,0,0) = (1,0,0) y 
T (0,1,0,0,0,0) = (0,1,0) y 7(0,0,1,0,0,0) = (0,0, 1). Puesto que la matriz cambió de base? de la base 
canónica a la base 4 está dada por 


-1 


100100 100110 
010010 0 101] 
0 109 1| ТОФ 1 T 1 
олот т “fo ooro 
0 0 0011 0 0-0 191 
000101 00011 I 


y la representación matricial de T relativa a la base 4 y a la base canónica {б} йе Z es? 


1 Q 9 Q0 Q9 O0 
Pelo 1000 0 
001000 
se tiene 

100 110 
O 0.1 0 1 
0 0 L1 TL 
ЕР n3 114 
0 0 0 1 01 
0 Q. 0 1. 1 1 
100110 
=10 1.01 0 1 
0-0. 11 T 1 

=H 


> 


Por construcción, Ker(T) = gn(iji, p. з); y al observar las columnas de [T] se desprende que T(0;) 4 


ә > 


бз para todo i y Т(д;) 4 T (0;) si i 5 j. En este caso las matrices generadora de código y verificadora 
de código de paridad están dadas por 


1 0 O 1 0 1] 1 0 90 1 iL Q0 
G-—|01 0 1 i 0 y H=| 0 1 0 о 11, 
001111 0.0 1 1 1 1 


respectivamente. De esta manera, si se desea enviar, por ejemplo, la palabra de longitud 3, © = (1,1,1) = 
l- ôi +1. ES +1. бз, la codificación correspondiente con código de verificación de paridad es 


1 
ёс = lh 1134266 = С |1 | =(1,1,1,1,0,0). 
1 


7 Cfr. ejercicio resuelto 1 del capítulo 5, página 497. 
9 Cfr. teorema 5.13, página 438, y la definición 5.1 del apartado 5.2.1. 
9? Cfr. teorema 5.18, página 447, y la definición 5.15 del apartado 5.2.3. 
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Supongamos que en el canal de transmisión se produjo un error y el mensaje que llega al receptor es 
We = (1,1,0,1,0,0); 


entonces, puesto que 


1 

1 
100116715 0 
repy=H0%=|0 10 101||,|=]/0 
000 141401 1 

0 

0 


coincide (únicamente) con la tercera columna de la matriz verificadora de código H, el receptor puede 
identificar que el error se encuentra en la tercera coordenada del vector De = (1,1,0,1,0,0), corregirlo 
al cambiar la tercera componente de este vector por el dígito 1 y obtener la palabra correcta que envió el 
emisor: œ = (1,1,1). En caso contrario, si De no contiene errores, Нас = буз y el receptor, al notar 


esto, podrá determinar que el mensaje que recibió es correcto. < 


Aunque la manera de obtener matrices para generar y verificar códigos de paridad que explicamos 
arriba sirve para comprender y motivar estos conceptos, en realidad el proceso para lograr ese fin es 
mucho más simple basándonos en las mismas ideas. Recordemos que si H es una matriz, entonces la 
función Xx — Ty (X) = Hx es una transformación lineal cuya representación matricial, relativa a las bases 
canónicas, es precisamente la matriz H. Entonces, para obtener un par de matrices, G y H, tales que 
la primera genere y la segunda verifique, respectivamente, un código de paridad (n,k) de Hamming, se 


requiere: 


1. G-[ I A ] E€ Mrxn(Z2), donde / es la matriz identidad de orden k y A € Myx(n-1 (Za). 
2.H€ Mint) xn (Za) 
3. El espacio nulo de la matriz H está generado por las filas de la matriz G (luego tiene dimensión k). 


4. Las columnas de H son no nulas y distintas entre sí. 


La construcción del par (С, H) está dada en el siguiente teorema: 


Teorema B.12 (Código estándar de verificación de paridad de Hamming) Sea A una matriz de 
tamaño k x (n — k) con componentes en Z» tal que: 


1. Las filas de A son distintas entres sí. 

2. Las filas de A son no nulas. 

3. Toda fila de A es distinta a cualquiera de las primeras n — k columnas de la matriz identidad 
True 


Entonces las matrices definidas por 

G-[h A] y H=| A ha] 
forman, respectivamente, una matriz generadora y una matriz verificadora de un código de paridad 
(n,k) de Hamming; esto es: 


e El espacio nulo de H está generado por las filas de G; de hecho, forman una base. 
e Las columnas de H son no nulas y distintas entre sí. 
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DEMOSTRACIÓN BI Notemos antes que los vectores fila de la matriz G son linealmente independientes porque С está en 
forma escalonada y en toda fila hay pivote. Ya que las primeras n — k columnas de la matriz H son las 
filas de la matriz A y las últimas k columnas de H son las columnas de la matriz /, 4, de las hipótesis 1, 
2 y 3, se desprende que las columnas de H son no nulas y distintas entre sí. Por otra parte, 


lo cual implica que el subespacio generado por las k filas de G está contenido en el espacio nulo de H; 
pero, claramente el rango de esta matriz es n — k y, por tanto, la dimensión del espacio nulo es k; luego 
las filas de С forman una base de ese subespacio por ser k vectores linealmente independientes. Bi 


Definición B.16 Si A, G y H son matrices que satisfacen las condiciones del teorema precedente, se 
dice que G es una matriz estándar generadora de un código de paridad (n,k) de Hamming y que H 
es la matriz estándar de verificación de paridad correspondiente. 


En resumen, si G y H son una matriz generadora y su matriz de verificación de código de paridad 
(n,k) de Hamming, à = (x1,x2,. .., Xk) es una palabra binaria de longitud k, Gc = G'4 es la codificación 
de verificación de paridad de G y @ү- es la palabra que recibe el receptor, entonces: 

EY) . . . 2 . ә, __ = 
І. Gc no contiene error (simple) si y sólo si Нос = 0 


п-к. 
25 


2. GX. tiene un error (simple) si у sólo si HG A 0,»„-к; en tal caso el error se encuentra en la coorde- 
2 
nada j del vector @ү de la única columna j de H que es idéntica a Hàx.. 


» Ejemplo B.17 (Código (7,4) de Hamming) Sea 


к= кезка @ 
кек @ i 
К O реа j 


entonces А satisface las condiciones del teorema B.12, luego 


1000011 
0100 10 I 
Еа е оа 319 
0001111 

y 
VITA 
B=[4 B]=|1 11010 
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son, respectivamente, una matriz estándar generadora y su correspondiente matriz estándar de veri- 
ficación de código de paridad (7,3) de Hamming. Supongamos que a un receptor llegan los mensa- 
jes @ = (1,0,1,1,0,1,0) y de = (1,0,1,1,0,0,1). ¿Qué mensajes realmente fueron enviados por la 
fuente? 4 


Solución 

E 
0 
1 1 1 1 0 0 1 
(a) Hó,— 1.011010 1 
їл 1:0— 0 1 0 
1 
0 

0 

= m0 |: 

0 


por tanto el mensaje que se recibió no tiene errores y el mensaje original es 4 = (1,0, 1, 1). 


1 
0 
rita oia 
(b) Ho =|1011010||1 
101001 10 
0 
1 

0 

zu ps 
1 


que es igual a la primera columna de Н. Entonces el mensaje v, contiene un error en la primera 
coordenada y, por ende, el mensaje original es 0 = (0,0,1,1). Y 


Este apartado contiene las demostraciones que se omitieron de los teoremas 2.7, 2.8, 2.9, 2.11, 3.14, 
4.22, 4.24 y B.9 que se encuentran en las páginas 76, 80, 83, 84, 160, 327, 337 y 1025, respectivamente. 
Para facilitar la lectura se han repetido aquí los enunciados completos de cada teorema. 


Teorema C.1 (2.7 Desarrollo por cofactores) Sea A € Mpx. 
1. Sean fi, f»... fn los elementos de una fila, F;, cualquiera de A, con c1,c5,...,cs sus respectivos 


cofactores y 


NA e e ape Cna 


2. Sean g1,82,...,8gn los elementos de una columna, С, cualquiera de A, con di,d»,...,d, sus 
respectivos cofactores y 


Ag; — d181 +d282 +: E 


Entonces: 
e Ar, = Ap, para todo par de filas F; y Е, de A. 
• Лс, = Ag, para todo par de columnas Gj y G; de A. 
• Ак = Ac, para toda fila F; y toda columna Gj de A. 


DEMOSTRACIÓN Ш 1. Sean A = [a] € t, 4,, F [| an an > An |у6= [ар ар + аһ | ча par de filas 
cualesquiera de A. Podemos suponer, sin perder generalidad, i < j. Si n = 1, el teorema es evidente 
y 51 n = 2, la afirmación se probó en el ejemplo 2.16 de la página 77. Supongamos que n > 2 


es un entero y que el teorema es verdadero para toda matriz de orden menor o igual a n — 1. 
Entonces: 


(a) 
Ак = Y ar(—1) М (С.1) 
k=1 
donde Mj; es el menor del elemento а; de la matriz A; es decir, el determinante de la matriz 
AO que se obtiene a partir de la matriz А suprimiendo de ella la fila і y la columna k. Sea 


k € (1,2,..., nl, entonces la matriz А( tiene orden n — 1 y podemos aplicar la hipótesis de 
inducción para calcular el menor М desarrollando por cofactores con cualquiera de sus filas; 


1037 
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en particular, con la fila j — 1, que en la matriz A corresponde, excepto por el elemento a jz, a 


la fila j. De esta manera, ya que en la matriz A? se ha suprimido la columna К, 


k-1 n 
aj(—1) Mg = aj (1) PAT рУ asc ag 
ii 5E 


k-1 n 
= ag(—1)^* PAS b» ss Cn a 
l=1 


l=k+1 


donde Му es el determinante de orden n — 2 de la matriz que resulta de suprimir las filas 
i, j y las columnas k, l de la matriz A. De esta manera, el lado derecho de la relación (C.1) 
contiene n(n — 1) términos de la forma 


agag(—1) 7 1 Mya sil < К (C.2) 


—agajg(—1) HHH- Maa silk (C.3) 


donde k,1 € {1,2,...,п}, 15 К. 


(b) 
Ar, = Y aj(-1) Му (C.4) 
pe 


donde М es el menor del elemento ау de la matriz A; esto es, el determinante de la matriz 
AU" que se obtiene a partir de la matriz A suprimiendo de ella la fila j y la columna /. Sea 
1 € {1,2,...,п}, entonces la matriz AUD tiene orden n — 1 y podemos aplicar la hipótesis de 
inducción para calcular el menor M ; desarrollando por cofactores con cualquiera de sus filas; 
en particular, con la fila і que coincide, excepto por el elemento ад, con la fila i de la matriz 
A, pues j > i. Luego, ya que en la matriz AU" se ha suprimido la columna /, 


1—1 п 
al "My =a (1) (E ag (—1) ^ Mg + X ы-у му) 
k=1 : 


donde M jj; es el determinante de orden n — 2de la matriz que resulta de suprimir las filas i, 
j y las columnas /, К de la matriz A. Así, el miembro derecho de la relación (C.4) contiene 
n(n — 1) términos de la forma 


—ajgaag(-1) ^ 1M уу, sik <l (C.5) 


aga (—1) 7 ш, si ke > 1 (C.6) 


donde k,1 € {1,2,...,п}, 1 5 К. 
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De (C.2), (C.6) y (C.3), (C.5) se desprende 
Ag = Ар,. 
Procediendo de manera análoga se demuestra que 
Ac, = Ac, 
para cualquier par de columnas. 


Finalmente, veamos que el desarrollo por cofactores produce el mismo resultado por cualquier fila y 
por cualquier columna. Para ello, por lo que se acaba de probar, es suficiente demostrar que Az, = Ag, ; es 
decir, que al desarrollar por cofactores en la primera fila y en la primera columna se obtiene exactamente 
el mismo valor. Procederemos nuevamente por inducción sobre el orden de la matriz. Los casos n — 1 y 
n — 2 son evidentes. Sea n > 2 un entero y supongamos que la afirmación es cierta para toda matriz de 
orden menor o igual a n — 1. Si A = [aj jl tiene orden n, entonces 


Ar, = ап Mul + У, aj(-1) Mi; (C.7) 
ja 


donde, para cada j, М; es el determinante de la matriz AU) que se obtiene de la matriz A al suprimir 
la primera fila y la columna j. Sea j € {1,2,...,п}, la matriz AJ tiene orden n — 1, entonces, por la 
hipótesis de inducción, podemos calcular M;; desarrollando por cofactores en la primera columna de la 
matriz A7; esto es, 


n 
My = Yan DM jr 
2 


п 
= Yaa(-1)Mija 
E 


donde М}; es el determinante de la matriz que resulta de suprimir las filas 1 e i y las columnas 1 y j 
de la matriz A. De esta manera, los términos en el lado derecho de (C.7) que contienen a a; ja; tienen la 
forma 


aijan (DAM ja (C.8) 


Por otra parte, 


Ag, = au Mu] + У an (-1)*! Ma (C.9) 
22 


donde, para cada i, M; es el determinante de la matriz АЧ! que se obtiene de la matriz А al suprimir 
la fila i y la primera columna de ella. Sea i € {1,2,...,п}, la matriz AU tiene orden n — 1; al aplicar la 
hipótesis de inducción y desarrollar por cofactores a lo largo de su primera fila obtenemos 


n 
M; = Yay(-0^*Mnj 
ji 


| 
M 
S 
=. 
= 

ER 
М 
S 
È 
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donde Му; es el determinante de la matriz que se obtiene al suprimir las filas 1 e i y las columnas 1 
y j de la matriz A. Entonces, los términos que contienen а аа; en el lado derecho de (C.9) son de la 


forma 
апат (DAM ja (C.10) 


De (C.7), (C.8), (C.9) y (C.10) se desprende la igualdad Az, = Ag, . Con lo cual hemos terminado la 
demostración del teorema. Ё 


Teorema C.2 (2.8 Propiedades de los determinantes) Sean A y B matrices cuadradas de orden n, 


entonces: 
1. |AB| = |А||В|. 
2 а=. 
il 
3. Si A es una matriz invertible, entonces |А | 4 0 y además |А {| = AT 


4. Si A es triangular superior o triangular inferior, el determinante de A es el producto de los 
elementos de la diagonal. 
5. Supongamos que B es equivalente a la matriz A al aplicarle una operación de renglón: 
(а) Si B se obtiene de A mediante la operación R; € К, entonces |A| = — |B]. 
(b) Si B resulta de A al aplicarle la operación К; + R;¡+aR), entonces |A| = |B]. 
(с) Si B se obtiene de A con la operación К; + aR;, а 0, entonces |A| = (1/o)|B|. 


DEMOSTRACIÓN BI Probaremos primero el inciso 5 del teorema y después los incisos 1, 2, 3 y 4 en ese orden. En el 
transcurso de la demostración se intercalarán, entre algunos incisos del teorema, ciertos lemas y sus 
respectivas demostraciones. 


5. (a) Se procede por inducción sobre el orden n de la matriz A = |a; ij]: Si n — 1, la afirmación es 
evidente (si n — 2, un simple cálculo sirve para confirmar la afirmación). Sea n > 2 un entero y 
supongamos que la proposición es verdadera para matrices de orden menor a n. Entonces, si A es 
orden n, al desarrollar por cofactores con una fila p, distinta de i y j, 


|B| = Уан pe 1) ™*N a 
k=1 


donde, рага cada k, №, es el determinante de la matriz po que resulta de eliminar la fila p y la 
columna К de la matriz B. La matriz B es una matriz de orden n — 1 que tiene intercambiadas 
las filas i y j de la matriz A (y no contiene al elemento apg), entonces, por hipótesis de inducción, 
Npk = —Mpx, donde My es el determinante de la matriz Ar) que se obtiene al eliminar la fila p 
y la columna k de la matriz A. Luego, 


IB] = May(-1) М» 
k=1 


= Fül 1 V Ma 
k=1 


=l]. 


II 


APÉNDICEC | Demostraciones que fueron diferidas 1041 
(c) Si B es la matriz que se obtiene mediante la operación de renglón R; + aR;, о 4 0, entonces 
n . 
|B| = YMoaa(- DM 
k=1 


donde, рага cada k, Mig es el determinante de eliminar la fila i y la columna k de la matriz В y, 
por ende, es el menor del elemento aj; de la matriz A; luego, 


n 
|B| = YMoaa(-1)^* Mi 
k=1 


o Y ag(—1)* Ma 
k=l 


= о|А|. M 


Lema C.1 Sean А = [ак;|] una matriz de orden n, й = (u1,42,...,Un) ER” e i € (1,2,..., n) un índice 
fijo. Se denota con el símbolo Аз a la matriz que se obtiene al reemplazar la fila i por el vector ii; es 
decir, Аң tiene las mismas filas de la matriz A excepto que ар = uy, para k = 1,2,...,n. Sea T : К" —> R 
la función definida por T (i) = det(A;). Entonces T es un funcional lineal; esto es, 


T (a + 80) = aT (ii) + BT (9) . 


Vii, U € R”, Vo,8 ER. 


DEMOSTRACIÓN BI En efecto, si = (u¡,42,...,Un) y 0 = (v1,U5,...,0,) son un par de vectores de R” y а, 5 son dos 
escalares cualesquiera, entonces, al desarrollar |A o, в2| con los elementos de la fila i, 


T (odi + BU) = det(Aar+85) 


= Y (ou Bu) -1)* Ms 
k=1 


== «У ш(– 1) * M, + ВУ v(-1) Ma 
k=1 k=1 


I 


a |Aa| + 8 |As| 
= аТ(й)+8Т(@). Ш 


Lema C.2 Si una matriz de orden n, А = |aij], tiene un par de filas iguales, digamos las filas i y j, 


entonces 


det(A) — 0. 


DEMOSTRACIÓN MI Sea B la matriz que se obtiene al aplicar la operación de renglón R; € К; a la matriz A, entonces 
|A| = [В| y, por la propiedad 5 (a), 


А| = 181= — A 


> 


de donde se desprende la conclusión. Ё 
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5. (b) Sea В la matriz que se obtiene de la matriz A al aplicar a ésta la operación de renglón R; + 
К, + «Ё}. Entonces, por el lema C.1, si # = (ап,ар,...,аһ) y 0 = (aia... aja). 
|B| = T(u4- o) 
= T (ii) - aT (v) 


lAa| +a |As] 


lA] +00 


¡Al 


pues la matriz A; tiene dos filas iguales (i y j) y, por el lema C.2, su determinante es nulo. 


Lema С.З Sea E € M,,x, una matriz elemental! y A una matriz del mismo tamaño, entonces: 
I. |EA| = |E||A|. 
П. Si A € 9t,.,, entonces A es no singular (invertible) si y sólo si |A| 5 0. 


DEMOSTRACIÓN BI I. Como E es una matriz elemental, E se obtiene de la identidad al aplicarle una de las operaciones 
de renglón (i) R; + А, (ii) R; < aR; + BR; (а 5 0); entonces, por el inciso 5, |[E| = —1 o |E| = а + 0. 
Sea C — EA, entonces C se obtiene de la matriz A al aplicarle la operación de renglón? (i) o (ii); así, 
nuevamente por el inciso 5, |C| = — |A] o |C| = a |A|. Luego, en cualquier caso, se tiene |EA| = [Е | |A]. 
П. (=) Si A es no singular, entonces, por el teorema 2.6 (p. 73), existen k matrices elementales, 
E,,E5,..., Ex, tales que 


A-E,E; Ej; 
así, por el inciso precedente, 
|A| = |Ei| |E2| -+ - LE] 4 0. 


(<=) Si |A| 4 0 y A es singular (no invertible), entonces A es equivalente por filas a una matriz Н que 
está en forma escalonada, con una fila nula y que tiene, por tanto, determinante cero, al desarrollar éste 
por cofactores en esa fila. Luego, existen matrices elementales, Ej, E2, . . ., Em, tales que E1 E? +- EmA = 
H y, por el primer inciso de este lema, 


07 [Ei |E2| -+ |En] |A] = |H| =0 


lo cual es una contradición. Por ende, A debe ser una matriz no singular. Ё 


1. Sean А,В € Mxn, si A es singular, entonces AB también es singular? y se tiene, por el lema an- 
terior |A| = 0, |AB| = 0; en consecuencia |AB| = |A| |B|. Supongamos ahora que A es una matriz 


1 Cfr. definición 2.3, página 71. 
?Cfr. teorema 2.4, página 71. 


3Pues en caso contrario С = AB sería una matriz no singular, lo que implicaría (C7'A)B = I y, por tanto, la matriz C'A = D 
sería una matriz invertible y en consecuencia A sería no singular. 
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no singular, entonces existen matrices elementales,^ E,,E),..., Eg, tales que А = E1 E2 ··· Eg; luego, 
por el primer inciso del lema precedente, 


|A| = |E | |E2|- +- [Ekl 


|AB| = |E, E) ---EsB| 
= |Er/|£21---|Ex||Bl 
= JA] |B]. 
2. Se procede nuevamente por inducción. El resultado es evidente si n = 1. Sea n > 1 un entero y 


supongamos que la proposición es verdadera para todo determinante de orden n— 1. Sea B — A' y 
desarrollemos |A'| por la primera columna y |A| = |a;;| por la primera fila, entonces 


[А;| = Yau(-1) Na 
k=l 


donde, para cada k, М, es el determinante de la matriz Bao que se obtiene suprimiendo la primera 
fila y la columna К de la matriz A' = B. Si AU? es la matriz que se obtiene al suprimir la prime- 
ra fila y la columna k de la matriz A, entonces es claro que В? = (AQ, Luego, por la hipótesis 
de inducción, 


el cofactor del elemento ак en la matriz A. Por tanto, 


А = Yau(-1) Na 
k=l 


= Nan(-1) My 
k=1 
= |А|. 
3. Cfr. el ejemplo 2.21 (página 81). 
4. Se procede por inducción. Si n= 1, la afirmación es evidente. Supongamos que n > 1 es un entero 


y que la proposición es verdadera para toda matriz triangular superior de orden n— 1. Al desarrollar 
por cofactores el determinante de A = [a;;] € 971,,„ por medio de la primera columna obtenemos 


^Cfr. teorema 2.6, página 73. 
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[A] = aM; 


donde Mi, es el determinante de la matriz А!!!) que resulta al suprimir la primera fila y la primera 
columna de la matriz A. Puesto que A es una matriz triangular superior, А(!!) también es una matriz 
triangular superior y los elementos en su diagonal son a7,,433,..., Ann. Entonces, por la hipótesis 
de inducción, 


АІ 


аМ 


= aj; |AU "| 


= 411422 *** Ann 


es decir, el producto de los elementos en la diagonal de A. Bl 


Teorema С.З (2.9 Método de la adjunta) Si A € Mx y, entonces 
A Adj(A) = det(A)1,. 
Luego, A es invertible si y sólo si det(A) 4 0 y en tal caso 
A^! = LAdj(A). 


А1 


DEMOSTRACIÓN Ш Sea A = [a;;], entonces Adj(A) = [с], donde с es el cofactor del elemento а; luego, si AAdj(A) = 
[m;;], se tiene 


Cji 

с? 
mij =| аа а зс Gin] 

Cin 


= aj cji diaCjo + +H GinC jn- 


Si i = j, ya que аас + арсо + ··· + аст es el desarrollo del determinante de A por cofactores en la 
fila i, 


mi = апси t aco t: T inCin 


— det(A). 


Si i Æ j, sea А” la matriz que se obtiene de la matriz A al reemplazar la fila j por la fila i; esto es, A” es 
la matriz A salvo que las filas i y j son iguales a la fila i de A, entonces 


mi; = айс ас +t T dinC jn 
= арс арс t: алс п 


= det(A”). 
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Al aplicar la operación de renglón R; + А; — К; a la matriz A”, se obtiene una matriz A" con la fila j nula, 


cuyo determinante, al desarrollar por cofactores en esta fila, resulta ser cero;” luego, por la propiedad 


5 (a) del teorema 2.8, 


Mij = det( A = — det( " =0% 


Por tanto 


AAdj(A) = diag(det(A),det(A), ..., det(A)) 
= det(4)/, 
= |A. E 


Teorema C.4 (2.11 Regla de Cramer) Sea A una matriz cuadrada de orden n. Sea, para cada i = 
1,2,...,n, А; el determinante que resulta de la matriz que se obtiene de A al sustituir la i-ésima 
columna por b. Entonces, si A = |A| 4 О el sistema AX = b tiene solución única 


х= =, 


A 


Parar 


DEMOSTRACIÓN Bi Puesto que |A| 4 0, por el teorema anterior, А = [аку] es invertible y 


1 
A^! = —Adi(A 
А (А) 


1 
= X leid 


donde c j, es el cofactor del elemento а, de la matriz A. Entonces, si b= [br by = bs]. 


х = А-1р 


Luego, 
1 
x= ¿cui TÉ ++ E ES 
y ya que сі, C2i, .... cj SON los cofactores de la columna i de la matriz A, 
х= А 
рага сайа і = 1,2,...,п. M 


5Cfr. lema С.2 en la demostración de la propiedad 5 (b) del teorema С.2 en este apéndice. 
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Antes de probar el teorema 3.14 necesitamos establecer algunos preliminares: 


Jl, 


En un conjunto 7 una relación entre sus elementos, denotada por? < , es un orden parcial en él 
si satisface las siguientes tres propiedades: 


(a) (Reflexividad) a < a Va € Y. 
(b) (Antisimetría) a,b € с, а < b, b a-»a- b. 
(c) (Transitividad) a,b € с, а < b,b < с=а- с. 


. Si en el conjunto .7 existe una relación de orden parcial <, se dice que .7 (o con más precisión el 
par (./,=<)) es un conjunto parcialmente ordenado. 


. Si en un conjunto 2 se tiene una relación de orden parcial < que cumple, además, la condición 


a<bob<aVa,b € Y 


se dice que la relación < es de orden total y que : (o con más precisión el par (%,<)) es un 
conjunto totalmente ordenado. 


. Sea F una colección no vacía de subconjuntos de un conjunto X. Si A,B € F, la relación A < 
B © A C B; es decir, A < В < А es subconjunto de В, es una relación de orden parcial (pero no 
necesariamente de orden total). 


. Sea (7, X) un conjunto parcialmente ordenado y 2 С 2. Si Z con la relación de orden parcial 
< es un conjunto totalmente ordenado, se dice que .7 es una cadena en 4. 


6. Sea Z un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado (.c7, <). c € «/ es una cota superior 


de 2, si b < c para todo b € Z. Si Z posee una cota superior en .7, se dice que 4 está acotado 
superiormente. 


. Sea (%, 4) un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento m en .« es un elemento maximal 
de Y, si para cualquier x € æ% es válida la siguiente implicación: 


mhr MSK 


. Si E es un espacio vectorial y C C E, .Z' (C), la intersección de todos los subespacios de E que 
contienen a C, es un subespacio de E, el subespacio generado por C. Si C Z 0, (С) es el 
conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de elementos de C. Si E = -2 (C), se dice 
que C genera a E (cfr. ejercicios 31 y 32 del capítulo 3, pág. 190). 


La demostración del teorema 3.14 requiere del llamado lema de Zorn. Este lema es una de las 


más importantes herramientas en las matemáticas para probar la existencia de ciertos tipos de entes. 


Para demostrar el lema de Zorn se requiere del axioma de elección, que es una piedra angular de las 


matemáticas. A continuación establecemos sin probar este resultado y remitimos al lector interesado 


en consultar una demostración de este importantísimo teorema y los conceptos preliminares 1 a 7, a la 


referencia bibliográfica [14]. 


ба < b se lee “a precede o es igual a b”. 
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Lema C.4 (de Zorn) Sea æ% un conjunto no vacío y < una relación de orden parcial en él. Si toda 
cadena en «f está acotada superiormente, entonces existe al menos un elemento maximal de 4. 


Teorema C.5 (3.14 Existencia de bases) Sea E un espacio vectorial. Entonces E posee una base; es 
decir, existe Р C E L.I. tal que todo vector del espacio E es combinación lineal de elementos de £4. 


DEMOSTRACIÓN M Sea E un espacio vectorial. Si E — {бк}, entonces Z = () es una base de? E. Supongamos que 
EX {Ór}, por tanto existe dy € E — {бк}. Sea 


F = (S СЕ |5 es linealmente independiente } 


con el orden parcial de la inclusión del inciso 4 de los preliminares; puesto que {to} es L.I, F 5 0. 
Sea 7 = {83} лел una cadena en F; es decir, una colección de subconjuntos L.I., S1, А € A, que 
está totalmente ordenada con la relación de inclusión de conjuntos. Sea 


$= LIS: 


AEA 


claramente S1 C S para todo A € A. Supongamos que S es L.D., entonces existen 11,102,...,й, € S y 
escalares &1,@2,...,@n € К, no todos nulos, que satisfacen 


œi + 0042 + pula + олй = Ок 


Sean А; € A, i = 1,2,..., n, tales que й; € Sy, para cada índice i. Entonces, como .7 es una cadena, 
existe io € (1,2,...,n) que satisface S4, C Sx para todo i. Luego, los vectores й; € Sx para todo i 
y forman un conjunto L.D. contenido en el conjunto L.I. S Ai? lo cual es una contradicción. Por tanto, 
S Є F y, entonces, es una cota superior para la cadena 7. Por el lema de Zorn, el conjunto parcialmente 
ordenado .Z posee un elemento maximal 4. Este conjunto, por pertenecer a F, es L.I. Supongamos que 
ii € E y que 6 Z (2), entonces el conjunto ZU (ii) es linealmente independiente, por tanto pertenece 
а.2,у 
BG Uu) 


Іо cual es imposible pues 2 es un elemento maximal de F; por ende t debe pertenecer а (2). Ya 
que 4 es linealmente independiente y genera el espacio E, 2 es una base para el espacio E. Bl 


Necesitamos, como antes, de algunos preliminares para probar los últimos tres teoremas de este 
apéndice. Sea E un espacio vectorial real y ||-|| una norma en él. 


1. GC E es un conjunto abierto, si para cada ii € G existe r > 0 tal que la bola B(ii,r) C G (cfr. 
definición 4.13, página 311). 


7El espacio puede estar sobre cualquier campo de escalares. 


80 es L.I, por vacuidad (en caso contrario existirían vectores L.D. que pertenecen 0) у, por el problema resuelto 32 (a) del capítulo 
3 (pág. 190), -2(0) = {Ок}. 
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2. F С Кез ип conjunto cerrado si su complemento F*, relativo a E, es un conjunto abierto. 

3. AC E es un conjunto acotado, si existe т > 0 tal que ||ii|| X m para todo ú € A. En tal caso, se 
dice que т es una cota para el conjunto A. 

4. Si E tiene dimensión finita, К C E es un conjunto compacto si K es cerrado y acotado. 

5. Si f : E >R es una función continua? en todos los puntos de un conjunto compacto K C E, 
entonces f alcanza su máximo y su mínimo en К. Es decir, existen X;,X» Є К tales que f(X1) < 
РО) € f (X2) para todo X € К. 


La proposición contenida en el inciso precedente es un teorema fundamental del análisis matemático; 
el lector interesado en conocer los detalles de la demostración de este teorema puede consultar la página 
142 de la referencia bibliográfica [21]. 


Teorema C.6 (4.22 Equivalencia de normas en dimensión finita) Si E es un espacio vectorial, en- 
tonces cualquier par de normas en E son equivalentes; es decir, en un espacio de dimensión finita 
todas las normas en él son equivalentes. 


DEMOSTRACIÓN Bi Sean ||-[| una norma en E y (é,é>,...,é,) una base de este espacio. Es claro que la transformación 
T : E > R” definida, para cada ў = У” у ayé;, como T (ii) = (a,,07,...,0,) es un isomorfismo;'? 
además, si se define Y: R” > R como Y (a,,05,...,05) = |У o;6;||, entonces .V/ es una norma 
en IR". Por consiguiente T es una isometría; esto es, Y (T (uú)) = ||4||; por lo que basta probar que todas 
las normas en IR" son equivalentes y, dado que la relación de equivalencia entre normas es transitiva, 


es suficiente mostrar que toda norma ||-|| en R” es equivalente a la norma euclidiana || (о, оэ,...,а») |; 
= Voi --- c o2. Sea |.| una norma en IR" y sea la función y : R” — R definida como ọ (i) = |||, 
para cada й = (a1,02,...,Qn). Entonces, si # = (01,05,...,05), 0 = (£1, B5, ..., Bn) son elementos arbi- 


1 
trarios de R” y е; = (0,0,...,0,1,0,...,0), i =1,2,...,n, son los vectores unitarios de la base canónica 
—— — 


n 
de R”, se tiene 


le (9) — e )| = || — [1511 
< Ju - vl 


lA 
M 
2 
| 
=D 
ы 


ІЛ 


п 
Y lo; — 811121 
i-l 


ІЛ 


п 
Y, lz- vl. е1 
i=l 


n 


= | È Ial |19 vll. 
¿=1 


n 


Y 11311 | 10 vl. . 
i=l 


ІЛ 


?Cfr. definición 6.9. 
10 Cfr. definición 5.16, página 452. 


APÉNDICEC | Demostraciones que fueron diferidas 1049 


Por lo que la función q es continua en (IR”, ||-[[,) —de hecho, uniformemente continua—. Sea $ = 
{н € К" | lul] = 1); es fácil ver" que S es un conjunto cerrado y acotado, luego $ es un conjunto 
compacto en el espacio (IR^, ||. ||, 2 por lo que la función ọ alcanza un mínimo o y un máximo f en S. 


js 


Sea ¥ € R” — TO $, entonces ——X € $ y, por tanto, 


esto es, 


En consecuencia 
о |||, < Ix] € 611, 


рага todo х cR". BM 


Lema С.5 Si (Е, ||-|]) es un espacio vectorial normado de dimensión finita, entonces la bola cerrada 
de centro дв y radio r, B в, r] (cfr. definición 4.13, pág. 311) es un conjunto compacto. 


DEMOSTRACIÓN Bi Sea zo € (B[Óg, r])€ Lm — B[Og. r], entonces ||iio|| > г. Sea б = ||10|| — r; luego, si t € B(tio, ô), 


|i — iol] < = lol =r . 


Por tanto, 
|| — hol] < lu — Ба 
implica 
r — |] < 1001—1801 < ||| — 7 
de donde 
18| >r. 


Es decir, ii € (B[0g,r])“ y, por ende, este conjunto es abierto; lo cual prueba que B[Óg,r] es cerrado. 
Claramente В[Ов, г} es un conjunto acotado (||| < r Vx € B[0g,r]). Ya que E tiene dimensión finita y 
В[Ок, r] es cerrado y acotado, se concluye que este conjunto es compacto. Mi 


11] а prueba de este hecho es similar a la demostración del lema С.5. 
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Teorema C.7 (4.24 Aproximaciones optimas en espacios normados) Sean E un espacio vectorial 
normado con norma ||- ||, S un subespacio de dimensión finita en E y й un vector dado de E. Entonces 
existe una aproximación óptima p* de ii en S. 


DEMOSTRACIÓN Ш Ок c S, por tanto es un candidato a ser р“. De esta manera, si X € S y ||| > 2 ||i||, se tiene 


РАЧЫ 


2 ul — 181 


у v 


|i Or]. 


Por tanto, si i/ tiene una aproximación óptima, ésta se debe encontrar en la bola cerrada B[Óg,2 [ii|] 
en el espacio S. Basta entonces limitar la búsqueda a este conjunto que, por el lema anterior, es un 
conjunto compacto. Sea у: < — R la función definida por р(х) = ||u — x||, entonces, ya que para todo 


раг, ES 


eG) -p| = 10-2 — i xs 


[2 411, 


se desprende que y es una función continua en todo punto del subespacio 5. Luego, por el lema prece- 
dente, existe р“ € B[Óg,2 |1211] tal que (X) es mínima en p* y, por tanto, en S; es decir, 


lä- р | < |x- х] 
рага ойо хє S. B 
Remitimos al lector a las definiciones 6.8 y 6.9 y al teorema 6.9 del apartado 6.8.2 del capítulo 6, 


para los conceptos de límite y continuidad que se requieren en lo que sigue. 


Lema C.6 Sean C el campo complejo considerado como el espacio normado В? con la norma 
canónica ||-||, n € N, y A,aj € C, j = 0,1,2,...,п, números dados. 


1. Sig: C 2 В >R es la función definida por e(z) = Ас", entonces q es una función continua 
en todo z € C. 

2. Sea f : С К, la función definida f(z) = ao 4- az 4- -: - +а,2", entonces f es continua en todo 
ЄС. 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Claramente el resultado es cierto si n= 1. Sea n un entero mayor a 1 y supongamos que la afirma- 
ción es verdadera para todo natural k « n. Sea zo € C fijo, pero arbitrario, entonces 


lle(z) —plzo)ll = |Az" — Az 
= lA] (2—20) (z^! + + оо +4 | 
= |Al|z—zo| z^! - z?z9 +2 +2 
|A| |z— zol (|2 | + | z-?zo| +--+ zz ^ | |a |) 


|A| [z— zol (|27 |22 |zo| ------|zz ^| [8 ^ |-- |o |) 


IA 
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Luego, por la hipótesis de indución, 


Lp жый 
e | 


IA 


1m le) -e)l 


n 
lím |A||z — 20] Y 
lím |A]lz al 2, 


= |А|п |а| lím |z- z 
IA|n [zy "| lím |z — 20) 


ll 


0. 


2. Es consecuencia inmediata del primer inciso por el hecho de que la suma de funciones continuas 


es también una función continua. Ё 


DEMOSTRACIÓN Ш Ya que el grado de f es mayor o igual a uno, f tiene la forma f(z) = ag + 42+ ::· + а,2", con n un 
entero mayor o igual a 1 y a, 4 0. Entonces 


a An—1 
1 dieu dT 


+1. 
ара! аһ 


КӘ] =lanz"| 


ао 
т 
Anz 


Es fácil mostrar que Іту... 


@| | 
E: | = 0 y que тү |az*| = ee para todo a € C y para todo k € N . Luego 


lím |f(z)|=%. NI 


ld 


DEMOSTRACIÓN Ш Supongamos que z está en el primer cuadrante, entonces, como |z| = 1, x? + y? = 1 y, por tanto, 
0 x x € 1, 0 € y € I. Entonces, dado que la función £ > cos(£) es continua en todo punto y la imagen 
del intervalo [0, 7/2] bajo esta función es el intervalo [0, 1], por el teorema del valor intermedio’? existe 


1251 una función f : [a,b] — R es continua y f(a) € y < f(b), entonces existe y € [a,b] tal que /(и) = y. 
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B € [0,7/2] tal que соѕ(8) = x; de la inyectividad de la función t — cos(t) en el intervalo [0, 7/2] se 
desprende la unicidad de 5. Puesto que cos? (8) + sen?(8) = 1 = х2 + у”, se desprende que y = sen( 8); 
por tanto e/? = z. Los casos en los demás cuadrantes se deducen de lo precedente utilizando reflexiones 
sobre cada uno de los ejes de coordenadas. W 


Teorema C.8 (B.9 Teorema fundamental del álgebra) Sea p(z) un polinomio con coeficientes reales 
y/o complejos (i.e., p(z) € C[z]) que tiene grado mayor o igual a uno, entonces p(z) tiene por lo menos 
una raíz en C. 


DEMOSTRACIÓN Ш Como el grado de p(z) es mayor o igual a 1, p tiene la forma 
p(z) = ao -- az - ao? +--+ Бал" 


con los coeficientes a; € C, n € N y a, 7 0. Por el lema C.7 existe ro > 0 tal que 


Ip(z)| > lao] 


para todo z con |z| > ro. Puesto que la composición de funciones continuas es una función continua y 
la función z ||2|| = |z| es continua en todo punto, el lema C.6 implica que la función z + |p(z)| es 
una función continua en todo punto. Por el lema C.5, página 1049, D[Óz, ‚ го] es un conjunto compacto, 
por tanto la función z — |p(z)| alcanza un valor mínimo absoluto'? en un punto zo de este disco; esto 
es, |p(zo)| < |p(z)| para todo z € D[Óg,, ro]. Ya que p(0g2) = р(0) = ao, у др € D(Os,.r], se tiene 
Ip(zo)| € |ao|. Y como |p(z)| > lao! si |z| > ro, se desprende que 


Ip(zo)) €|p(z2) vzec (C.11) 
es decir, |p(zo)| es un mínimo absoluto de la función z — |p(z)| en el plano R? = C. Afirmamos que 
p(zo) = 0. Supongamos que no es así. Sea el polinomio g(z) = — entonces grad(g) = n, g(0) = 1 

р(20 
у, por (C.11), 
lg(z)] = leeta) >1 VzeC (C.12) 
[р(хо)| 


п 
Sea k > 1 el subíndice del primer coeficiente de g(z) = 1+ Y сс“ que es distinto de cero, el cual existe 
k=l 


porque grad(p) > 1, entonces g tiene la forma 
sl) = 1-- eez Heriz teg 


con c; 4 0. Sea w = — |ск| су *, entonces |w| = 1, en consecuencia w está en la circunferencia de centro 


0 y radio 1; luego, por el lema C.8, existe 0 tal que w = gts y, por ende, — |c;| = сцей, Así, para 


cualquier número real r > 0 la fórmula de De Moivre implica 


13 Cfr. inciso 5 de los hechos preliminares de la página 1048. 
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g(re?) =, 1 4- среће E 1 рие 


= [сє] yk + cy 1 1 aro deos + c,r' eine. 
Por la desigualdad triangular se tiene 


а (пе?) | < |1 — lex r| + |с t eD] сте" | 


= [1- [се| + [egg] са 


Como 7* — 0 cuando r > 0, podemos elegir r suficientemente pequeño de tal suerte que 1 — |c,| ^ > 0; 


por tanto 
[g(re?)| < 1— Ja] r* + [crm i! e) esl] 
= 1-74 (|с [си |е | pa) 
Ahora, podemos elegir г aún más pequeño, si es necesario, para que [cz] — |cz+1]r=+-+—]cp| > 0 
y, por ende, 
|е (леі) | €1- е (le| – |с |с) < 1 


lo cual es una contradicción а (С.12). B 


En todo lo que resta de este apéndice los espacios que se consideren serán espacios vectoriales sobre 
un campo fijo K y las matrices que aparezcan tendrán componentes en ese campo. El lector que no 
esté habituado a trabajar con campos generales debería estudiar primero el apéndice B. Denotaremos en 
todo este apartado la identidad multiplicativa del campo simplemente рог 1 en lugar de ly y el neutro 
aditivo del campo, Ок, por 0. 

Si T es un operador lineal en un espacio vectorial de dimensión finita, T no necesariamente es 
diagonalizable; sin embargo, bajo condiciones muy generales, siempre es posible encontrar una base 
del espacio de tal suerte que la representación matricial de Т, relativa a esa base, tenga un formato muy 
simple y fácil de manejar. Los formatos que estudiaremos son las llamadas formas canónicas de Jordan. 


Definición D.1 (Bloques de Jordan) Una matriz cuadrada de orden k de la forma 


mp. MM O 00 

QU qu 1 10. 0 
Ju) = ; 

ТАО 

Q Quse 0 gum | 

O Q^ see 0 m 


donde u € K (las componentes en la diagonal son todas iguales a y, las componentes en la supradia- 
gonal son todas iguales a la identidad multiplicativa y las demás componentes son nulas), se llama 
bloque de Jordan de orden k. 


Si и = 0 en un bloque de Jordan, éste tiene la forma 


01 0 a 0 | 
00 1] = 0 
N= 7 oi ce eus R (D.1) 
0-0 sw... 0. 1 
о0о о... 0 0 
esto es, 51 № = [nij], түн) = 1, i= L2,...,k— 1, y las demás componentes son nulas. Notemos que 


para todo bloque de Jordan se tiene 
J(u) = ulk + Ny 


y, en particular, Jı (11) = [д] y № = [0]. 
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m 
Si р(х) = Y ajax! es un polinomio y T es un operador lineal en un espacio vectorial, se define el 
к=0 
operador lineal, evaluación! de p en T, como el operador lineal p(T) = aol 4- aiT 4- a2T? 4---- c as, T", 
donde T* = T oT o--.oT,la composición de T consigo mismo К veces.? Y si A es una matriz cuadrada, 
— ——- Е 
k 


se define la matriz p(A) = ap! +a14 + a2A? +: ·· + аА", la evaluación de р en la matriz A. 


Es claro que el polinomio mínimo (cfr. ejercicio resuelto del capítulo 5, pág. 536) de la matriz (D.1) 
es m(x) = x*; luego (N¿)* = m(N¿) =0 y, si (№) = 0, entonces №, es un cero del polinomio f(x) = x4; 
por tanto m divide a f y en consecuencia k < q; luego, N; es nilpotente con índice de nilpotencia k. Las 
matrices N; definidas por (D.1) se llaman matrices nilpotentes básicas. 


» Ejemplo D.1 Las matrices 


FEM. "E a NM 
Љ(2) = | 02 1|=, А(-0=| g | y ^-H 
0 0 2. 


son bloques de Jordan de órdenes k = 3, k = 2 y k = 1, respectivamente, y, por ejemplo, 


0.0 0 1 0 
J3(2) =2b+N,=2 101+ | 0. 0 1 |.4 
0 1 ооо 


о о н 


1С. instrucciones de los ejercicios resueltos 49 а 53 del capítulo 5, página 534. 

2 Cfr. ejercicio resuelto 12, página 504. 

3Cfr. ejercicio propuesto 168, página 551. 

^Los ceros por arriba y por abajo de las matrices A, significan que por arriba y por abajo de cada una de estas matrices las 
componentes de A son nulas. 
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» Ejemplo D.2 La matriz 


1 1!0 0 0 
2.310 0 0 
€ 0/1: 0 90 
о о 0! 4 1 
О 39: 3. 38 


es diagonal por bloques con A; — | : : La = [1], Az = | 


Uo 4 
Un = 

== 
A 


Definición D.4 
1. Sea J = А, A2 O --- A, una matriz diagonal por bloques; si cada uno de los bloques Aj es 
un bloque de Jordan, se dice que J es una forma canónica de Jordan. 
2. Sea М = А\ © A2 Ф --- ФА, una matriz diagonal por bloques; si cada uno de los bloques А; es 
una matriz nilpotente básica, se dice que N es una forma canónica nilpotente. 


No es difícil probar que toda forma canónica nilpotente es, en efecto, una matriz nilpotente; la 
demostración de este hecho se deja de ejercicio al lector. 


» Ejemplo D.3 Sean 


2110 0 0 01:00 0 
о 2:0 0 0 0 0:0 0 0 
Je|8 0:71; 0 UO |yNe|o 0'0 1 0 
0 0 03 3 1 0 010 0 1 
ооо: о 3 0 0:00 0 


Entonces J es una forma canónica de Jordan y N es una forma canónica nilpotente. < 
Si E es un espacio vectorial, E es la suma directa? de los subespacios Sp, k = 1,2,...,r, y se escribe 
E=$/0520-:::OS,, 
si todo vector ij € E puede expresarse de manera unívoca como 
d — й dc, 
donde cada й; € S, para k = 1,2,...,r. Además, en el caso de ser E un espacio finitamente generado, si 


Ba = [Da Dlls. Ua S (D.2) 


К = 1,2,...,r, son bases de sendos subespacios 5; de E, entonces E es la suma directa de estos subes- 
pacios si sólo si 2 = A UHU- UB, i. e., 


5Cfr. ejercicio resuelto 27, página 187. 
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7 > 2 > > = 2 > > > 
B = (011,012, - Е +, Uln¡ > 121, 022, + + +» U2n)> - * Urn, Ur2,. * 02718); (0.3) 


es una base de Е. 

Por otra parte, si T es un operador lineal en un espacio E, un subespacio $ C E es T-invariante? 
si T(S) C S; entonces la restricción del operador T al subespacio S —esto es, Ту: 5 > S, con (9) = 
T (и)— es un operador lineal en él. Tenemos el siguiente teorema para representar matricialmente a un 
operador lineal sobre un espacio, que es suma directa de subespacios T-invariantes, por medio de una 


matriz diagonal por bloques. La demostración es muy sencilla y se deja de ejercicio al lector. 


O Nota D.1 Sean E, T, los subespacios T-invariantes бу y las matrices А; como en el teorema D.1; si 
T; es la restricción del operador Т al subespacio Sy, k = 1,2,...,r, se acostumbra decir que el operador 
T se descompone en los operadores 7; o que es la suma directa de estos operadores, y se escribe T — 
NORO- OT = Ori T 


Recordemos que si T y R son operadores lineales en un mismo espacio vectorial, la composición 
de ellos, que resulta también ser lineal, se representa con la notación TR en lugar de T o R; es decir, 
ТЕ =T oR. Además, si T es como antes, con frecuencia se escribe Tú en lugar de T (ii). Es fácil probar 
las siguientes propiedades, su demostración se deja de ejercicio al lector. 


De aquí en adelante utilizaremos libremente las propiedades básicas de los polinomios sobre un 


campo K; el lector que requiera repasar éstas puede consultar el apartado B.3.1 del apéndice B.3, páginas 
1021 a 1025. 


5Cfr. ejercicio resuelto 47, página 532. 
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DEMOSTRACIÓN W 1. Sea € Ker(f (T )), entonces, ya que xf(x) = f(x)x, se tiene 


f(r)yrü = Tf(Tryi 


ll 
5 
E 


y, por tanto, T (й) € Ker(f(T)). 
2. Para todo 4 € S, 
m(Ti)ii = m(T)ii = [йө 
por tanto m, divide a m. 
3. Por el inciso precedente m, y m» dividen a m. Sea f un polinomio tal que m, y m» dividen a f, 


entonces f(T,)X, = бк = /(1›)% para todo x, € 5, y para todo X; Є S», luego, si ií = ў +ü € E, 
iij Є 5 y iij € S5, es cualquier vector de E, se tiene 


f(r) = f(T)(à +) 
= f(T)ú + f(T)u 
= РП) + /(1›) 
= Ов + е 


7 Cfr. ejercicio resuelto 52 del capítulo 5, página 536. 
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DEMOSTRACIÓN Е Por el primer inciso del lema D. 1, Ker(g(T)) y Ker(A(T)) son subespacios T -invariantes. Dado que g 


y h son polinomios primos relativos, existen dos polinomios, p; y p», tales que pi(x)g(x) + po(x)h(x) = 
1; luego 


(pig)(T) + (poh)(T) =1, 
donde / es el operador identidad en E (1(ú) = ii). Entonces, para todo ú € E, 


ii = (pig)(T)u + (poh)(T)u (D.4) 


Por otra parte, 


Por tanto, (pig)(T)ui € Ker(h(T)); análogamente se demuestra que (p2h)(T)ú € Ker(g(T)). Con lo cual 
hemos probado E =Ker(g(T)) + Ker(h(T)). Si w € Ker(g(T))nN Ker(h(T)), entonces, por la relación 
D.4, se tiene 


luego, Ker(g(T))N Ker(h(T)) = {Óg} y, por ende, E =Ker(g(T)) © Ker(h(T). Sean m, m, y то los 
polinomios mínimos de los operadores lineales T, Т y 75, respectivamente, donde Т y 7 son las 
restricciones de T a sendos espacios Ker(g(T)) y Ker(A(T)). Por el tercer inciso del lema D.1, m es el 
mínimo común múltiplo de m, y то. Ya que g(T)ii = Ок para todo ii € Ker(g(T)) y (Т) = Ок para 
todo 0 € Кег(л(Т)), g(T1) = 0 = h(T5); luego m, divide a g y m» divide a л; entonces, por ser g y h 
primos relativos, m, у m» son también primos relativos; por ende m = тут». Así que 
m,mo = gh 

y, puesto que m, divide a g, existe un polinomio q tal que g — qm,. Entonces 

mım = туй 
implica 


m1 (m2 — qh) = 0 


de donde se desprende que A divide a m»; y ya que los dos polinomios son mónicos, se desprende Л = m». 
De manera análoga se prueba g = ті. B 
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Teorema D.4 (Teorema de descomposición primaria) Sean E un espacio vectorial de dimensión 
finita y T un operador lineal en él. Si el polinomio mínimo de T tiene la forma 


n n» nr 
ту = py рэ? ру 
donde los py son polinomios mónicos, irreducibles y distintos entre sí, entonces 
E=5/0580-::0S, 


COT = Ker(p; (T)); además, el polinomio mínimo de la restricción del operador T al subespacio 
T -invariante S, es p ПО сайа оү 


DEMOSTRACIÓN BI Procedamos por inducción sobre r. Si г = 1, entonces mz = рү! implica рү! (T) = 0 y, por tanto, 


E = Кег(р\! (T)). Sea k > 1 un entero y supongamos que la afirmación es cierta para r = k. Supongamos 


que el polinomio característico de T tiene la forma mz = рт! q, donde q = p -- pj pj 


. E nj PAS . . PLC РА . А At 
polinomios p 5 son mónicos, irreducibles y distintos entre sí, entonces рү! y q son polinomios mónicos 


' Puesto que los 
y primos relativos; por el teorema D.3 
Е = 5; ФУ, 


donde los subespacios Т -іпуагіапіеѕ que forman la suma directa son Sı = Кег(рү! (T)) у W = Ker(q(T)); 
> А . Lm * "I n| А . Р r 
y, además, el polinomio mínimo de la restricción de T a S; es р! y el polinomio mínimo de la restric- 
ción de T a W es q. Sea R = Ty, la restricción de T a W. Entonces А es un operador lineal en el espacio 
W con polinomio mínimo q = p}? ··: pé Bu. con los polinomios p mónicos, irreducibles y distintos 


entre sí; por hipótesis de inducción 
W = 5) P O Sk D Skra 


donde, para cada ¡=2,...,k,k+1, 5; = Кег( p (R)) y el polinomio característico de la restricción de 
Ка $; еѕ р. Үа que a divide ag para cada j = 2,...,k,k+ 1, se desprende que Ker(p; (T)) CW 
y, por tanto, Ker(p;' (T)) = Ker(p; (R)) para todo j = 2,...k,k +1. Claramente la restricción de R a 
cada subespacio 5; coincide con la restricción de T a este subespacio que es precisamente Ker( Р} (TIE 
por tanto, el polinomio mínimo de la restricción de T al subespacio 5; es Pj . De esta manera E — 
S1 $5 O--- 5,1 con cada 5; = Ker(p; (T)) y P7 el polinomio mínimo de la restricción de T a 5;. 
Por inducción la afirmación del teorema es verdadera para todo r. Bl 


Corolario D.1 
1. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial E de dimensión finita n. T es diagonalizable 
si y sólo si el polinomio mínimo de T es el producto de factores lineales distintos entre sí: 


mr(A) = (A—- A)(A — №) (A— Ar) (D.5) 


2. Sea A una matriz cuadrada. A es diagonalizable si y sólo si el polinomio mínimo de A es 
producto de factores lineales distintos entre sí: 


mae cus S. 
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DEMOSTRACIÓN Bi 1. (=>) Supongamos que T es diagonalizable y sean Aj, j = 1,2,...,r, los valores propios, distintos 
entre sí, de T. Luego E tiene una base, Z = (61,65,...,6,], de vectores propios correspondientes 
a los valores propios A;. Si definimos 


p(T) = (T -Au(T X1) (T - MI), 


entonces р(Т)ё; = Ок para todo j = 1,2,...,n, y, por tanto, p(T)ii = Ок para todo ii € E. Así, тг 
—el polinomio mínimo de T— divide al polinomio 


р(А) = (4- ))0 7 №) (А-А); 


en consecuencia ту es producto de factores lineales. 


(<=) Supongamos ahora que mr, el polinomio mínimo de Т, es producto de factores lineales como 
en (D.5). Por el teorema de descomposición primaria (teorema D.4), E es la suma directa de los 
subespacios 5; = Ker(p;(T)), donde p;(A) = (A — Aj). Si [ú;1,...,U¡n,) es una base de S; рага 
j=1,...,r, entonces cada uno de los elementos de S; es un vector propio correspondiente a Àj; y 
como E es la suma directa de estos subespacios, la reunión de todas estas bases es una base para 
E; así, E tiene una base de vectores propios de T y, por tanto, Т es diagonalizable. 


2. Es consecuencia inmediata del primer inciso al aplicar éste al operador 74 : IK" — ІК", definido por 
ТА(И) = Ай para cada i c E. WB 


Lema D.2 Sean E un espacio vectorial de dimensión finita, T un operador lineal en él, k 7 2 un en- 
tero, U = Ker(T*?), V = Ker(T*-!) y W = Ker(T*). Por el ejercicio resuelto 23 del capítulo 5 
(pág. 511) U C V C W. Sea [ú,,...,U,) una base de U; completemos? ésta a una base 
[iú,...,Ur,D1,..., Us) de V; y completemos esta última a una base Tui... Uy, Ol, ..., Us, Wi... Wr} 
de W. Sea 


B= (ш, sus Ed E) 


entonces: 


ПОВ V 
2. B es linealmente independiente. 


DEMOSTRACIÓN Bi 1. Puesto que U C V, únicamente hay que demostrar que los T(w;) € V. En efecto, puesto que 
w; e И, T*(w,) = бе; por tanto 


ТА (T (w;)) = Т) = бк. 


Lo cual implica T (W;) Є V. 
2. Sea o,,..., o, D1,..., 6, € IK tales que 


ой + + oli, + BT (V1) ++ GT (W) = бк (D.6) 


8Cfr. proceso de compleción de un conjunto L.I. a una base, página 167. 
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Entonces Og = T"? (oiii +: 40,0, + FAT (VA) +-++08,T(W,)) 


r - t T" 
= ат (ij) + Y, 8,1 w) 
j=1 ја 
А t 
j=l 


= Yr (my) 
1—1 


j 
t 
= T! | у буй, 
j=1 
implica 8%; +--+ bW: € V; Por tanto, existen y1,...,Yr,01,...,0, € K tales que 
pi ++, +0 01 e USOS + Br ++ Вий = бв. 


Luego, como (11,...,ly,,Ú1,...,Us,W1,...,W,] es linealmente independiente, se desprende 8; = 0 
para todo j. Al sustituir los valores 5; = 0 en (D.6) se obtiene oiii +++: + 0,14, = Og; finalmente, 
puesto que los vectores zi; son linealmente independientes, los œj deben ser también nulos. Wi 


O Nota D.2 Observemos que en la demostración de la inclusión en V e independencia lineal de los 
vectores T (W1),....T (W;) se puede prescindir de la hipótesis de la independencia lineal y pertenencia 
al espacio U de los vectores iij; es decir, si V, W y los vectores ©, y W, son como antes, entonces los 
vectores Т (ук) pertenecen a V y son linealmente independientes. 


A continuación establecemos y demostramos el teorema para representar matricialmente un opera- 
dor nilpotente por medio de una matriz diagonal por bloques básicos nilpotentes; es decir, una forma 


canónica nilpotente. 
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DEMOSTRACIÓN W 1. Puesto que el indíce de nilpotencia de T es v, $, Æ E y S, = E; entonces m, < m, = n. Ya 


( 
( 


EL EI 


ED EI 


1,4) 


12) 
(1,1) 


que Sı C $2 C: C S, = E (cfr. ejercicio 23, pág. 511), podemos construir, en forma inductiva 
(cfr. nota al pie de la página 1062), una base (0j,..., U,) del espacio E tal que (Ú;,..., Um, ) es 
una base de S% para cada k. Generamos ahora, a partir de la base (U;) una nueva base en la cual la 
representación matricial de T tiene la forma deseada mediante el siguiente procedimiento: Sean 


> > 


uwv) = Um, 441 
Hog) = Um, 142 
U(m,, —m,, у.) = Um, 
y. 
W(pu-1) = Tür) 
И(2и-1) = TU) 
U(m,—m,. .,,v—-1) = Тибт, ти): 
Por el lema D.1 Ur = (9,,.... Up, -z (1-1): нт 1,0—1) ) es un subconjunto І.І. de S, 1. 


Completemos el conjunto U; a una base de S,,_¡ adjuntando (si es necesario) elementos denotados 


por 
Um, —m,, 1 -l,v—1) 
U(m,—m,-_1+2,v-1) 
U(m,-1m,-2.4=1)* 
Sean 
d(1,u-2) = Tis) 
d(2,-2) = Ti, 1) 
U(m,-1—my-2,4-2) ya Tm, ¡my -2,V-1)* 
Nuevamente, por el lema D.1, Uz = {01,...,0,,_3,# (1,2): Hn, ¡-m,_2,-2)] es un subcon- 


junto linealmente independiente de $,_2, que podemos completar (si es necesario) a una base de 
S,-2 añadiendo elementos denotados рог 


U(m,,. my .34-1,v—2) 
ii, 


(m,,—1—m,-2+2,v-2) 


U(m, 5-m, -3,»—2) н 


Continuando este proceso obtendremos una base de E de acuerdo con el siguiente arreglo: 


IU (my—m, aw) 
1,01) *** U(my—m, 4,v—-1) U(m,—m,-1+1,4=1) *** Um, рет 2,0—1) 
(D.8) 
z y > > 
UMD) U(m,y—m,-1+1,2) * U(m,-—m,-2,2) 7 И(ту—т\,2) 
= = = E = 
` Um, —m,,. 1.1) U(m,—m,-1+1,1) : U(m, ,—m, 5) U(m;—m;.1) m U(my,1) 
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El último renglón de éste es una base de 5, los dos últimos renglones forman una base de S», etc. 
Al aplicar Т a un elemento de un renglón dado de (D.8), éste se transforma en el elemento del 
siguiente renglón por debajo de él; es decir, 


- u l(i k—1) sik> 1 
TU = | бк Зр (0.9) 


Reordenemos Ја base (0.8) en orden lexicográfico:? 


2 = iyu la» E ол), A)» Han) 


Consideremos una columna j cualquiera de (D.8), con sus elementos arreglados en orden también 
lexicográfico y sea Z; = {Н(у),..., (у) } la base del subespacio W; generado por estos vectores; 
entonces: 


(a) W; es T-invariante. En efecto, si  — Y ош) Є W;, por (D.9), 
¡=1 


1 


[Tjlz, = | Og» Ep «62» ss EM 


donde ё; = (0,0,...,0, 1,0, ...,0). Luego №; = 7; es una matriz nilpotente básica соп índi- 
—_— „—є— 


m 
ce de nilpotencia џ. 


Puesto que 4 es la unión disjunta de las bases :2;,Е es la suma directa de los subespacios 
T-invariantes W;; esto es, E = ФИ Ф ··: ФИ, y, por el teorema D.1, la representación matricial 
de T es la suma directa de las matrices N;; esto es 


[Т] = N19 N5 E- ФАМ, (D.10) 


Así, la representación matricial del operador Т, relativa a la base 2, es una matriz diagonal por 
bloques donde cada bloque es una matriz básica nilpotente. Además, del arreglo (D.8) se desprende 
que de los bloques nilpotentes V; hay exactamente: 


e m, — m, de orden v; y puesto que m, > m,-_¡, hay por lo menos uno de orden v, 


e m, |—my 5» — (m, —m, 1) = 2m, | — m, 5 — m, de orden v — 1, 


e 2m» — ту — тз de orden 2 y 


e 2m; — m» de orden 1. 


9(a,b) 4 (c,d) &»a < c o biena =c y b € d (cfr. el primer inciso de los preliminares al teorema C.5, p. 1046). 
y 
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Finalmente, como se ve en (D.10) 
e el número total de bloques N; es'? mı, la nulidad del operador Т. 


2. Es consecuencia inmediata del primer inciso al aplicar éste al operador matricial ТА, con TA(u) = 
Aŭ рага садаи є К". Ш 


O Nota D.3 Convenimos que en el teorema anterior, у en lo que sigue, то = 0 y, еп tal caso, un 


conjunto de la forma (0,,.... mp» И (уу, - -» (rs) } se interpreta como el conjunto [ii;.,), . . .. U(r) }- 
—3 1 3 9 4 
1 1 1 5 2 
» Ejemplo D.4 SeaA= | —3 0 3 6 3 
—1 0 1 2 1 
1 0 —1 -2 -1 


1. Comprobar que A es nilpotente y encontrar su índice de nilpotencia. 


2. Hallar una matriz N, donde N es una matriz diagonal por bloques y cada bloque es una matriz 
nilpotente básica, que sea similar a la matriz A. 


3. Hallar una matriz invertible O tal que Q^! AQ = №. 
Solución 1. Se tiene 


ed ed Ж o 
OE Ft 2 
д E A: X 3 
=p si їй =[ 
ideal 1l 


e oooo 
ча 
> 
v 
| 
S 


Por tanto, A es nilpotente con índice de nilpotencia v — 3. 


2. Resolviendo el sistema homogéneo AX — 0, es fácil demostrar que si Sı es el espacio nulo de A, 


entonces 
1(1, —1,0,0, 1), (2, —3,0,1,0), (1,0,1,0,0)) (D.11) 


es una base de Sı. De manera similar, resolviendo el sistema homogéneo А?Х = 0, se puede deter- 


minar que 
1(0,0,0,0,1),(—1,1,0,0,0), (1,0,1,0,0,), (—1,0,0, 1,0) (D.12) 


es una base de S5, el espacio nulo de А2. Utilizando el proceso de compleción de un conjunto L.I. a 
una base, página 167, podemos completar la base (D.11) a una base de S» utilizando los elementos 
de la base (D.12) para obtener 


1(1, —1,0,0, 1), (2, —3,0, 1,0), (1,0, 1,0,0),(0,0,0,0,1)) 


10F] lector puede sumar la cantidadad de bloques №, '; de cada orden y verificar que efectivamente el número total de ellos es т). 
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Mediante el mismo proceso completamos la base precedente a una base de $4 = IR?, resultando 


((1,—1,0,0, 1), (2, —3,0, 1,0), (1,0, 1,0,0), (0,0,0,0, 1), (1,0,0,0,0)] 


la base del espacio nulo de АЗ = @. Entonces, en este caso, v = 3, ту = 3, m; = 4 y ms — 5. Por 


tanto, 
ií(13) = dde (1,0,0,0,0) 
i12) = Айз) = (73,1, 3, 1,1) 
y 
Ui = 101,02, 0s, 2.2) 
= (01,05, 0,05] 
= ((1,—1,0,0,1), (2, —3,0,1,0),(1,0,1,0,0),(—3,1, 3, — 1, 1)]. 


Puesto que dim($5) = 4, U; es una base de 52 у no hay necesidad de añadir elementos. Por ende, 


= Ац aal 
sA aiski 
za -3 1% 4 ТЇ 
= (—4,2,—3,—1,1). 
y 
Un = (Di De ll 
= {Шал} 


Completemos U} a una base de S|: 
E etis pd) = [iu 01), 31) } 
соп 
ы (1, —1,0,0, Lj 
2 = (2, —3,0, 1,0). 


El arreglo, para este caso, que corresponde a (D.8) es 


— 
> 
Yu 


Sl Sl Sl 


Щз.) 


A 
= 
— b 
E 
A 
T 
= 


y la base buscada es 2 = {tq 1),4(1.2),4(1.3), 02,1), (3,1) }- Entonces la matriz en forma canónica 


nilpotente similar a la matriz A está dada por 


01 0:0 0 
0 0 1:0 0 
N-|00 0:00 
0 0 0:0:0 
000 0:0. 
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donde hay тз — m» = 1 bloque de orden v = 3; 2m» — m, — тз = 0 bloques de orden 2; y 2m, — 
тә = 2 bloques de orden 1. 


3. El lector puede verificar, haciendo el producto, que 


QAQ—N 
si 
[S =з dX 3 
2 10-1 -—3 
О= | йал) 812) 813) “en Yen ]=|-3-30 0 0 v 
—] -1 0 0 1 
1 1 0 1 0 


Un operador lineal en un espacio vectorial de dimensión finita tiene una representación matricial en 
forma canónica de Jordan si sus polinomios mínimos y característicos se factorizan en factores lineales 
en el campo K. Por el teorema fundamental del álgebra (teorema B.9, pág. 1025) esto siempre sucede si 
K es el campo complejo C. Ya que cualquier campo se puede extender a un campo donde el polinomio 
característico tenga todas sus raíces (cfr. teorema de Kronecker, página 1026), en un sentido general, 
todo operador lineal en un espacio de dimensión finita tiene una representación matricial en forma 
canónica de Jordan. La equivalencia de este hecho a matrices se traduce a que toda matriz, en general, es 
similar a una forma canónica de Jordan. Establecemos la base de esta afirmación en el siguiente teorema. 


Teorema D.6 (Formas canónicas de Jordan) 


1. Sean Е un espacio vectorial de dimensión finita y T : E —> E un operador lineal con sendos 
polinomios característico y mínimo 


рг(Х) = (AAA Ag? (А Ame) = (А - A) (А Ag (А — AJ 


donde los escalares №; son distintos entre sí. Entonces existe una base Ф de E tal que la 
representación matricial de T relativa a esta base es una forma canónica de Jordan. Específi- 
camente, [T | es la suma directa de bloques de Jordan Ј (№), k = 1,2,...,r, con las siguientes 
propiedades: 


(a) Existe al menos un bloqueJ;(A;)de orden ту. 

(b) La suma de los órdenes de los bloques Ј (Ар) es пу. 

(c) El número de bloques J;(X) es igual a la multiplicidad geométrica 
de А. 

(d) El número de los J (А) de cada orden posible está йпіросатете 
determinado por T. 


(D.13) 


2. Sea A una matriz cuadrada de orden n con polinomio característico y polinomio mínimo 
PARA A ADA MAN) A A ОЕА). 


respectivamente; donde los escalares Aj son distintos entre sí. Entonces existe una forma 
canónica de Jordan, J, similar a la matriz A. Específicamente, J es la suma directa de bloques 
de Jordan Ј (№), k = 1,2,...,r, que cumplen las propiedades (D.13) del inciso precedente 
(cambiando T por A en la última condición). 
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DEMOSTRACIÓN MI Por el teorema de descomposición primaria (teorema D.4), T se descompone en las restricciones T; 
del operador T al subespacio 5; = Ker((T — AI)"*), donde I es el operador identidad, (ii) = ii; esto es, 
T=- OT, y (A— А)" es el polinomio mínimo de Т. Entonces (T; — АГ)" = 0, el operador 
constante cero, para todo k = 1,2,...,r. Si, para cada k, № = Т, — Axl, se tiene que М es un operador 
nilpotente con índice de nilpotencia т; del teorema D.5, existe una base 4, en la cual М, tiene una 
representación matricial en forma canónica nilpotente; luego, como 


Т, = Nk + АМ, 


el operador 7; tiene una representación matricial en forma canónica de Jordan, J (Ag), relativa a esa 
misma base. De esta manera, la suma directa J de las matrices J;(A.) tiene forma canónica de Jordan y 
es una representación matricial de Т relativa a la reunión de las bases 4. Finalmente, por el teorema 
D.5, la propiedad (a) se deduce del hecho de que el operador №; tiene índice de nilpotencia mz; (b) es 
verdadera porque T y J tienen el mismo polinomio característico; (c) se desprende de que la nulidad de 
Мк = Ty — Ad es igual a la multiplicidad geométrica del valor propio Ag; la propiedad (d) se desprende del 
hecho de que los 7; y en consecuencia los Ng, están unívocamente determinados por el operador T. Bi 


O Nota D.4 Se puede probar que, salvo permutaciones de los bloques en la diagonal, la representación 
en forma canónica de Jordan de un operador lineal es única. Lo mismo sucede para una matriz en forma 
canónica de Jordan que sea similar a una matriz dada. Por esta razón nos daremos la libertad de expresar 
sentencias como “hallar la forma canónica de Jordan de una matriz o de un operador lineal” en lugar de 
“encontrar una forma canónica de Jordan similar a una matriz” o “hallar una representacion matricial 
en forma canónica de Jordan para un operador lineal”. Por tanto, si dos matrices son similares, entonces 
tienen la misma forma canónica de Jordan. 


» Ejemplo D.5 Hallar la forma canónica de Jordan de la matriz 


Eikit 
eb 1 C» -=i 
A= 3. б fo3 2l4 
01 0 2 2 
0 0 0 0 1 


Solución Se deja de ejercicio al lector calcular el polinomio característico de la matriz A para obtener 
palA) = (A — 1)? (A — 2). Por ende,* el polinomio mínimo de A está dado por ma(A) = (А — 1)2(А — 
2. Entonces, en este caso, Àj = 1, Ау = 2, m, = 2, тә = 2, п = 2 y m = 3. Se deja como ejercicio al 


lector encontrar los vectores propios correspondientes a A, y A2 para obtener que 


E, = gn((5,-1,3,1,0)) y 
E» = gn((1,0,1,0,0), (1,0,0, 1,0)) 


y, por tanto, la multiplicidad geométrica de A, es jj, (1) = 1; mientras que la de А es и„(2) = 2. Enton- 
ces, utilizando las relaciones (D.13) del teorema D.6: 


H Cfr. ejercicio 54 del capítulo 5, página 538. 
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1. El número de bloques J;(2) es igual a la multiplicidad geométrica de А№ = 2, џ,(2) = 2; la suma 
de los órdenes de los bloques J;(2) es n2 = 3; y debe haber al menos un bloque J;(2) de orden 
ma = 2. 

; la suma 


2. El número de bloques J;(1) es igual a la multiplicidad geométrica de Ау = 1, ug (1) = 1 
e J;(1) de orden 


de los órdenes de los bloques J;(1) es nı = 2; y debe haber al menos un bloque J 


m; = 2. 


Con esta información la forma canónica de Jordan de la matriz A es: 


1 1:0 0:0 
o 1:10 0,10 
ге | 02 T0 
0 0:0 2:0 
00 00:2 


(La forma canónica de Jordan es única salvo permutaciones de los bloques.) Y 

Una vez que se conoce la forma canónica de Jordan, J, de una matriz dada, A, encontrar una matriz 
invertible О tal que Q^! AQ = J —que equivale a encontrar una base en la cual la representación matricial 
de un operador esté en forma canónica de Jordan— es sencillo cuando el orden de la matriz no es grande. 
Ilustramos a continuación el procedimiento. Observemos antes que si K es una matriz de tamaño m x n 
con columnas Ё, y B = [b;;] es una matriz de tamaño п x p, con columnas bj =| bij b з= bin] 
entonces, de (1.2) y (1.5) de los ejemplos 1.14 y 1.15 (páginas 11 y 12), se tiene 


K| bi b ba |=| Kb, КЬ, Kb, ] 
5, bak; У bk; Z Ьб) | ; 
j=l j=1 PES 
]uego 
KB= | È БАЁ) 2; bjk; P. Ьб) | (D.14) 
j=l j=l j=l 


Ahora supongamos que J = [b;;] es la forma canónica de Jordan y que deseamos encontrar una matriz 
invertible Q tal que 


OAO =J: 
Sean v; las columnas de la matriz Q, entonces se debe cumplir 
AQ — QJ. 
Entonces, por (1.2) y (D.14), 
[AU AD o A5 ]=| Ebad; Уро c Y bd, (D.15) 
j=1 j=l j=1 


que da lugar al sistema de ecuaciones 
n 
ОЛ = уь jkUj 
= 


k = 1,2,...,n. Resolviendo este sistema para los Ùp se puede encontrar la matriz О. Ilustramos este 
método en el siguiente ejemplo. 
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» Ejemplo D.6 Hallar una matriz invertible O tal que Q^! AQ = J donde A es la matriz del ejemplo 
precedente y J es su forma canónica de Jordan (la que se calculó en ese ejemplo). « 


Solución Sean 01, 0, ©з, 04, y Us las columnas de la matriz O. Entonces se debe cumplir AQ = QJ; 
es decir, 


A| ài Do 03 Ús ús ]=[ &ài Ù 03 0 Us |J 
esto es, рог (D.15), 
110 0 0 | 
0.1 0.0 0 
| AD] AU» AU; AU4 AUS ]2[ Ú |2 73 04 Ús | 002 10 
010-0 2 0 
00 0-0 2 
=l 0р U+O, 204 03 +204 205 1. 
Por tanto, se obtiene el sistema 
AU, = 11 
А? = 0 + 0 
Аз = 203 
Ад = ©з + 2204 
AUS = 205 
que equivale a 
(А — 1;)®= бр» (D.16) 
(A — I5)05— 01 (D.17) 
(A — 21;)®з= бр» (D.18) 
(A — 215) 04= ©» (D.19) 
(A — 215)Us— буз (D.20) 


La relación (D.16) entraña que vı debe ser un vector propio correspondiente a A, = 1; en el ejemplo an- 


terior se encontró E, = gn((5, —1,3,1,0)) y, por ende, podemos tomar | 0; = (5, —1,3,1,0) |. Al sustituir 


vı en (D.17) se obtiene el sistema 


5 9 —4 -4 5 5 
—1 -1 1 1 -1|-1 
3 6 2 3 2 3 
0 1 0 1 2 1 
0 0 0 0 0 0 


y al aplicarle el método de Gauss produce el conjunto de soluciones ((5 + xa, — 1 — x4,4 + 3x4, x4, 1) : 
x4 € R}. Elijamos, por simplicidad, x4 = 0 para obtener | 0» = (5, —1,4,0, 1) |. La relación (D.18) implica 
que 0з debe ser un vector propio correspondiente a А = 2; entonces, por el ejemplo anterior, podemos 


definir | 23 = (1,0,0, 1,0) |. Al sustituir ©з en la relación (D.19) resulta el sistema’? 


1?Se debe elegir el vector propio Ù; correspondiente al valor propio А; = 2 de tal manera que el sistema D.19 sea consistente. 
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4 4 A A 311 
a pod» 243015 
> 4. 3 3. El 
Ü. 1 б 0 7311 
о O0 © 0 «ilo 


que al resolver por el método de Gauss produce el conjunto de soluciones ((—2 + x3 + x4, 1,x3,x4,0) : 
хз, E R}; si elegimos хз = 0, ха = 0, entonces | &4 = (—2, 1,0,0,0) | De la relación (D.20) se desprende 


que 05 debe ser un vector propio correspondiente a А» = 2, tomemos | 05 = (1,0, 1,0,0) | para que О sea 
invertible. De esta manera 


5 1 2 1 
10 d 
Q=| 3 40 4 1 
1 01 00 

0 10 00 


El lector puede verificar que, efectivamente, Q AQ =J. v 


Capítulo 1 
1.1 Matrices: páginas 55-57 , | 90 26 
ке ВЕ a se 
1 (a) А+В = | e Е: | 73 13 41 
(e) АА = | 13 106 80 
(b) Operación indefinida. 41 80 74 
І _| —28 6 =4 9 (a) Operación no definida. 
(c) м-5в- | 16 0 8 | 
22 20 29 
12 (b 3E-5D=| 11 19 —8 
(d) 6D= 18 | 61 48 -4 
ES =112 16 -92 
—1 2 (c) —4(D+3E) = 52 —100  —64 
3 (a) A! = 2 5 —52 24  —104 
—3 4 
(d) c-c-| FS [ 
(b) El producto АГС no está definido. 
(c) DA! = [| 22 43]. -4 1 
и | li 
_9 0 —7 11 (a) 4С – 5А z 1 
(d) B'A— 6 15 = |. 2 .$ 
—7 -22 19 
(b) s-5-|$ "4 
(e) D'D — 49. 9 Q 
4 6 —12 33 0 52 
(f) DD! = 6 9 =18 |. (c) 4E'-3D'=| 12 29 31 
-12 —18 36 35 4 13 
5 (a) La operación no está definida. 25 8 26 
x z . (d (3Е 2р) = | -—-1 22 4 
(b) La operación no está definida. 37 21 11 
4 —20 6 
(6) CB = -15 5 Е. ; —140 10 —180 
13 (a) A(BC) = 108 206 644 
=65 =55 =17 —216 336 480 
7 (a) A'B— —8 20 -65 |. 81 18 
T — 
—34 —10 -53 (b) CC =| —18 56 | 
285 —8 —34 31. zy Ap 
(b) BA=| —55 20 —10 |. (c) (DA) = | 11 —29 -ii | 
—17 —65 —53 
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175 387  —108 
(d) (C'BJA' | —260 —404  —96 
—360 .—392 —384 
—51 4 
15 BA! – 4С) = 01 60 
ds V= | свв 4o TM 
= 104 556 
(b) B' (CC — A'A) = | —107 276 | 
0.0 0 
(с) DE'-(EDy-|0 0 0 
ооо 46 (а) 
1 0 0 
17 (3) А®= | 0 9 Q9 |. 
0.0 4 
—1 0 0 
(b) A О 2187 0 
0 0 128 
2b b 
19 (b) в | ed dá IDEE 
21 а=0у в = –2. 51 (с) 
23 cosü -—sen0 | [ cosnó —senn0 
ѕеп 0 cos | sennO cosnÜ | 
b E 
25 | B: a | aber sto | : B | acer сяо | A E 
b 
b 12 
27 | ИК METTE | 
К = 
ї -2 3 
m [2] % 
E 4 
32 Verdadera. 
34 Verdadera. 
36 Falsa. 55 H— 
38 Falsa. 
1.2 Sistemas lineales: páginas 57-62 
57 H= 
40 (a) Lineal. 
(b) No lineal. 
(c) No lineal. 
(d) Lineal. 
59 H= 


42 


(a) Forma escalonada. Pivotes: 2 (primera fila, primera colum- 
na); —1 (segunda fila); 2 (tercera fila). 


(b) No está en forma escalonada. El primer elemento no nulo 
de la tercera fila no está a la derecha del primer elemento 
no nulo de la segunda fila. 


(c) Forma escalonada. Pivotes: —1 (primera fila); 1 (segunda 
fila). 


1 
0 
0 


(b) Está en forma escalonada. 


1 
0 
0 


=] 


(d) No está en forma escalonada. La primera componente no 
nula de la tercera fila no está a la derecha de la primera 
componente no nula de la segunda fila. 


Г sp =l —6 
1 =l 0 1 =3 
0 0 0 2 | =8 


=4 5 


0 0 
0 0 


49 Inconsistente. 


variables libres: x». 


(c) Variables ligadas: x1, x», xs; variables libres: xs, x4. 


-1 1 =] 
| ¿=5 12 
0 © —4 


(b) Está en forma escalonada. 


(c) Variables ligadas: x, x4, xs; variables libres: x», xs. 


50 Tiene una infinidad de soluciones. Variables ligadas: x1, xs, х4; 


-— er 


‚ЄК. 


Мм x 


=] 011 01. у= 0 
дй |*1-0: T 0 -1 
-1 2 1 Э 
1 -3 0 -7 
(la respuesta no es ünica). 
0 1 1 
0 0 -6 -7 
1 =3 
0 1 
0 0 
2 3 —1 1 0 
—] -—10 4 —6 2 
0 —39 18 —26 18 
0 0 —147 130 -—615 
2 —5 0 —2 —4 
1 18 4 11 32 
0 1 2 1 0 
0 0 2 1 8 
0 0 0 1 57 
0 0 0 0 1 
-¿—Tr-3s 
2—Sr+11 
= $ á á РТ, ER. 
8r 
4s 
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2 —17s 1200 3 -6 
xl 656 — T 85 H=| 0 0 1 O 1 =2 
2 7 274s — 135r 000 1 —1 3 
41 _ 1445 — 81r 
63 | 79 |= 3 ¡rs ER. х 29 25+ 14r 
d 27r : 
Xs 87 | 2 |= i ns cR. 
Xs -Z +525 X3 124 5r UC 
21 X4 r 
е ХІ —1 
Ж 3—r хә 1 
89 >S 
2 — 0 
65 » = 3+2r ¡rerR. ki 1 
X3 r X4 
4 [| 
ü x, +71 72,273 
67 Inconsistente. хә 7j 
2 1 91 Xs |= =] ; ку, 7,73 ER. 
y 2 in i 
69 гм -|3 xs r3 
x 4 93 х= (0,0,0). 
х 1 XI —11r 
х _ =1 X2 - j^ ж 
71 pas 5 95 а = 2253 rem. 
X4 2 X4 8r 
x 1 =i y —5/8 —s+r 
1% | ag = Noa ud stara | 7A 2s+2r 
2 2 1 2 97 x=p+h= 0 + de ¡rs ER 
0 8r 
XI 3—2r 3—2r —3—2r 
—3-4-2r —1+2r 33-2r 5/3 —5s—r 
7m | 2 |= А : ;r€R. : 
» 0 2 0 99 #= 5+0 + ы rs ER 
0 Sr 
100-$ 0 y 
10/11 —4s — 13r 
HHe|€e t0 ч 3 aa 4/11 5s-3r |. 
б б-т E 5 ies gue. gg. erem 
m 0 llr 
a 102 az +4 
Q T 
LESS bo 
=-4, 
00.00 “ 
104 o = 4. 
10.0 
81H-|0 1 0 108 3a-B8++y=0. 
0 0 1 112 z= (1,—i,i). 
1 3 Q0. 0 a i4 
83H-|0 0 1 0 жо oda 
0 0.0 1 ma3|* || + 
Z3 3 poly 
е 10 10 
Za i-di 
Capítulo 2 
2.1 Matrices invertibles y sus inversas: 10 I! 
páginas 102-106 3 0 i 1 
бо ы 


ar a 


5 Matriz singular (no invertible). 
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1 00 =й 1 2 3 4 
7 2-1 0 -2 1 0 0 0 
—1 t 1 35 2 0 1 0 0 
30 0 —1 0 
gui ali ATA A 50 0 0 -I 
|0 -1| |0 -1 0 1 
1 -1 1 ] © 0 1 0 0 1 0 i^ dl 1 -1 0 
E EU 1 1 |= © 1 0 O0 1 0 0 ШУ! 0 1 0 0 1 0 
0 1 -1 0 1 1 0.0 -2 0.0 1 0 0 1 0 0 1 
ex. 8 oL X 23 a 
y 2 10 000 0 
0 0 0 1 0 —1 
x 2 T3 do 0 0 0 
ыы у= =1 оо ооо 4 
2 3 90-301 0 
х = 6 —6 5 
13 ls ls 0 39 B= | -15 6 T a 
* 0 6 6 -12 
-3 —5 
s| al 4 x= | 2 3 
—3 .1 
= се 43 a c R - (22). 
17 Matriz singular (no invertible). 46 (A— D = (А+). 
—4 1 2 47 Verdadera. 
13 : : _ 49 Verdadera. 
51 Falsa. 
21 x E E | 53 Verdadera. 
—2 3 13 55 Falsa. 
Ex 1 57 Falsa 
: | 4+1 1-i i 2i 
5 1 
23 | -3 2 -3 gl i 9 0 
i 0 E —]-i 0 —i 0 
1 0 0 i 
5. - x» 
25 ed 6 p. 2.2 Determinantes, adjunta y regla de Cramer: 
5 i páginas 106-110 
S al % 
3 3 
27. 
-12 2 -1 5 в 
27 E : : E 65 51. 
40 0 -1 67 (a) 399 
(b) —174 
13 2 -3 1 (c) —123. 
29 3 1 0 0 
2 0 —1 0 70 28. 
10 0 —4 1 72 33. 
ij е7. == =i JA 76. 
31 7 =% =1 =9 
—31 18 5 40 |’ 76 —459. 
—19 11 3 24 81 240. 


33 Matriz singular (no invertible). 83 =72, 


85 
87 
89 
91 
93 
95 


102 


r e] 1 
»[4]-|{ 
16 


r EST 
(c) : Р | no existe. 
Capítulo 3 


3.1 Geometría de los espacios R”: 


páginas 207-211 

—И = (1,—2,—4). 

ü+ = (—2,2,6). 

0 — 5w = (14, —20, —23). 


50 
52 
54 
56 
58 
60 
62 
69 
73 


2, —1,1) (y cualquier múltiplo escalar no nulo de este vector). 


ï x © = (4,—2,2); Ù x i = (-4,2,—2). 


ii 
(ü x w) x 6 = (—14,10,—7). 
26 unidades de área. 

120 unidades de volumen. 

17 unidades de volumen. 

18 unidades de área. 

1390 unidades de área. 
V/110 unidades de área. 

= = (-2,1,3,—1,2). 

ii 4- = (3,—3,—7,4,3). 

v — 3w = (—8,6,8, —1,5). 
1 = (1,1,1,-2,—7). 


—Ú (la respuesta no es única). 


TI 


79 


81 


83 


85 


87 


89 
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3 1 -2 

Аг NS -=3 
-40 d 
1 0 -1 

А1=|1 4 -2 
01 0 

A=-1yA=-4 

A=3+3vV41 

х= #,ю = #. 

X3 3,X2 2,31 1 

m 

14 11i 

S24 

й: 0 = —3. 

(0+0): = 9 

E 

y--15. 

(6,4,3,3, 1) (la respuesta no es única). 

4/28. 

v/133. 

—3x + 2y +42 = 27. 

7х+ 29у-+ 10z = 45. 


3.2 Espacios vectoriales: páginas 211-219 


(a) No es cerrada. 
(b) No es cerrada. 
(a) Es cerrada. 
(b) Es cerrada. 
(a) Es cerrada. 
(b) Es cerrada. 
(a) Es cerrada. 
(b) Es cerrada. 
(a) No es cerrada. 
(b) No es cerrada. 
(a) No es cerrada. 
(b) No es cerrada. 
(a) Es cerrada. 
(b) Es cerrada. 
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90 


92 

94 

96 
103 
105 
107 
109 
111 
113 
115 
130 
138 
144 
146 
148 
150 
152 
154 


156 


158 
160 
162 
165 
166 
167 
168 
173 
175 
177 
179 
181 
182 
184 
186 
188 
190 
192 


194 


No es un espacio vectorial. No se cumplen las propiedades: 


7 y 10. 

No es un espacio vectorial. No se cumple la propiedad 10. 
Sí es un espacio vectorial. 

No es un espacio vectorial. No se cumple la propiedad 9. 
S<R?. 

S no es un subespacio de IR. 


S«R*. 


S no es un subespacio de IR?. 

S no es un subespacio de 9Jt, (IR). 
S«R*. 

S< R”. 

(i) S1 N S2 = (Ops). 

El plano x 4- y +z = 0. 


= 


їг 
1 + 502. 


pia 


0 — Зи +21 — Из Є gn(ii i, iis). 
Sí, gn(i, tz, iis) =R. 
No, gn(i, ii», iis) ARS. 


® = ii, — iij — 203 + l4 € gnis, l2, i3, iia). 


DEL ll йз + Ид en(ú,, i, 13,0). 
gn(ii, ii», dz, Us) = ОЛ». 

Sí generan а R?. 

Sí generan a IR?. 


Sí generan a IR? 


Sí generan a IR* 
Sí, gn((-1,2) ,(—1,1)) = №2. 
No generan а R°. 


No generan a R?. 


211 
213 
215 
217 
219 
221 
223 
225 
221 
229 
231 
233 
235 
231 
239 
241 
243 
245 
247 
249 
251 
253 
255 
257 
261 


269 
271 
274 
276 
278 
280 


Sí, gn((1,—2, 1,2), (—1,0,2,3), (-2,1,3,2), (—1,1,1,0)) = В“. 


No generan a R^. 
P; 


El subespacio de matrices triangulares superiormente en 


Mo (В). 
P. 


286 
288 
290 
292 


3.3 Dependencia e independencia lineales: 
páginas 219-222 
L.D. 

LD. 

L.D. 

LE 

L.D. 

L.D. 

E 

LL 

Jm А 

L.I. 

LL 

L.D. 

L.D. 

L.D. 

Ld. 

LT 

LE 

4. 

L.D. 

LD; 

LT 

L.I. 

LÍ 

LL 

a € R - {10}. 


3.4 Bases y dimensión: páginas 222-231 


LD. 

Tf. 

Sí es base. 

No es base. 

Sí es base. 

No es base. 
282 No es base. 
284 No es base. 

Sí es base. 

Sí es base. 

Sí es base. 


No es base. 


294 
296 
299 
301 
303 
305 
307 
309 
312 
316 
318 
320 
322 
324 
327 
329 
331 
333 


335 


337 


339 
341 
343 
345 
348 
350 


352 


353 


355 


356 


359 


361 
363 


365 
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Sí es base. 

Sí es base. 

S < RP, {(0,1,0), (0,0, 1)}, dim(S) = 2. 

S < R$, ((71,0,1), (=1,1,0)), dim(S) = 2. 
S < RO, ((1,1,0), (0,0, 1)}, dim(S) = 2. 


S no es un subespacio de IR?. 

S « P, (1), dim(S) =1. 

S< P, lara 3,...,—x^x' ), dim(S) 2n— 1. 
S<P,.Sin=2kon=2k+1,k=0,1,..., una base es (1,32,x*,...,x?*] y dim(S) = k-- 1. 
Sio =0о 8 = 0, dim(S) 22. Si a #0 y 8 30, dim(S) = 3. 


Si а = 0, dim(S) = 2; si a 4 0, dim(S) = 3. 
dim(S) = 

dim(S) =2. 

dim(S) =3. 

((3,6), (-1,3)), dim(S) =2. 


((1, 1,2), (3,—1,1)),dim(S) = 2. 
((1,1,1),(=2,1,3), (1,2, 1)), dim(S) =3. 
(2,1,3,2),(—1,1,—1,1)), dim(S) =2. 


(2,3 +2x,1 +1), dim(S) =3. 


{2-x,2 +x, x — x, + 1,х# — x}, dim(S) = 5. 

{sen 4x, sen 2x}, dim(S) = 2. 

(Lee), dim(S) = 3. 

Í1--4x— 2x2 32,1 — 9x - 332 — 230,5 --7x — 5? +32, dim(S) = 3. 
(24 xx — 338,5 — 2х-+ 7х7 — 98, —1 4-22 ), dim(S) = 3. 


ЕТЕНЕ 


(b) dim(S) = “©. 


1 siekyjel 


{Мы = [mi] € M,(R) :k,1 {1,2,...,п}, к #1}, donde m;; = | Ü enoto cas dim(S) = и? — n. 


Sea k = dim(S) y (ii, i2, . . . „lip } una base de S, luego, si (01,05... ., 0, 4) son vectores en E — S tales que [iij, i2, . . . i, 01, 0, ... 


Ü, X) es una base de E, entonces { [01], [©2|,...,[©„—]} es una base de E/S y, por tanto, dim(E/S) = n — k. 


1(—1,2,3,(2, 1,2), (1,0,0)). 
1(2, —1,2,2),(—1,2,3, —2), (1,0,0,0); (0, 1,0,0].. 


1(—1,0,2,3,25,(—1, 1,2,3, 52), (1, 1,0, 1, 1); (1,0,0,0,0), (0, 1,0,0,0)4. 


(2 ib the thea 


, 
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367 —1 2. 1 2 0 1 —2 1 1 p 0 -0 0 1 0 0 0 1 
2 -1 2|?|-1 1 1p 0.0 11*/0 Q Q |"| 9. 9 OQ |"|O90 O0 0 i 


369 2 = {2,x— 2, (x— 2)2, 0,5). 
T0 0 1 0 ; 0 1 0 0 

376 Para si: (| 0 1 || 0 0 | | 1 |} aimes) =з. Риа з {| ap d || 0 1 } 
dim(S,) = 2. Рага S, +8»: il e As - Ini : M | . : |) dms es) - 
ч =j : | aim $1,085) = 1. 

378 ((—15,—16,4,0,1), (9,8, —3,1,0)}, dim(S) = 2. 

380 S. zx. 

382 [(—140,—139,29, —31,0,268), (16, —9, —55,38,67,0)), dim(S) = 2. 

384 Espacio fila: ((1, —2,3), (0, 1,4), (0,0,5)), dim(E;) = 3. 
Espacio columna: ((1, —1,4,0), (2,3, — 1, — 1), (3, 1.2, 1)], dim(£.) = 3. dim(Nul(A)) = 0. Rang(A) = 3. 


386 Espacio fila: ((1, —1,2,3), (0, — 1,3,5),(0,0,4,4)], dim(E;) = 3. 
Espacio columna: ((1, —1, —1,1), (—1,0,1, —1), (2,1,2,6)}, dim(E.) = 3. 
Espacio nulo: ((1,2,—1,1)), dim(Nul(A)) = 1. Rang(A) = 3. 


389 —13x—1ly-z+8w=0 
19x + 5у —9z +81 = 0 


393 Para $1 +82: ((—1,2, —1,2,2), (2, —1,2,3,1), (3, —1,2,1,0), (—2,3, 1,2, 1), (-1, 1, 1,2, 1)) y dim(S +52) = 5. 
Para Sı NS»: ((—10, —55,53,139,42)), dim(S¡ N S2) = 1. 


396 Para 5; -- $5: (1 — x - 3 + 238,2 — 3x + 232 — 39, —1 -- 2x -- 33 — 49, 2 -- 3x — Ax? -- x?) y dim(S, + $5) = 4. Para $, M8»: 
(308 — 475x + 320x?*, 244 — 315x + 32022 } y dim(S¡ N S2) = 


3.5 Espacios vectoriales complejos: páginas 232-233 


e (12) 28) A == 


406 {(1,—2i,2i), (1,—1,2),(1,0,0)} 
408 IE Е, | || K i ч |} dim) =2, 


Capítulo 4 
4.1 Espacios con producto interior: páginas 383-400 


1 Noes un producto interior. No se cumplen las propiedades 4 y 5. 


3 No es producto interior. No se cumplen las cinco propiedades. 


21 (a) —212. (b) 2441. (c) 245. 
23 (a) —3. (b) Уп. (c) v39. 
2. 0 -1 
25 | 5 F3 298 | 0 1 1 
=ї 1° d 


1 0 
27|0 5 32 No es un producto interior; sólo cumple la propiedad 2. 
0 1 


Ro 
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34 No es un producto interior; no cumple las propiedades 2 y 3. 60 0. 
36 Sí es un producto interior. 62 2e! 
38 1. 64 (4e - 4e7)'^ 
40 33. 66 16/15 
42 1. унин 
a 44) 68 d. 
1 M d 70 р(х) = V6e!x, -1<x<1 
46 1 1 0 72 р(х) = le— le! 3e !x, хє [-1,1] 
3 9 
0 0 1 74 v6. 
—3 76 v19. 
48 | 0 | 78 0.869122 = 49.8” 
3 
3 »»--s[2 t i] 
50 0. 
2 1] L1 
52 —11. 82 zi А | 
54 0. =: 7 
56 (0,0,0,0) 84 (А,В) = 1. 
S -o отот 86 (А,В) = 22 - 1. 
d d p D ү 
sj г о тт вв |41= (235). . 
17 17 D x 
7 4 1 6 
17 17 17 17 
90 Sugerencia: Utilizar el hecho de que È а= iA (513), B= (= 5): (А, В) = 1; 
4 
A| = 1 |В = 0= —=—= | =0.37315 x 21.40". 
jal Ь IB] = Fm 0 = arcos (2) 
92 р= — 5B 125 {(ФУП, УП, dvi). (7522. $22. $22) |. 
102 S+ 4,3,—2 Л 
е A ON O 
104 S+ = gn(5,5,7, —2). 
y E bts 129 [(-1/2.12.0). (4v6, 4v6, 4v6), .(1v3.1/3.-1v3) }. 
mse SLL 8) 
131 [(342,0,5/2,0),(0,1,0,0), (2v6,0,—¿v6,v6)). 
108 S+ = gn(2x — 1). 7 
2 2 
121 [(=v2/2,12/2,),(v2/2,v2/2)). 133 ( 2 sena, ү/ 2 соз х}. 
123 ((0,1),(1,0)). 135 {1,/3(2х— 1), V5 (6? — 6-1). 
al 1] yu[4-1 
w ар el 2] 
[1 Il] 1 = 11: w16 a 
ERER opl 1 о [5 E 1 
141 {(тўУ 1106, $ VTTOS, г; VT 106, — тї у/1 106) }. 146 0 
143 ((2/74,-2/74,23/78)). 148 0. 
144 (V3(5),v200 (37) — 5 (5)) }. 150 3v3V8. 
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152 ir. 182 yn+1. 
154 1л 184 агссоѕ i 2). 


156 0(x) =0,x€ [-1. 1]. 
158 u(x) Zax ac R, хє [-1.1]. 


1 3n 1 
186 { m? (п+2)(п+1) (х y 


162 gn(3- 2x). 193 1. 
163 30°. 195 у. 
164 р(х) = ix. 197 {1,х— 1). 
! 
166 {1,х—1}. 199 c 
169 ie +i. 
Pora 201 1⁄3. 
5 об A І 
171 35€? + зе. 203 р(х) — Тыл 
173 j/ $643. 205 (cosx,e 7) = 2 y (sen x,e™) = 1. 
175 $e +4. 207 i/10. 
178 gn(1 +e — 4x). 209 { \/$ сов х, V3(senx— + сов 3) 
1 3 2 
1у7 2435 2v15 т аулау 
2 1 1 7 úl 
ЭЛП —4v35 v5 


21 os E ; ‚к=| 0 5/35 &\35 


- 
0 0 2\15 
ЮЛ 535 5 : 
313 313 —Hv15 "X 7 
0 343 25 

213 0= Jim o9. xA oed 

s A a 0 115 

3 
-i3 1/3 v5 
215 Matriz ortogonal. 256 р(х) = —1.9900 4- 2.9920x. 
217 Matriz no ortogonal. 258 р(х) = 1.0183 + 1.9968x. 
219 Matriz ortogonal. 260 р(х) = 1.0225 + 1.9425x + 1.01752. 
221 Matriz ortogonal. 262 р(х) = 0.0135 — 1.0065x + 1.002552. 
234 (YE duet] 264 (b) 100679 
E qux. 

236 l/me i. 4.2 Espacios vectoriales normados: páginas 400-414 
239 tret. 266 2. 
240 p*(x) = e 3 — temir., 268 14. 
242 p = (&.à.H). 210 20. 
244 р" = (3,26, ма 15). 272 7. 
246 p'(x) = +In(3), x € [1,3]. 274 10. 


(х) = 5 
248 p'(x) 28e! – 2+ (6— 18e x, x € [0,1]. 216 9. 
250 р'(х) = i? - 1, x € [0,2]. 278 2. 
(x) = т —2senx. 280 5. 
254 p'(x) = —2 + 4x, x € [0,00]. 282 242. 
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284 2112. i BN 
286 n(n— 1)(2n — 1) 4 
6 1 21-P 1/р 
346 ( ) 
288 B - p=1 
ad qe 1/2 
) з48 (ie — 3) 
290 31n2- 1 
Е i а 1/3 
292 1 350 (107? —247) 
352 (1/4), 
294 27. Р 
354 (1—1«) ^ 
296 2/22 нз ( Pu 
1,00 
298 12. а. 
al? 1/р 
301 1. 359 ( ) | 
p-1 
303 e- 1. 
361 1. 
305 1. 
363 (In(2)) 2. 
307 In(3) 
= 375 (b) ((x1,x2), (yi. y2)) = 21у — хоу — Y2X1 +X2y2. 
309 2. 377 (b) ((%1,x2), (Y1,92)) = 5хууу +3x2y1 +3y2x1 + 22252. 
Бн X1,X2,X3),(Y1,J2J3)) = 5xiyi + 222y2 — уру — хоу + 
ds 379 (b) (12235) (ууз, уз)) = $m +2 
315 ||f|| 2 271n3 +9. хзуз —2x3y1 — 2y3X1. 
318 [f| =1+e”. 381 (b) ((%1,x2,x3),(Y1,)2,J3)) = i1 aya + 2Хзуз +X2J3 + yas. 
319 |7 = 541n3 +9. 383 (b) ((x1,x2,x3,xX4),(Y1,J2,J3,Y4)) = жу + 20у + xsys + 
321 ||/|| =3v2+4rv2. хуз + Y2X3 + 2X4Y4 — Хоуд — Y2X4. 
323 ||f|| =18e*. 385 No proviene de un producto interior. 
329 1. 387 No proviene de un producto interior. 
331 21. 389 No proviene de un producto interior. 
333 2. 391 No proviene de un producto interior. 
335.2 —1, 393 Proviene del producto interior ((a,,), (b,)) = x [as [bs]. 
337 0), 395 No proviene de un producto interior. 
ЗАТ (an) #2. 397 No proviene de un producto interior. 


410 B;(x) = (e-1)x+1 


B(x = (1- de + +e) + (204 — 2)х+1 
Bo = (303-1303 +e) xè + (336i - 63) 2 (- 3+305)x+1 
Вх = (14 СРР dl +е) + (-4+4e pper 1201) 6 + (6- 12е% +6бе!) 2+ (74-465) хт 


412 В| (х) = (senl)x 


1 1 
Ba(x) = СЕ ee (sen ji 
1 2 1 2 1 
x) = (эзеп у —3зев esent) (взе easi nes (sni) 


B 


р) 
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415 p* = (0,0). 425 p* — (0,0,0). 

416 р" = (0,0). 426 p: = (—1/2,1/2,1). 
417 Todos los vectores de la forma p = a(—1,1),a € [- 1.1]. 437 p'(x) = 1/2, x € [0,1]. 
424 p* = (—1/3,1/3,2/3). 438 p'(x) = 1/2, x € [0,1]. 


439 p'(x) = 1/2, x € [0,1]. 


Capítulo 5 


5.1 Transformaciones lineales: páginas 539-551 19 Síes una transformación lineal. 
1 Síes una transformación lineal. =з 0. =1 
-3 —7 0 
3 Noes una transformación lineal. 21.4 1 2 1 
5 Sí es una transformación lineal. : : f 
7 Sí es una transformación lineal. TP 
23 No es una transformación lineal 
9 Síes una transformación lineal. 
25A Tom 
11 No es una transformación lineal. -1 1 
13 No es una transformación lineal. 27 Noes una transformación lineal. 
15 Sí es una transformación lineal. 29 A= | ^ E — 4 | | 
17 Sí ез una transformación lineal. 


31 T(x,y,z) = (—y— 2,2у +z, —2y + 3z — x, —5y + 5z — 4х). 


33 T (x1,X2,X3,X4) = (2х1 m ix, = By 7x3, X2 + 3x4 E 2х3, 2x1 ET i» + 3x4 d 2x3) А 
35 T(x,y) = (у,2у). 


37 (| a b |) = (—c-- 3d — 2b,2c — 3d +3b,2d —b+a,d—2b+a). 


d e 

39 T(x,y) = (x cos ф— y sen ф,х sen ф + y cos ф). 47 T(a+bx+cx?) = bà +ax? —2ax4- b. 
41 T(x, y) = (=x,y). 49 T(acos x+bsen x) = (a— b,a + 2b). 
43 T(xy,z)-(-x—-yct222x—-zxty, 22). 

E eT) аһа 
45 T(x,y,z) = (x+2y,x—y,x +y). 
52 T (x1,32,X3,X4) = (2х1 2х4 X2, 5x3 хі + 6x4 + 2x2, 5x3 + 3x — 8x4 — х). 
54 T(x,y,z) = (x--y - z, -22 — 2x — y, —2z — 2x — y). 67 Síes lineal. 
56 Tla+bx+cx?+dx?) = cà rd 69 No es lineal. 
58 T(xy,z)-(-2x—y,z4-x,z- 3x +y). 71 Noes lineal. 
60 T(a-4 bx-F cx? + ах) = —2b — а+ (2b 4- a)x - dx. 73 No es lineal. 
63 Sí es lineal. 75 Sí es lineal. 
65 Sí es lineal. 77 Síes lineal. 
79 (b) S* = gn(&, 1,6542... ., 6), donde {21,...,2,,6411,::.,2,} es una base de R”. 


mA | e |: (ii) ((1,0),(1,—1)), dim(T(R2) 22; —— (iv) Ker(T)=((0,0)); 


(v) T es inyectiva; (vi) T es suprayectiva. 
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1 1 ii) 4(1,1,1,3),(-1,3,-2,-4),(1,-4,1,—1)), dim(T(R3) = 
JE | (ii) {(1,1,1,3).( y )). dim(T(R) 
0 0 


(iii) ((1,0,0), (1, 1,0)), dim(T (R2) = 2; (iv) Ker(T) = ((0,0,0)]; 
(iv) Ker(T) = ((0,0)); 


nh) Teri ü (v) T es inyectiva; 
v) T es inyectiva; 


(vi) T no es suprayectiva. (vi) T no es suprayectiva. 
1 0 0 0 1 —1 1 
zm US bo od Ol. 90 (ii) A= | —2 t 1j; 
86 (ii) A= 100 al 17.1. 2 
1 1 0 


1 
(iii) ((1,0,1,1),(0,1,0,1),(0,0,—1,0)), dim(T(R^) = 3; (ii) £1, 2,1), C 1,1, 1), (1, 1,2)], dim(T (R?) = 3; 
(iv) Ker(T) =4(0,—1,1,0)), dim(Ker(T)) = 1; . Е . 
(v) T no es inyectiva; (iv) Ker(T) = ((0,0,0); 


(vi) T no es suprayectiva. (v) T es inyectiva; 


1 -1 1 A Р 
" 1 3 4 (vi) T es suprayectiva. 
88 (ii) A= 1 o 1 а) 
3 -4 -l 106 ————-. 
LN 2 


107 (b) Ker(L) es el subespacio de las matrices simétricas; una base para este espacio está formada por las matrices de la forma 
My = [mij], k,1 € (,2,..., n], К< n, con 


1, sii=lyj=k 
mij = р УЈ 
i 0, en otro caso 


por tanto dim(Ker(T)) = mn 


111 (ii) T(E) = gn(x,2,x?), Ker(T) = gn(1); 113 (ii) T(E) = gn(1), Ker(T) = еп(х,х2,2?,...); 
(їй) da )) =1, dim(T(E)) =3. 


gn 
(iii) dim(Ker(T)) =3, dim(T(E)) — 


(iii) dim(Ker(T)) = =, dim(T(E)) = 1. 
MEN 
L 


117 (ii) T(E) = gn(x,x? +1, +2x), Ker(T) = (0); 122 (ii) T(E) = gn(cosx,senx); 
(iii) dim(Ker(T)) = 0, dim(T(E)) = 3. 

118 (ii) Ker(T) =gn(e 12); 
(üi) dim(Ker(T у= = 1, dim(T(E)) = ee. 


115 (ii) T(E) = gn(1), Ker(T) = 


(iii) dim(Ker(T)) = œ, dim(T(E)) = 2. 
124 (ii) Ker(T) = gn((u,)), donde u, = 1 Vn; 

(ii) dim(Ker(T)) = 1, dim(T(E)) = e. 
129 (a) T(E) = gn(1,cosx,senx), dim(T(E)) = 3. 

(b) Ker(T) — S. 


(с) (i) Todas las funciones f € S — (0) para А = 0. (ii) Las funciones f(x) = bcosx + csenx, con uno de los dos coeficientes 
distinto de cero, para А = 7; y las funciones f(x) = a 4 0 para А = 27. 


2 
133 T !(x,y) = (3x — y,2x — y). 137 T(xyz)-Qx-ytzu— 


131 Tx, y) = (=x+2y,x— y). 135 T=! (x,y,z) = (5x iy- iz hx— iy iz - iy 32). 
х 


149 (a) (i) ТТЂ(х,у,2) = (xx +y+zx +y). (й) TT (x,y,z) = Qux zx yz). (їй) Ti (x,y,2) = (x,y,z). (iv) T? (x,y,z) = (х,2х+ 
y,3x - 2y  z). (у) (П — ЪТ)? (х,у, 2) = (0, y,2). 


(b) (i) Tj. (x,y,z) = (х,у). (й) To(x,y,2) = (1,1 +y,—y+2). 
(ii) (NT) (x,y,z) = (х,—х-+Е@у— 2). (iv) (БТ) (x,y,z) = (x,—y +z, —x +y). 
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 
(e) B=I=| 1 0 0 |,(B-D?=| 0 0 0 |.(B-D"=| 0 0 0 |sin>3. 
110 100 ооо 


155 (a) (i) D(p(x)) = -2+6x+3x, (ii) T(p(x)) = —2x + 6x? + 3x, (їй) DT(p(x)) = —2 + 12x - 92, (iv) TD(p(x)) = 6x + 6х, 
(v) (DT — TD)(p(x)) =-2+6x+3x?. (vi) (Т?Р? — DTM (p(x)) — 24+ 48х. 


(b) р(х) ax, a €R. 


(с) р(х) = ао + aax?, ag, as ER. 


(d) pc P. 
170 » —4. e eL o£ eL. 
ep йб Qo wy 
= ЖР 195 P=| 0 1 1 00 
5.2 Representación matricial: páginas 552-568 0 0 0 10 
0. 5. D 0 1 
171 2 - | | 1 2 
а= | 3 |. "mos 
197 (i) reld ES 
1 
da=l 2 T =5 57 
173 da- i| d) Рі) 3 1 
-1 
2 — a 9 
175 а.) 1 he 4 P-| 2 1 i 
Б T ME 
y d | mos 
177 а= 0 |. ФА. 
8 —4 0 -3 
201 (0 P=| 30 2 |, 
-25 0 1 1 
Е -6 
179 [da=| g l- 2 30 
7 (й) Pl=| 3 4 1 |. 
=3 —4 Ü 
E 3. 4 A 
"rgo А A i|, 
ї 4 3 
5 
5.4 B 
183 [iz = | E: | (й) P!—-| -7 5 =i 
«d. d el 
: p.eb 7 
185 []g— | 4 |. 205 (i) P=| -3 5 0 |, 
da : d odd 
25 
5 & 3 
187 Р=|} *l (й) \= |3 5 З |. 
2-3 T 
tob 2 207 (i) P=h, 
189 P=| -1 2 -2 (ii) P^! =h. 
So 3 
" 2.8 
1—2 1 3 210 (ii) [7], - | 0 2 | 
=% S 2 2$ 
APS a uh da (iii) TG) = | ; | 
4-8 4 dH 
ib ex YT. 212 (ii) а= | i EJ 
193 P=| 1 10 0 |. 
0 0 I 1 A [еШ 
(iii) г@»= | 34 | 


214 (ii) 


(їй) 


216 (ii) 


(iii) 


219 (a) 
(b 
(c 


==. NE 


(d) 


(f) 


221 (ii) 


223 (ii) 


225 (ii) 


221 (ii) 


229 (ii) 


231 (ii) 


= 0 2 10 
Тїш | uw Bl . _| 0 
г s ji 218 (i) [T]z E 
0 
28 
Т(и)] а = | —19 | 14 
-15 (й) [T)g — | 1 
zo x -5 
Nase! Xu Gp 
- 7 
= 
T()s-| 3 |. 
5 
T(21—37) «-87- J, 7207-37) =0f=97. 
T(xt* yj) = (x-2y) t (х+у)7. 
Ker(T) = ((0,0)), T (IR „= en(—7+ 7,27+ 7); dim(Ker(T)) =0, dim(T (R2)) =2. 
=l 2 us ШШ 
az= . m 4 4 
ug | 1 | (г) т | ES: 
4 4 
30 А з 0 
тђа= | 0 3 | (8) та | 3 | 
2 2 ыт 2 @ 1 
E 3 3 3 дый 
2 i a га Ee Dla=| -1 0 
m.-| i111 У 
(03 3 35 3 235 [D]; =| | 
0 0 0 1 2 |o 1 
0000 0 1 
отоо A 0 
000 1 0 0 
її d 0 0 0 
TMa=| 0 1 2 |. 0 1 0 
0 0 1 Эа gg 
ооо 
11 11 
0 1 1 WE 2 7 : 
0 0 1 b d E 
240 Ds=| 0 0 о 
Ша= [ооо ооо 
o [1] 010 
ооо 1 0.04 
241 | HA 
ij -i 10 000 
=t 1.1.0 
е y озго 0 0 2 
242 [TD|s- | 0 0 0 
0 00 3 0 00 
1 1 1 0 0 
1 2 3 1 0 
n uN 243 |тр-рт]» = | y 
0.0 1 0 0 


=21 8 23 
0 =l =l 
19- 259) -=23 
0 0 1 


Q Ede 


ошооо 


ооо о 
ооо о 


0 

0 

6 

0 
= 20. 30 
0 -2 0 
0 0 =з 
0 0 0 
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244 [197 = 


се 
оон о 


245 [T?D? - D?T?] а = 


247 (i) p=| _ | 
(й) = | _35 


ї el 
249 (i) Р= |0 1 
0 1 


6 10 32 
(i) [T] = 3 7. 19 
-—» =4 elf 
1 2 1| 
251 (i) Р=| 0 2 —1 |. 
Ur ep 1 
ed Ml uem 
(й) [T]g = 2 4 2 
3 4 4 
їй x 1 4 
А PALA 
253 () Р=| ү ү 3 1 
3 =з 3 2 
1$ 13 13 
" 6. = 7 
E 9 -9 
psp 1-1 
255 (i) P= К. Е. ^ E 
=й 1 -I 
] 0: 1 
" Low sci =1 
MERI A a ш 
Z =й 3.1] 
ot db 3 
ej 1 0. Ü 
257 (a) P= бф. m 
Qo. d 7 
" e 
3 3 3 
zi 4 d 
b T OR — 3 3 3 
(b) [ la, 0 0 0 
оо 0 
259 (ii) det(T) —3; 


Respuestas a ejercicios seleccionados 


о Боо 


0 

0 

0 

9 
0..0 =8 
0 0 0 
00 0 
00 0 
15 
=23 |" 


Ф WW н н 


(iii) T^ Quy) = (c $» gc 30). 


261 (ii) det(T) — 0; 
(iii) T no es invertible. 
263 (i) det(T) = 1; 
(їй) T '(x,y,z) = (32x-- 19y — 12, 8x + 5y — 3z, -5x — 3y + 2z) 
265 (ii) det(T) = 0; 
(iii) T no es invertible. 
267 (ii) det(T) = 0; 
(iii) T no es invertible. 
269 (ii) det(T) — 0; 
(iii) T no es invertible. 
211 (ii) det(T) = 1; 
(iii) T! (p) = q, donde q(x) = p(x— 1). 


Yi 4, | —8 2. =06 
280 (iii) Т] а, =| MH -2 7 | 
А S. d 
282 (11) [MF =| 4 2 
=} =1 
| 5 4 
284 (iii) [MF -| 5 0 
E EP 
Р нї Y GE d 
286 (11) []2 | 3 8 -5 0 


288 (iii) [1% = 


O 


290 (iii) [T] = 


- 


N 
e 
N 
T 
= 
E 
ERI 
ll 
ооо н 


1 
296 [r(i) ®=| 1 | 
А —5 
298 [T(2)]22 — | —1 
—5 
М —8 
300 [Т(@ ж = | —4 
1 
302 [7(8)]2° = [2] 
=1 1 0 
303 (i)P=| 0 0 -1|. 
10 1 


305 


310 


1 0 =1 0 
e pol EL tal 
MPa xg 
1 1 0 0 
"TE 

(iii) [T 4 1 —4 
XT 

(a) T(x.y) = (0,x — y,x t y). 
(b) dim(Ker(T)) = 0, dim(T (R 


0 0 
(c) л-|! i| 
E i 


?)) =2, gn(T(R?)) = 


CAPÍTULO 5 1089 


(00,1,1, (8,4; 1)). 


(d) 21 = ((1,0). (0,1)), 2 = ((0, 1, 1), (0, — 1, 1), (1,0,0)). 

312 Е = оп(х2,х); Z = (iX. ix. Al = ж 319 $1. 

314 f(x,y) =-¿x 9 f(-2.1) = - 4. 321 Sí. 

315 Sí. 323 Sí. 

317 Sí. 325 No. 

326 Z" = (41,42), donde $1 (x,y) =—x+2y y фә(х,у) = х— у, (x,y) € R^. 

328 4* = ($1.4, s), donde $i(x.y,z) = y — Ax z, Pa(x,y,2) = y — 2x y 1 (x,y,z) = —z 3x, (x,y,z) Є. 

330 4* = (1,02. фз}, donde ф;(ао + aix + аә?) = aj, i = 0,1,2; ao +ах+аз € Р». 

332 2° = (61,05, $3}, donde фу (ag J- aix - ax?) = tao iai | 342,3 P2(ay + aix - ax?) = iai + 349 + 1а, ds (ao + aix o ax?) = а; 
a +ax +m € P5. 

335 (ii) 2 = {е,...,ё,}, la base canónica de IR". 

337 (ii) Z = ((3,—2),(—4,3)]. 

339 (ii) Z= ((0,—1,1), (—1,1,0), (-1, —1,1)]. 

341 (ii) Z= (—2--3x,3 — 4x}. 

343 (ii) B = (3x — $x, 1— Зх+ 8323, - 14x + 3x). 

wa soo aj 

346 п 1. 

349 ii, = f(1,0)(1,0) + £(0, 1)(0,1) = (2, —3). 

351 9, = f(1,0,0)(1,0,0) + (0, 1,0)(0, 1,0) + f(0,0,1)(0,0, 1) = (1,—1,1) 

353 “= | ^ | 

355 й, = į + іх. 

360 T*(x,y) = (x--2y,x — 5y). 

362 T*(a,b,c,d) =(a+c+d,—a—2c,2b,b+ 3d). 

364 T*(a+bx+cx?) = (27с + 30b + Зда) х2 + (-26b — 24c — 24a)x+ 3b 4- 3c + 2a. 

375 S = gn(0,1,1,0); (v1.49, з) es una base de 50, donde у (x1,32,x3.x4) = X1, (P2(X1,X2,X3,X4) = X2 — Хз y (03(X1,X2,X3,X4) = X4; 


376 
377 


dim(S%) = 3. También (fi, f2, fs} es una base de $°. 


Una base de V? es { фу, 2}, donde у (x1,32,x3,x4) = —4x1 + xo d- x4 y q2(X1,32,X3,X4) = 3x1 — xa 4-x3, (931,39,33,x4) € К“. 


(a) T'($) = 


ж, donde (x,y,z) = 


2x — Зу + 42, para cada (x,y,z) Є ЁЗ. 
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378 (b) T'(f) =p, donde (ао + ах) = —2a1 – 200. (с) гі = | E: | | n= | : =1 k 


5.3 Valores y vectores propios, diagonalización: páginas 568-578 


403 AER, con funciones propias correspondientes y(x) = Cx^, C € R — {0}, x € (0,9). 


2 
A. 


405 (c) А < 0 con funciones propias correspondientes (x) = Се?х, C € R — {0}. 
407 (c) A=—»?, con funciones propias correspondientes (х) = Csen(nx), C € R— {0}, n = 1,2,... 


; ; ; a b А ОН: 
409 А = 1, con vectores propios correspondientes las matrices no nulas de la forma | b ud | (las matrices simétricas no nulas); А = 0, 


b 


con vectores propios correspondientes las matrices no nulas de la forma | -b ob b + 0 (las matrices antisimétricas no nulas). 


421 No. 

423 (i) = № = –1; 
(ii) E. = gn((0,1)); 
(iii) dim(E 4) — 1. 

А95: (iiie 
(й) E, = gn((2, 1)), E.1 = gn((3,1)); 
(iii) dim(E,) = 1, dim(E 4) = 1. 

427 (i) А = 1, № = 2; 
(ii) E, = gn((—1,1)), E2 = gn((1, -2)); 
(ii) dim(E,) = 1, dim(E,) = 1. 


(ii) Ex, = 21((1,2 + 24/33)), E = вп((1,2 — 24/33)); 
(ii) dim(E,,) = 1, dim(E,,) = 1. 
431 (DX =-L%=!1=4e 
(й) E-1 = gn((—1, —1,1)), Е = gn((1,2,0), (0,0, 1)); 
(iii) dim(E.,) = 1, dim(E,) = 2. 
433 () M-1,3592, ае 
(ii) E, = gn((1,0,0)), E; = gn((1,1,1)), E; = gn((-1,2,1); 
(iii) dim(E,) = 1, dim(E;) = 1, dim(E3) = 1. 
438 (D X =->=1=%%=% 
(ii) E. = gn((1,0,2), (0,1,0)), E, = gn((1,1,1)); 
(iii) dim(E 1) = 2, dim(E;) = 1. 
437 {0 3,995243; 
(й) E; = gn((—2,0,1)), Ез = gn((-3,—1,1)); 
(iii) dim(E;) = 1, dim(E3) = 1. 
439 (1) 3—1,39 9 —24-4/2, 04 9 —2—- 2; 
(ii) E, = gn((1,0,0)), Ej, = gn((-11/7 4- /2/7,4/2 — 1,1), 
Ex, = gn((—11/7 — 2/7, —/2 — 1,1)); dim(Ea,) = 1, dim(Ea,) = 1, dim(E,,) — 1. 


р : ld І NEL S 
442 Matriz diagonalizable: C= | 2 3: 0 1 


444 Matriz diagonalizable: C — | | : IL | : E [ 


446 Matriz no diagonalizable. 


448 Matriz no diagonalizable. 


S. 3 Y 0 0 
452 Matriz diagonalizable: C= | 5 3 2 |,D=| 0 2 0 
100 0-30 3 
p wp) 0 1000 
ue "CONTE d 101.00 
454 Matriz diagonalizable: C — 0 1 0 -1 х= 0010 
О 0-1 0 0.00 0 
1 0 0 1 0 0 
456 Matriz diagonalizable: C= | —? 1 ,D=| 0 v6 0 
3 144 1-Y% 0 0 -v6 
5 ue: 2 
v2 у? 
458 Matriz diagonalizable: С = 1 1 ,D= 0 Zya 0 
0 0 
ài Rv 
460 Matriz no diagonalizable. 
100 -1 =3 ооо 
v Laxcac]| Дф Л оф: 0 | 0300 
462 Matriz diagonalizable: С = 200 i pes 0 010 
1 0 1 0 0 0.0 1 
464 (b) А =k, к= 1,2,...,п+1. 
(c) T es diagonalizable: C = 1,1, D = diag(1,2,...,n + 1). 
1 0 1 1 0 0 
466 (ii) Diagonalizable, C= | 0 I 0 [oeque 0 
1.0 -1 0 0 -1 


469 No, pues no es un múltiplo de la identidad. 
470 Que (a—d)+4bc>00a=dyb=c=0. 
472 a=0=0); 
473 (i) А = -2, № = 2; 

(й) 4, ((5,-2- )), Br, = {(5,2—1)}; 


450 Matriz no diagonalizable. 


(iii) matriz diagonalizable: C — | Р i. [= | =D | 


475 d) Ày-144/2525 21-421, 
(i) 4, = ((-V241)), Zy = {(V2i,1)}; 


(iii) matriz diagonalizable: C — 1 


(й) = ((1,0)); 
(iii) matriz no diagonalizable. 


a тлер 0 | 


(й) Фу, = ((06,1,1)), 2, = ((1,0, 52), Z3, = ((,0,)); 
0 1 1 1 0 0 
(iii) matriz diagonalizable: C — | 1 0 0 [,р= |0 1+i 0 
1 —i i 0 0 1—i 
481 (i) ApeeX As A. eJ 
(й) £x, =1(1,1,-2), 4 = ((1,0,0)); 


(iii) matriz no diagonalizable. 
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(ii) £x, = ((1,—2, 1), 1 = ((0,0, 1), (—1,1,0)); 


1 0 -1 2 0 0 
(iii) matriz diagonalizable: C= | —2 0 ] D=] 0 Tes 0 
EE 0 0 0 1—i 
2-2" 2" - (—1)" 14- (-1)" 
486 д" = | 2427!  2n!'—(—1) 1—(-1) |,det(A) = —2; tra(A) = 2. 


2 2+1 =2"+ 42 (-1)" -1+2(-1) 


1 0 -1«2(-i-r (-i)-4r 
0 1 =3+2(-0)" +1" 2-(-iy-; 
488 A" = ( Е ( ) , det(A) = 1, tra(A) = 2. 
0 0 2(-i)-i ("+ 
00 2(-iy-2r +27 


491 Si С id En) una base ortonormal del espacio E, ií; = Y; FEVER 


492 h =(2+i-1,2— i). 507 p, = m4 = 35 = 
502 5 = еп(х?,х). 509 p, = № ЗА – 2, my = А-А 2. 
505 раа Mead 5 p.d el Аран 2029р, 


513 p, = А +2242 4-1, m4 = А2 +1. 


Capítulo 6 


6.1 Matrices de incidencia y teoría de grafos: 0 
páginas 728-730 0 
4А= | 0 
О 110 1 
MT 0 1.0 0 
2551.09: 
1 X 1 0 
6 (А?) 3; = 3: Р, > Pa > Р > Ру, Р; > Pi > Pi > Ру, Р; >P, > Р >P. 
8 (4), = 1: Р > Р, > P, > P}. 
10 (A?)s2 = 1: P; > Р; > P». 
12 (A-4?-4)45 =0 
0 0 0 1-0 0 9 T Z2 1 
0.0.1. 1.0 0.9 2.3 1 
14 La matriz asociadaesB=| 0 1 0 0 0 [|yBB=| 1 2 00 1 
її б 0 1 2-3 Ø 0 3 
0.000 1 0.0 00 1 
a clan alguno para todo i — 1,2,3. 
Р, 
01010 1! (b) 
те MM 
I BODL. d$ gw L9 
0.0 1 1. 0 1! 
101010 
Р, 


=й ЖЖ ==] 


ооон н 
оо н н 
н ооо 


; puesto que (В?) = 0 para todo i, P; no pertenece 


Р» 


Pó 


Ps 
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0 10 10 I 2 05 3 6 3 7 
о 1 Eo o0. 0 б 2 T 6 3.3 
_ | 0. 3. 9.0. T 1 213: 7 2 3 6 6 3 І i 
(c) B=| | | 0010 76623213 . Ya que (В?),; > 0 para todo i, todo punto P; es miembro de 
0 0 T 1 0 1 3 3 6 7 2 6 
10101 0 T. 3 6 23 6 2 
algün clan. 
(d) (B, P», P4), (Ps, P5, Po). 
010001 
ї cds t 01-1 
0 1.0 1 1l] 1 
"wu Pg qp 
0 I 1 1:01 
bSOl1 l1 god 0 
Р, P, 
(b) 
Pi Pa 
Fs Р; 
2 7 4 4 4 7 
тё 11 4 11 9 
(c) В? = н E - E - | ; y ya que (В?) > 0 para todo i, todo punto P; pertenece а un clan. 
4 11 9 7 $& 11 
7 9 11 4 11 8 


(d) (By, P», P5), (P, P, P5, P6} y (P, Pa, Po). 

20 (b) Todo individuo, excepto P4, domina a los demás en a lo más dos etapas; todo individuo es dominado por los demás, excepto 

por P4, en a lo más dos etapas. 

22 3. 

24 Р, domina a todos los demás, excepto a P5, en a lo más dos etapas; P» únicamente domina a Рз, P4 y Ps en a lo sumo dos etapas; Р; 
domina a Р; y Р; en a lo más dos etapas; P4 y Ps no ejercen dominio en individuo alguno; P5 únicamente domina a Р; у Ps en alo 
más dos etapas; P, y Р; no son dominados por individuo alguno; P» es dominado por Pj en a lo más dos etapas; Р; es dominado por 
Р, y P, en a lo sumo dos etapas; Р; es dominado por todos los demás, excepto por Ps, en a lo más dos etapas; Рв es dominado por 
todos los demás, excepto por P4, en a lo más dos etapas. 


6.2 Redes de conducción y principios de conservación: páginas 730-733 


25 (xi,32,x3,x4) = (350,300, 400, 500) 

21 (a) (fi. fo. fs. fa. fs) = (70— s +r,s—r-— 10,80- s,s,r);s,r E R. 
(b) fi. fa, fs. fa, fs como en (a) y r,s los puntos en el polígono limitado por las rectas —r-- s = 70, —r + s = 10, r = 80 y r = 0 еп 

el plano r, s. 

30 Л = 0.857 A, р = 1.486 A, I; = 0.629 A. 

321 =3A,L=2A,k 1A. 

34 1, 22A, b —6A,D1 —44A. 

36  -3A,b = 4А, h 21A, 5 22A,15 —5A. 

39 Е = 10V, h 20A, Б 2А, 2А,1;=0А,%=2А. 

40 2Na--2H5;0 — 2NaOH + Н; 

42 2MnO» +4KOH + О» — 2K;Mn0O, + 2H50. 

44 СН; +30, — 2СО» 4-2H50. 
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46 C--4HNO; — 4МО» + CO; +290. 48 5НСІ + HCIO; — 3H50 + 3CL. 


6.3 Análisis insumo-producto: páginas 734-738 


50 (a) х= (72,96). (b) X — (124,162). 

52 (a) x — (92,108). (b) x — (96,84). 

54 (a) X — (660,528,495). (b) x — (1320,1056,990). 
56 (a) х= (240,308,240). (b) X — (420,516,420). 


58 136 del sector /, y 144 del sector h. 

60 414 del sector Л, 483 del sector /; y 438 del sector E. 

62 215 del sector Л, 270 del sector № y 235 del sector As. 

64 (a) х= (3r, Ér,r), r >0. (b) (45,80,35). 


66 Xx, 2 0.86x3, хә =0.92x3. 


68 y=3, 
1.0042 6.0288 x 107? .00189 0 0 
7.0651 x 10? 1.0048 3.1719 x 10? 0 0 
(s—A) = | 1.2043x 102. 2.1776 x 102 1.0533 0 0 
0 0 1.0553 2.1934 x 107? 
0 0 3.2901 x 10? 1.0423 


6.4 Programación lineal: páginas 738-743 
70 Máximo — 9 en (6,3); mínimo — 4 en (3,1). 
72 Máximo — 2400 en (60,30); mínimo — 900 en (10,30). 
74 Mínimo — 18 en (2,3); no alcanza máximo. 


76 Máximo — —8 en (3,2); no alcanza mínimo. 


78 No alcanza máximo ni mínimo. 
80 40 gramos del alimento 1 y 40 gramos del alimento 2 para un costo mínimo de $10.00. 
82 (a) rx 1/2 (B) r3. 


84 (a) 500 kg de mezcla A y 0 Kg mezcla B para una ganancia máxima de $85 000. 
(b) 600 kg de mezcla B y 0 kg de mezcla A para una ganancia máxima de $48 000. 


86 10 kg del fertilizante A y 20 kg del fertilizante B a un costo mínimo de $350. 


88 P —24 en (0,3,0). 92 p — 44 en (2,10,0,0). 
90 P — 9 en (3,0,0). 94 P — 70 en (0,5,15,0). 


96 C= —9 en (0,0,0,3). 
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98 200 latas tipo /, 200 latas tipo 11 y 250 latas tipo / para un ingreso máximo de $38 000. 
100 15 del modelo /, 5 del modelo ЛГ y 0 del modelo JI para una ganancia máxima de $9 000 000. 
102 300 unidades de Irapuato y 100 unidades de Monterrey con una utilidad máxima de $290 000. 
104 C — 52 en (1,9,0). 
106 P — 18 en (9,0,0). 
109 30 kg, 35 kg y 35 kg de la primera, segunda y tercera sustancias, respectivamente, a un costo mínimo de $1 500. 
110 30 unidades de C a Bj, 10 unidades de C a B5, 0 unidades de D a B, y 30 unidades de D a B»; para un costo de $4 300. 


112 3750 dólares en acciones, 7 500 dólares en bonos y 3 750 dólares en la cuenta de ahorro; para un rendimiento máximo de 1 087.50 


dólares. 
114 (a) Maximizar P = 2x; 46x; 
. 2х + 2x9 < 3 
sujeto a P d a m d 
х,0 20 


(b P=C=9,%=(0,3/2),y= (3,0). 


116 (a) Minimizar С = 8у + 15y; 
sujeto а | n + Зь 2 _ 
| 2n + y» 2 -2 
ууз 20 


(b) P=C=20,%= (5,0), 7 = (0,4/3). 


118 (a) Maximizar Р = бху + 5x2 + 8x3 + 16x4 
2xi + Xs + X3 + X4 
rtt T 
X1,X2,X3, X4 > 0 


sujeto a 


INIA 
чо 


(b) P=C,X= (1,2,0,0), y = (1,4). 
120 24 días el taller 1 y 38 días el taller 2 con un costo mínimo de $172 000. 


6.5 Teoría de juegos: páginas 743-746 


122 R juega por filas: (a) | E E | ; (b) no es estrictamente determinado. 


124 I juega por filas: (a) | = е | (en miles de dólares); (b) estrictamente determinado; (c) valor del juego (punto silla) —20000; 


establecerse ambas en el suburbio. 
126 Sí; el proceso Z con la materia prima que tiene 4 % del químico. 
128 Estrictamente determinado; 2. 
130 Estrictamente determinado; 2. 


132 Estrictamente determinado; 0. 


135 [ 2/3 E EC 
137 [ 1/2 Т a E 2 Y E 


139 p, = (3/4,1/4), do = (5/8,3/8), v = 1/4. 

141 po = (1/2,1/2), d = (2/5,3/5), v = 1. 

143 ро = (1/2, 1/2), do = (11/18,7/18), v = 3/2. 

145 ро = (7/12,5/12), do = (7/12,5/12), para R y T, respectivamente; v = 1/12. 
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147 po = (1/2,1/2) para los bombarderos y do = (9/28,17/28), donde en ambos vectores la primera componente es la probabilidad 
de volar alto y la segunda la de volar bajo; v — 11/2. 


150 do = (1/9,0,8/9), ро = (2/3,1/3), v = 13/3. 

152 do = (0,5/11,6/11), po = (5/11,0,6/11), v = 14/11. 

154 p, = (1/2,1/2), 4 = (0,1/3,2/3), v = —1. 

156 po = (4/5,1/5,0), do = (0,4/5,1/5), v = 14/5. 

159 5o = (1/3,1/3,1/3) = do, v — 0. 

160 Invertir 0 % en bonos, 30 % en acciones de armamento y 70 % en acciones industriales para un valor esperado de 8.6%. 


162 30 bombas de calidad alta y 80 bombas de calidad baja. 
6.6 Cadenas de Markov: páginas 747-749 
163 (a) 43.4 % en IGN, 32.6 96 en Guardián del camino y 24 96 en PGN. 


(b) 43.76 96 en IGN, 33.12 96 en Guardián del camino y 23.12 % en PGN 


166 (a) 39.7 % nivel superior, 26.88 % nivel medio y 33.42 % nivel básico. 
(b) 53.62 96 nivel superior, 24.64 96 nivel medio y 21.74 96 nivel básico. 


168 No existe el límite. 


171 (a) 20 % ambulatorios, 18.15 96 están internados, 42.25 96 se han dado de alta y 19.5 % han muerto. 
(b) 71.84 96 se han recuperado y 28.16 96 han muerto. 


172 80 % y 20 96, respectivamente. 


6.7 Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales: páginas 749-756 


x |_| GetGe" 201 у(х) = 3-4 Ce* Оет. 
173 E | - | Сиа, | (x) = E +C1 2 
202 == EC, Che. 
XI = 28е Ex 3Cre* E 
m | Xz | =] OH iau c ar 
x(t) = 10-++С,е' +2C,e * 
i Cie" +" 
177 |» |= | Cie? Ce" |. x (f) = —5—С›е *+Cje 
2 е5 
хз dba 207 si x(t) = —7- Ce" +2016 
ХІ Спе Се? +C3e* X3 (t) = 84- Ce + Сзе! 
179 X2 = Ciel TP Се?! Y = 
X3 2C,e + Coe? +2C3e% h(t) 10 de SU De 1000 
208 si D(t) = Le-25r — 105-1009 
182 y +x?=C?. 3 3 
b(t) = L(0+L(0) 
192 y а ДК 1, 5,-8(0  4,-200 
MIR атро 
194 ye Се Сухе. '( ) = 6 3 
196 2 209 Q(t) = 0 mé mé 
= Cie? cos 3x + Coe? sen3x. j 
didi h() = Q() 
b(t) = 1(0) - b(t) 


211 Six, y x» son las cantidades instantáneas de sal en sendos tanques A y B, 


) 
(£) 

213 x(t) = 4000 — 5500e75' + 1700e7 5 . 4 kilogramos en cada tanque. 
(1) 
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215 xı (t) = v2C,e! sen V2t — V2C,e cos 2t 243 J'(f)h-n(f)' n. 

x(t) = Cie sen V2t + Cze cos 2t 245 J'(f)h — 2(f, h). 
218 xı (t) = — $cos V 6t + 1 cost 246 df(ü)h —4— e^. 

xa (t) = 5 cos V 6r + 5 cost 248 df (ü)h — 2. 
6.8 Optimización de funcionales: páginas 756-760 250 df(1,1,1,1)(5,5,5,5) = 8. 
251 df(ü)h = (2,3,0). 

284 (6 4 D HE y d а уно Н та (2,3,0) 
236 R3. 253 df(u)h = (0,—1,0,1). 
239 J'(A)H =2AH. 255 df(ú)h = k(1,cost, — sen t). 
241 J'(A)H — tra(H). 258 Mínimo en (—1/4,—1/4). 


260 Mínimos relativos en (—1,—1) y (1,1); el criterio no es aplicable en (0,0). 
262 Mínimo en (0,0), punto silla en (—1/4, —1/2). 

264 Mínimo en (—2,—3,4). 

266 Puntos silla en (0,0, 1), (0,0, — 1) y (1,1, — 1); mínimo en (1, 1, 1). 


267 Mínimo en (1/2, 1,1). Para encontrar los signos de los valores propios, calcule el polinomio característico de la matriz hessiana y 


bosqueje su gráfica utilizando derivación. 


269 Mínimo en (1/2,1/4,1/8). 215 f(x) Se. 


270 f(x) = 3x. 276 C;cosh (х). 
272 f(x) = 102+ 3x 1. 


279 f(x) = Cisen(x — C2). 


Capítulo 7 


1.1 La calculadora HP 50g y álgebra lineal: páginas 813-815 


1 (b) -12+243. 
(e) v10— 6v6. 


3 (а) (V3- V2/3.- V3, 242). 
(c) -2V3+V2V3-2v2+4. 


5 ё-а+1 6 [da er — 


7í([100 -2] [01 0 -Z] [00 1 2] 


8[1 Y Y + -1] 10 (a)3 (b) 2à*. 
УЗ 2./33 22 
WO s uz 5 $9 
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12 Las columnas de la matriz 


УТ 9-/119 . 5.238 
7 119 238 
A зу ия 
7 119 238 
2-1 3-V119 2.238 
7 119 119 
У7 ою уя 
Ш 119 17 
1.2 MarLas y álgebra lineal: páginas 815-817 
1986 —239 7146 8780 9897 
"NE 60 1326 1869 1714 
35 ВА= | 1039 —158 537 860 996 
723 =79 129 4 789 
5354  —102 9399 10452 6769 
—102 4884  —6420 11544 13636 
36 (AB)(AB) = | 9399 —6420 26898 21288 30656 
10452 11544 .—21288 303289 34517 
—6769 13636 30656 34517 46867 
—0.1429 —0.0952 0.0952 0.0000 0.1429 
—0.9663 —0.7844 0.9495 0.0583 0.6588 
39 4-1 0.5261 0.0778 —0.2720 —0.0097  —0.0860 
—0.2020 —0.1034 0.0743 0.0485 0.0014 
—0.1928 0.0333 0.1609 0.0097 0.0860 
ei 20091. AL og 1/7 
2090 5090 6161 6 475 
2163 6489 6489 103 721 
404'— 48 бш CaS Сз A 
шат 6 — 49 5 L 
2163 6489 6489 103 721 
— 139 24 116 l1 8 
721 pP 721 103 721 
17.5945  —4.6920 | —5.5306 
42 4.9493 3.0054 — —0.0544 
64.6095  —21.0295  —13.6057 
109.3571 —32.8816  —18.4822 
—0.0168 0.7157 0.5837 —0.3645 
49 Ar | 700959 — 0.3736 —0.1933 0.1459 
> 1.0165 —0.2434 —0.4220 0.2252 
—0.2805 0.0707 0.4643 0.0395 
—45923 +70101  —8096--34676i —21171+14249i 54880 — 306351 
50 atra | 25314-12962; 16033477201 72842180001 30389-69881 
+А= | 52069040201 154344221921 —73127—52921i —19562+ 148671 
—49563 +315771 —5254+ 752061 —37348 +299301 —1181— 338051 


56 det(A) = 23384-37441. 


0.1138--0.1728; —0.0632 — 0.03141  0.0100+0.0097i —0.0961 — 0.13691 
57 A- 4 | 00251 — 0.10731 0.0669 +0.0434i 0.0646 +0.0176i — 0.0587 -- 0.0275i 
^ | 0.1105—0.0071i —0.0018+0.0593i —0.06594-0.04351 —0.0921 + 0.0098i 
0.0615--0.0816; 0.0361 — 0.0304i —0.0075 — 0.04157 0.0315 — 0.0172i 
-£ 1 0 
64 (а) |А =е. (b4!-|-£ 0 1 
e? 0 0 


76 (a) Alaplicar a la matriz A la instrucción rref se obtiene una matriz con unos en la diagonal principal y ceros fuera de ella, por 
tanto los vectores columna de la matriz son L.I. y forman una base de la imagen de la transformación; luego el Kernel es el 


subespacio trivial (0g: }. 
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—0.7071 0.1961 0.3015 
77 p= [1.0000 0.0000 – 7.0000 -— 6.0000. V = 0.0000 0.7845 | —0.3015 
0.7071 0.5883 0.9045 


, 


D — diag(—1.0000, 3.0000, —2.0000). 
7.4 Excel, la herramienta Solver y programación lineal: páginas 817-818 


95 3.5 en (1.75,0,0). 

97 115 еп (17.5,0,0,12.5). 

99 5.5 en (3,0,0,0.5). 
101 4 en (3.2,0,0.2,0). 
103 15.05263158 en (0,3.710526316,0.131578947, 1.447368421). 
105 15 en (0,0,0,1,7). 


Capítulo 8 
8.1 Aritmética de la computadora y errores de redondeo: página 956 

1 (a) 3.1415, (b) 3.1416. 

3 (a) 2.718, (b) 2.718. 

5 (a) 0.3826, (b) 0.3827. 

7 (a) 0.000018, (b) 0.000018. 

9 (a) 2120, (b) 0.0058. 
11 (a) 1/3 x 102, (b) 102. 


13 (a) Menor a 2.136 x 107^, (b) menor a 1.511 x 107“. 


15 (a) Menor a 7.3465 x 106, (р) menor a 2.3385 x 1076. 


17 (a) Menor a 0.00995, (b) menor a 0.00366. 

19 (119.99,120.01). 23 (5299.9998, 5 300.0002). 
21 (75.999,76.001). 25 (75.924,76.076). 

27 (a) $, (b) 0.983, (c) 0.985. 

29 (a) 1, (b) 0.999, (c) 1. 

31 (a) +5, (b) 0.448, (c) 0.447. 


8.2 Métodos directos para resolver sistemas lineales: páginas 956-961 


33 х= (2,-2,1,3). 37 x= (1/2,1/2, —3/2,1/2, 1/2). 


0 1 —1 
35 El sistema no tiene solución única. 40 A! = | 1 1 -3 | ; 
1 0 -1 
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42 A es singular. 


-i 0 0 0 i 
TERE 
44 А!=| 13 9 -13 – -2 
-$ -2 з 1 2 
=$ =4 6 i - 
1 0 0 ї d 3 
468 1=|2 1 0 |,0=|0 1 -2 
8 = 1 0 0 =8 
ї 0 0 3. el 4 
48 L— 2/ 10 |,0= |0 5/3 1/3 
-2/3 1/5 1 0 0 23/5 
0 фу do 12 eb 3 
í 1 00 0 1. =2 4 
50 L=) 3 > 10|Y=l00 10 -8 
1 - d 1 00 0-5 
1 0 0 0 0 
1 I 0 0 0 
52 L=] 3 -5 1 0 ü [уре 
2. 2 0/1 1 0 
2 -[ 2/31 136/33 1 
1000 1 0 $4 9 
0 0 0 I 3 100 
fla a |е о аа e 
отоо Ds. p o 
| 00-00 1000 
00 1 0 1 1,00 
a ү т ууу 3 4 оре 
0 0 0 1 4 0 1 1 
-3 1 0 
58 x-| 2 E sl us 
1 3 
1 2 2 
a d 23 29 
еа Г "| 4 
0 2 
62 (а) X — (12, —0.995), 
(b) X — (10, — 1) (solución exacta). 
64 (a) X — (10,1) 
(b) X — (10,1) (solución exacta). 
66 X= (—1,2,4). 
68 x= (1,—1,0). 
70 x — (1,—1,0,1). 
72 x 2 (-1,0,1). 
74 x= (1,3, 2). 


76 z= (—1,—1,—5,-3). 
78 X= (1, —2, 3,4). 


ооо н 


ооо н 


| 
ccu оон н 
e 


107 ya 


2 
-3 
=23 

275/31 

71/11 


1 
1 
6 


33/31 


0 
=] 
1 
3 
=2 


он шн 


= (1.001,1.000,3.001). 
zd, e edi. 


— 0.999593, 1.000257, —0.999997, — 1.000190, —0.999979). 
110 % = 
112 x= 


(1.001206, 2.945582, — 2.003889, —3.979557, — 5.033441). 
(0.999991, —0.999996, — 2.000023, 3.000008, — 1.000004). 


114 x, = (—3.000002, 2.000000, 0.999999, — 1.999999, 1.000000, — 1.999998). 


116 


118 


120 ; 


122 


—0.999981 
у= 1.999992 
1.000000 


0.417492 
—0.124370 
0.930715 
— 1.045432 
—0.758157 


—0.000966 
—0.999709 

0.971441 
—0.999418 


al 
ul 
Il 


80.000156 
160.000078 
— 19.999961 


124 % = 


126 % = 


128 =; = 


130 Xa = 


| 
| 


132 xj = (—1.000003, 0.999999, — 1.000000, — 1.000000, 1.000000). 
134 x; = (0.999995, 1.999994, — 1.000003, — 2.000000, — 1.000000). 
136 x, = (—1.000001, 3.000000, 4.000000, 2.000000, — 1.000000). 
138 x; = (—3.000000, —2.000000, 1.000000, 4.000000, — 1.000000, — 5.000000). 
141 x; — (0.999992, —2.000008, —3.000000). 

143 x; = (—1.000494, 2.000137,3.999922, —3.000027, 2.000040). 
145 x, = (—1.000004, 1.999994, 2.999999, — 1.999999, —2.000000). 


1.020000 
146 55— | 90900 
1.000000 

148 $,— | 0.000000 
—0.010000 


—0.100000 
1.020000 | 


—0.010000 0.020000 
1.000000 0.020000 
0.010000 1.000000 


150 |5 — B|| > 1, posiblemente la matriz В no es invertible. 


8.4 Transformaciones de Householder: páginas 968-972 


-1/3 
-2/3 
f 


152 H = 


-2/3 
2/3 
-1/3 


158 H = 
—2/3 a 
—1/3 
2/3 
4/9 160 H = 
— 28. 
117 
101 
T17 
—2/3 
164 H = 
2/15 


| 
| 
| 
| 


— 159.999844 
—320.000000 
— 159.999844 

320.000078 


79.999863 
— 80.000029 
80.000098 
79.999941 


8.000977 
—7.999878 
16.000244 


99:999999 
—99.999992 
300.000004 
—199.999996 


01 0 0 
0-0 =4/5 3/5 
0 0 3/5 4/5 
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1101 
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Respuestas a ejercicios seleccionados 


1 0 0 0 
0 -27 3/7 -6/7 
166 H — 
о 3/7 6/7 2/7 170 H= 
0 -6/7 2/7 3/7 
1 0 0 0 
0 =2/3 1/3 -—2/3 
168 H = 
0 1/3 # 2/15 
0 -2/3 2/15 1 
178 det(H) = —1. 
-7 -1/7 
оя 
181 dd = ——(0,=4,5,—=2) (b НА = 
3V14 0 B 
o -8 
-1/3 2/15 $ =з 1 3 
183 0= | -2/3 -4 -2/15 |,R=| 0 -5 -Ẹ 
2/3 —/3 1/3 0 0 # 
pp -& dB ti g 
185 Q= 3/7 —6/7 -2/7 |,R=| 0 -35 -Y 
6/7 -2 - 0 0 -à 
-19 -=$ —4/9 -9 1 7/3 
187 0= | 4/9 -4/ 2 |,к=| 0 10 -1⁄3 
-$ -1/9 4/9 0 0 7/3 
188 (2,—1,0). 
190 (1,1,1). 
192 (—1,—2,1). 
1/6 -5  % -6 7 1 
1/6 25 599 107 0 21 =j 
ыйы cm DER as a 
5/ 126 630 630 E 
-1/2 2 im € O 00 0 
196 x= (1,—2,0) 
13 —29 2 1 0 0 
199 Z= | 13 -10 24 ,H-| 0 — & 
0 -15 36 0 2 5 
їз 31 2 1 о 0 
201 Z= | 17 -34 -17 | ,H=|0 -8 £ 
0 17 -34 о 2 15 


= 
ч 
E 


D. O © DES 


Cr o © 


203 


205 


207 


209 


211 


213 


215 


217 
219 
222 
224 
226 
235 
237 
239 
242 
244 
246 
248 
250 


3.0000 —0.3333 3.6932 0.4995 
z= | 6.0000 0.1111 14934 1.0444 
© | 0.0000 2.4470 0.9528 1.4062 
0.0000 0.0000 2.4062 —0.0639 
—3.0000 —1.2857 1.5231 0.1796 
—7.0000 0.3878 1.1504 0.5701 
Z—| 0.0000 4.9252 1.1849 1.3538 
0.0000 0.0000 —2.1818  —0.2062 
0.0000 0.0000 0.0000 0.1007 
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.0000 —0.5714 0.4221 0.5602 
Н = | 0.0000 0.2857 0.6316 0.7178 
0.0000 —0.7143 —0.3788 0.0044 
0.0000 —0.2857 —0.5286 —0.4135 
_ | м2/2 -v2/2 
ка) = | Уа» T ‚ (0, 1/2). 
0 1 
K(n/2)=| 10 o» 
1 0 00 А 
@ ox ol 
K= Я a ¿Kx= 0 
0 0 0 I 
3/13 4/5 6 845 520 
0-| 4 3/5 E |,R=| 0 390 
E 0 -£ 0 0 
Е 15 3v3 T 10 3v2 
o- |755 i3 v0 ci 
svI5  i/3 -v10 -iy2 
1/15 0 £y10 1у2 


1.0000 
_ | 0.0000 
"Н = | 0.0000 
0.0000 
4.2420 
0.9779 
3.3074 
—0.0733 
—.9966 
0.0000 
0.4261 
0.0652 
—0.5884 
0.6841 
4225 
—8450 
4225 
VIS 1/15 
ро 343 
0 0 
0 0 


8.5 Aproximación de valores y vectores propios: páginas 972-983 
Di—(íz:|z- 1| <2} D= {z: z+ I| < 1; а= 0, 8 = 3 
DjsÍízile-1-3]| € 3/4 ре € 5/4, р — (e:]e-5| € 250 3/4, 8-7 
pa = 4.3241 , ii = (1.0000, —0.4990, 0.4907) 
из = 5.3338 , iis = (1.0000, —0.4764,0.5237). 
из = —4.5143 , iis = (1.0000, —0.4573,0.5380). 


и» = 5.6760, ii; = (0.5610, 1.0000,0.6341). 
и» = 6.0244, ii; = (1.0000,0.5139,0.0556). 
и» = 6.2385, ii; = (0.6765,0.6765, 1.0000). 


Мм = -2, № = –1. 

М = —2, Az = —1. 

М =-3, № = –1. 
=A 4 ==1, 
A2=2, № =—1, № —0. 


252 (à) ji = —T, = (1,1,0). 


(b) Ay =—7,® = (1,1,0). 


0.0000 0.0000 0.0000 
—0.6667 0.3027 —0.6811 
0.3333 —0.6963  —0.6357 
—0.6667 | —0.6508 0.3633 
ыз 
0 
IO 
0 
(c) А 7, № 2, Аз 
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254 (a) u3 = —8.6473, йз = (0.9367, 1.0000, —0.0413). (b) M = —9, 8, = (1,1,0). (c) м = —9, А = —2, № = 1. 
256 (a) из = —13.8085, йз = (0.9848, 1.0000, —0.0101). (Б) Àj = —14, 9 = (1,1,0). (c) М 2-14, = —3, м = 1. 
258 4, 29,1, = —3, № =2, А =1 

260 4, = 8, № = —4, \ = —2, А =1 

265 й=(1,0.8,0.6). 

267 ī = (0,1/2,1). 

269 i — (1,1/3,—1/3). 

211 ü— (2/3, 1/3,1). 


213 d — (—2/3,2/5,1). 

275 A, = p; = 6.2081, X, = ii; = (1,0.6975,0.6501). 

271 № = p = 6.5559, X, = ii (0.7907,0.3931, 1.0000). 

279 A, = p; = 9.8509, x, = ii; = (0.4450,0.8019, 1.0000). 

281 A, = p; = 9.1623, x, = ii; = (1.0000,0.7208,0.7208, 1.0000). 
283 A, = рз = 9.7072, 5, = ii = (0.3006,0.2805,0.2643, 1.0000). 
286 A, = 7, А = 1.5000 + 1.9365i, А; = 1.5000 — 1.9365i 

288 3,11, 94 —-—L lg де 

290 4, = 16, № =-2+3i, Ay 2 2-31, Ay = –2.0. 

291 A; 29,35 22/3, № = -2V. 

292 2, = 7.4290, № = —3.1424, , № = 1.7134 

294 2, = 11.9213, Аз = 3.4601, Аз = — 1.3814. 

296 2, = 6.5971, X; = —1.3710, Az = 0.7740. 

298 A, = 4.8678, X; = 1.3499, Az = —1.2177. 

300 Л, = 7.2372, X; = —4.2248, Аз = 1.6254, № = 0.3622. 

302 A, = 3.6306, A = —3.2392 y А, = 9.6087. 

304 А, = 7.6154, № = —1.4942, Az = 0.8788 

306 A, = 5.4407, A, = —1.6721, Аз = —9.9779, № = 0.2093. 


309 2,4,—1. 

311 0.3210, 0.2395 + 1.0904 i, 0.2395 — 1.09041. 

313 3.1003, 0.1064, 0.2204, 0.5728. 

315 А, = 1, ® = V2/2(1,1,0); № = 2, 09 = V3/3(-1,1,1); As = 5, 0 = V6/6(1,—1,2) 


317 A, = —1.0711, 0, = (0.8335,0.2947,0.4673); А = 3, ®› = (—0.1562,0.9370, —0.3123); Аз = 13.0711, 
©з = (—0.5300,0.1874,0.8271). 


319 A, = —1 con vector propio correspondiente 0; =1/2(1,1,—1,1); A2 = Аз = A4 = 3, con vectores propios correspondientes a = 


V/2/2(—1,1,0,0), 9 = V/6/6(1,1,2,0), da = V3/6(-1,—1,1,3). 


321 A; = —1, 0; = (0.6325,0.3162, —0.3162,0.6324); Аз = 4, ®› = (—0.3162,0.6325, —0.6325, — 0.3162); Аз = 5, 
©з = (0.0000,0.7071,0.7071,0.0000); A4 = 2, da = (—0.7071, 0.0000, 0.0000, 0.7071). 


323 A, = 6 con vector propio correspondiente 0, = V/5/5(1,1, 1, 1, 1); № = Аз = № = As = 1 con vectores propios correspondientes 
Da = V2/2(—1,1,0,0,0), 03 = V/6/6(—1,—1,2,0,0), 04 = V3/6 (—1,—1,—1,3,0), 95 = V/5/10(—1,—1, —1,—1,4). 


| Lista de símbolos 


La siguiente es una lista de abreviaciones y símbolos matemáticos. Los símbolos de uso común se 


describen sólo brevemente, mientras que los que se definen en el texto —además de una descripción—, 


incluyen una referencia a la página donde se hace este proceso. 


£8] 


en notación de conjuntos, abreviación 
de la frase tales que, p. 985 

símbolo para denotar que un núme- 
ro entero (polinomio) divide a otro 
nümero entero (polinimio), pp. 995 y 
1023 

símbolo de pertenencia, p. 985 
símbolo de no pertenencia, p. 985 

= (1,2,3,...) conjunto de números 
naturales 

= {...,—2,—1,0,1,2,...} conjunto 
de números enteros 

= {p/q | p.a € Z, q = 0} conjunto de 
nümeros racionales 

conjunto de nümeros reales 

conjunto de números complejos, 

p. 1011 

símbolo de inclusión de conjuntos, 

p. 986 

símbolo de no inclusión de conjuntos, 
p. 986 

símbolo de inclusión propia de con- 
juntos, p. 987 

unión de conjuntos, p. 988 
intersección de conjuntos, p. 988 
conjunto vacío, p. 989 

complemento de un conjunto, p. 989 
diferencia de conjuntos, p. 989 
producto cartesiano, p. 990 

familia indexada de conjuntos, p. 992 
reunión de una familia indexada de 
conjuntos, p. 992 

intersección de una familia indexada 
de conjuntos, p. 992 


uw as a 
Due m 
Kr 
RR 


diag(A;,.. 


mm 
І 
Ж 


Í 
К;< aR; 


E Y ш gM 
x 
pom 
a 


condicional o implicación lógica, 

p. 994 

bicondicional, p. 999 

cuantificador lógico: para todo o para 
cada 

abreviación de la frase por lo tanto 
negación de la afirmación q, p. 997 
función f con dominio A y valores en 
Быр. 135 

asignación a la variable x del valor 
f(x) bajo la función f 

primera derivada de la función y 


segunda derivada de la función y 

x tiende a xo 

límite de f(x) cuando x tiende a xo, 
p. 680 

valor absoluto; en C, p. 1014 

integral indefinida de la función f 
integral definida de la función f 
símbolo sumatorio 

matrices reales de tamaño т por n, 
p.4 

matrices complejas de tamaño m por 
fap: 13 

matriz cero, p. 7 

matriz identidad, p. 7 

matriz columna o vector pp. 8 y 119. 


., Аз) matriz diagonal, p. 8 


transposición de una matriz, p. 9 
intercambio de filas, p. 22 

operación de renglón cambio de esca- 
la, p. 22 
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Ri €» AR; + В К; operación de renglón suma 


Ab=xX 


Cla, b] 
gn(ii,.. 


de filas, p. 22 

sistema lineal con matriz de coeficien- 
tes A y término independiente b, p. 16 
equivalencia de matrices por filas, 
p.23 

matriz aumentada, p. 19 

inversa de una matriz, p. 64 
determinante de una matriz, p. 77 
función determinante, pp. 77, 445 
matriz de cofactores de A, p. 83 
matriz adjunta de A, p. 83 

pareja ordenada, p. 990 

= (x€R|a «x « bj, intervalo abierto 
= {x€ R|a € x € b), intervalo cerra- 
do 

mínimo común múltiplo, p. 1024 
máximo común divisor, p. 1024 
—(xeR|x2 a) 

plano cartesiano, p. 113 

espacio vectorial euclidiano, p. 119 
norma de un vector, pp. 115, 120, 248, 
303 

distancia entre vectores, pp. 115, 120, 
309 

producto punto (escalar o interior) de 
vectores, pp. 115, 120 

símbolo de ortogonalidad (perpendi- 
cularidad), pp. 125, 247 

espacio de funciones reales con domi- 
nio A, p. 134 

neutro aditivo de IR", p. 122 

neutro aditivo de E, p. 131 

S es subespacio vectorial de E, p. 139 
espacio de polinomios, p. 133 

espacio de sucesiones, p. 133 

espacio de polinomios de grado menor 
o igual a k, p. 142 

espacio de funciones continuas, p. 142 


.,lí,) espacio generado por los vecto- 


res iij, ...,li,, p. 145 


Ey(A),E.(A) espacios fila y columna, p. 146 


dim(E) 
Nul(A) 
Ry(A) 
R.(A) 
Rang(A) 
üxb 

Sı +82 
$1 982 
E/S 


dimensión de un espacio, p. 163 
nulidad de una matriz, p. 169 
rango fila, p. 169 

rango columna, p. 169 

rango de una matriz, p. 171 
producto vectorial, p. 177 

suma de espacios, p. 186 

suma directa de espacios, p. 187 
espacio cociente, p. 188 


espacio generado por un conjunto, 

p. 190 

función característica, p. 202 
producto de espacios, p. 215 

producto interior, p. 236 

traza de una matriz, p. 242 

espacio de sucesiones de cuadrado su- 
mable, p. 243 

aproximadamente 

norma cúbica/uniforme, pp. 304, 305, 
308 

norma uno, pp. 305, 306 

bola abierta, p. 311 

bola cerrada, p. 311 

esfera, p. 311 

norma p, pp. 328, 371 

polinomio de Bernstein, p. 339 
complemento ortogonal, p. 389 
espacio de funciones con derivada 
hasta el orden n, p. 403 

espacio de transformaciones lineales, 
p. 419 

núcleo de una transformación, p. 425 
imagen del espacio S bajo la transfor- 
mación T, p. 427 

rango de una transformación, p. 431 
inversa de una matriz/operador, 

pp. 64, 433 

vector de coordenadas relativo a la ba- 
se Z, p. 434 

representación matricial de un opera- 
dor, p. 442 

relación de similaridad, p. 445 
representación matricial de una trans- 
formación, p. 447 

relación de isomorfismo, p. 452 


cu 
C^(—«ce,»») espacio de funciones con derivada de 


todo orden, p. 459 

espacio propio, p. 461 

polinomio característico, pp. 467, 468 
multiplicidad algebraica, p. 475 
multiplicidad geométrica, p. 475 
conjugado de un número complejo, 
pp. 492 y 1014 

operador composición, p. 504 

= T o S, composición de transforma- 
ciones, pp. 504, 559 

operador identidad, p. 505 

imagen inversa, p. 501 

composición de Т consigo mismo n 
veces, pp. 510, 511 

espacio dual, p. 516 


delta de Kronecker, p. 517 

operador adjunto, p. 523 

espacio anulador, p. 524 

grado de un polinomio, pp. 526, 1022 
n! 

~ kY(n— K)! 

polinomio mínimo, p. 536 

transpuesta de una transformación, 

p. 565 

conjugado de una matriz, p. 576 

: — Pj  k-cadena de un digrafo, 

p.582 

matriz asociada, p. 585 

símbolo para representar una batería, 

p.591 

dirección hacia donde fluye una co- 

rriente eléctrica de una batería, p. 591 

resistor eléctrico, p. 591 

símbolo produce, en ecuaciones quí- 

micas, p. 595 

segmento entre dos vectores, p. 616 

función máximo, p. 630 

función mínimo, p. 630 

valor esperado de un juego, pp. 646, 

647 

— dx/dt , derivada de una función, 

p. 667 

sistema lineal de ecuaciones diferen- 

ciales, p. 667 

norma en C" [a,b], p. 681 

k-ésima proyección, p. 684 

ínfimo de un conjunto, p. 687 


, coeficiente binomial 


dJ(fo) o J'(fo) diferencial de una función J, 


p. 689 
derivada direccional, p. 693 


. derivada parcial, p. 698 
matriz jacobiana, pp. 699, 705 
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segundas derivadas parciales, p. 709 
matriz hessiana, p. 710 

normas matriciales naturales, p. 855 
radio espectral, p. 878 

función signo, p. 904 

primera componente de X con mayor 
valor absoluto, p. 926 

partes real e imaginaria de un número 
complejo, p. 1013 

conjunto de argumentos de un número 
complejo, p. 1015 

argumento principal de un número 
complejo, p. 1015 

= cos + isen 0, fórmula de Euler, 

p. 1017 

campo de números binarios, p. 1018 
congruencia módulo n, p. 1018 

clase de equivalencia módulo n, 

p. 1018 

conjunto de clases de equivalencia 
módulo n, p. 118 

neutros aditivo y multiplicativo de un 
campo, p. 1017 

inverso multiplicativo de un campo, 
p. 1017 

conjunto de polinomios sobre un cam- 
po K, p. 1022 

espacio de n-eadas ordenadas con 
componentes en K, p. 1027 
cardinalidad de un conjunto, p. 1027 
aleph cero, cardinalidad de N, p. 1028 
cardinalidad del continuo, p. 1028 
espacio de vectores de código binario, 
pp. 1029, 1030 

código (n,k) de Hamming, p. 1034 
relación precede, p. 1046 

bloque de Jordan, p. 1055 

matriz nilpotente básica, p. 1055 
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Я Nombre || May. Nombre || May. Nombre 
A Alfa I Iota P Rho o ro 
B Beta K Kappa У Sigma 
Г Gamma A Lambda T Tau 
A Delta M My o mu x Ípsilon 
E Épsilon N Ny o nu o Phiofi 
Z Zeta a Xi X Ji 
H Eta O Omicron bs Psi 
Ө Тһеїа II Pi Q Omega 


Esta lista contiene un conjunto de aplicaciones, adicionales al capítulo 6, que se encuentran integradas 
en algunos capítulos del texto. 


Aproximaciones óptimas en espacios con producto interior... eene 283 
Aproximaciones óptimas con polinomios de Legendre „2. х. зеге o occhi ves eee куз 285 
Aproximaciones óptimas con polinomios trigONOMÉÍTICOS 2: +. хуз екешн esseet ar tana at ыы каз 291 
Mínimas Cuadrados: нуга нете анат оао aterra 295 
Aproximaciones óptimas en espacios погтайоѕ............................ КЫ кка куз 337 
Aproximaciones óptimas con polinomios de Вегїзїёїї „+... > ++ жшж кеш ккк eee 339 
Detección y corrección de errores en COIEOS аа ааьар ыскан ala ai 1030 
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| Lista de programas 


El siguiente es un listado de los principales programas en MATLAB que contiene el texto. 


Gauss_Jordan: programa interactivo con operaciones seleccionadas por el usuario ......... 
sistemas_gauss: método de Gauss con sustitución regresiva ............................ 
Inversa Gauss: método de Gauss para calcular la inversa de una matriz .................. 
pivote parcial: método de Gauss con pivote parcial .................................. 
pivote parcial escalado: método de Gauss con pivote parcial escalado.............. 
Met iter Jacobi 1: método de Jacobi con cota para el еггог........................... 
Met iter Jacobi. 2: método de Jacobi con margen de їоЇегапс1а....................... 
Met iter Richardson 1: método de Richardson con cota para el еггог................. 
Met iter Richardson 2: método de Richardson con margen de tolerancia ............. 
Met iter Gauss Seidel: método de Сацѕѕ-Ѕеійеї................................... 
Inversa Neumann: método para aproximar la inversa de una matriz ...................... 
fac, QR. householder: factorización OR de Ноивеһо1Чег............................... 
reduccion hhh: método de reducción Ноивеһо1дег-Неззепбег.......................... 
metodo. petengss metido dela potencia о ici 
deflacion hh: método:de deflación de Householder.......5. 2: carr 
iteracion inversa: método de iteración 1пуег$а...................................... 
metodo: OR: método OR para calcular valores ptOplOS. „заанаар аай 
metOR des: método OR con reducción de Hessenberg y їеѕріататіепіоѕ................... 


[1] Aleksandrov, A., Kolmogorov, A., Laurentiev, M. y otros, La matemática: su contenido, métodos 
y significado, volúmenes 2 y 3, Alianza Universidad, Madrid, 1982. 
[2] Apostol, T., Calculus, volumen 2, Editorial Reverté, S.A., España, 1980. 
[3] Burden, R. y Faires, J., Numerical analysis, Brooks/Cole, Kentucky, 2001. 
[4] Cartan, H., Cálculo diferencial, Ediciones Omega, Barcelona, 1978. 
[5] Cheney, W. y Kincaid, D., Análisis numérico: las matemáticas del cálculo científico, Addison- 
Wesley Iberoamericana, México, 1994. 
[6] Ewing, G., Calculus of variations with applications, Dover Publications, Inc., Nueva York, 1985. 
[7] Fraleigh, J. y Beauregard, R., Linear algebra, Addison-Wesley Pub. Co., Reading, Massachussets, 
1990. 
[8] Friedberg, S., Insel, A. y Spence, L., Linear algebra, Prentice-Hall, Nueva Jersey, 2003. 
[9] Halmos, P., Naive set theory, Springer-Verlag, Nueva York, 1974. 
[10] Herstein, I. N., Topics in algebra, John Wiley & Sons, Nueva York, 1975. 
[11] Hoffman, K. y Kunze, R., Álgebra lineal, Prentice-Hall Internacional, España, 1982. 
] 
] 
] 


[12] Ize, J., Cálculo de variaciones, IIMAS-FENOMEC, UNAM, México, 2002. 

[13] Jones, G., y Jones, J. M., Information and coding theory, Springer-Verlag, Nueva York, 2000. 

[14] Kreyszyg, E., Introductory functional analysis with applications, John Wiley & Sons, Inc., Nueva 
York, 1978. 

[15] Lang, S., Linear algebra, Addison-Wesley Pub. Co., Inc., Nueva York, 1971. 

[16] Lang, S., Introducción al análisis matemático, Addisson- Wesley Iberoamericana, México, 1990. 

[17] Leon, S., Linear algebra with applications, Macmillan College Pub. Co., Inc., Nueva York, 1994. 

[18] Lipschutz, S., Theory and problems of set theory and related topics, Schaum Publishing Co, Nueva 
York, 1964. 


[19] Lipschutz, S., Álgebra lineal, McGraw-Hill Interamericana, México, 1991. 

[20] Pless, V., Introduction to the theory of error-correcting codes, John Wiley & Sons, Inc., Nueva 
York, 1982. 

[21] Rivlin, T., An introduction to the approximation of functions, Dover Publications, Inc., Nueva 
York, 1981. 

[22] Rojo, J. y Martin, I., Ejercicios y problemas de álgebra lineal, McGraw-Hill, Madrid, 1994. 

[23] Sundarapandian, V., Numerical linear algebra, Prentice-Hall of India, Nueva Deli, 2008. 

[24] Wilkinson, J. H., The algebraic eigenvalue problem, Oxford University Press, Oxford, 1965. 
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Los números de página seguidos de una “n” indican que la 
entrada se encuentra en las notas. 


Algoritmo de Balance químico, 590, 595 
división, 1023 Balancear la ecuación química, 595 
Gauss, 17 Base(s) 
Ángulo entre canónica, 159 
dos vectores, 117 de E, 159 
vectores, definición de, 125 de espacios vectoriales, 160 
vectores u, 262 de un espacio vectorial con producto interior, 263 
Antisimetría, 1046 del espacio 
Aplicación lineal, 416n columna, 170 
acotada, 686n fila, 170 
Aproximación estándar, 159 
con polinomios de Legendre, 285, 297n ordenada, 434 
continua por mínimos cuadrados, 297 de un espacio vectorial, 434n 
discreta por mínimos cuadrados, 297 ortonormal, 265 
óptima, 284, 337 ortonormal, 263, 264 
en espacios normados, 337 Biyección, 1027 

por polinomios Bloque de Jordan, 1055 
de Bernstein, 339-341 Bola 
trigonométricos, 291, 295n abierta, 311 

Argumento cerrada, 311 
de la función, 133, 416 Borde del conjunto factible, 620 
principal de un número complejo, 1015 Braquistócrona, 673, 718 

Arista(s), 582 ecuación de la, 676 
del conjunto factible, 616, 620 

Aritmética de punto flotante, 819 (H 

Asociatividad Cadena(s), 582, 1046 
de la suma, 122, 131, 1013, 1026 de Markov, 660 
del producto con escalares, 122, 131 redundantes, 583 

Autovalor, 458, 461 Campo algebraicamente cerrado, 1025 

Autovector, 458, 461 Características de MATLAB, 781 

Axioma(s), 993 Caso límite del producto punto, 239 
de elección, 1046 Catenarias, 678, 679 


de espacio vectorial, 131 Cicloide, 675, 676 


1113 


1114 ÍNDICE ANALÍTICO 


Circunferencias, 315 disjuntos, 989 
Clan del digrafo, 584, 585 equipotentes, 1027 
Clase de equivalencia, 1018 factible, 614, 616, 620, 626 
Codificación, 1030 no convexo, 616 
Código numerable, 346, 1028 
binario, 1030 parcialmente ordenado, 1046 
estándar de verificación de paridad de Hamming, por condición, 985 
1033 por extensión, 985 
(n, k) de Hamming, 1031 solución, 620 
Coeficiente(s) de una desigualdad, 615 


totalmente ordenado, 1046 

universo, 987 

vacío, 987 
Conjunto ortonormal de 

funciones, 293 

vectores completo, 291 
Conmutatividad de la suma, 122, 131, 1013, 1026 
Constante de Lipschitz, 852 


binomial, 339, 1006 

de Fourier, 293 

principal de un polinomio, 1022 
Cofactor ij, 76 
Colinealidad, concepto de, 995 
Columna 

de una matriz, 169 


dominante, 657 Continuidad de 
pivote, 623, 624, 625, 627 la función en el intervalo cerrado, 308 
recesiva, 657 las proyecciones, 684 
Comando rref en MATLAB, 798 los monomios, 685 
Combinación lineal, 143 polinomios de varias variables, 685 
Compleción de un conjunto, 167 Contracción, 852 
Componente(s) de Contradominio de la función, 133, 416 
la inversa de la matriz de Leontief, 610 Convergencia 
un vector, 119 de sucesiones de matrices, 606, 896 
una matriz, 3 en promedio cuadrático, 346 
Concepto de lenta, 937 
colinealidad, 995 rápida, 937 
conjunto, 985 uniforme, 346 


Coordenada(s) 
de un vector, 119 


determinante, 75 
diagonalización sobre el campo C, 489 


diferenciabilidad, 689 polares, 917 
dimensión de un espacio, 160 Саара, 1002 
Cota 


norma, 285 
ortogonalidad, 247 
pivote, 839n 


inferior, 878 
para el error en iteraciones de punto fijo, 852 
para transformaciones afines, 862 
superior, 1046 
Criterio de la integral, 245 


polinomio, 1022 

proximidad, 324 
Condición necesaria de Euler, 722 
Condiciones D 

equivalentes a pares, 67 Decodificación, 1030 

suficientes para diferenciabilidad, 696 
Conjetura de Goldbach, 1003, 1009 


Definición de 
ángulo entre vectores, 125 


Conjugado de un número complejo, 492 campo, 1017 

Conjunto(s) espacio vectorial, 131 
abierto, 1047 integral, 259 
acotado, 1048 matriz invertible, 63, 74 
cerrado, 1048 nücleo, 425 
compacto, 1048 producto interior, 235, 236 
concepto de, 985 subconjunto, 986 


convexo, 616, 620 un nümero primo, 1000 


vector proyección, 252 
Demostración 

directa de una proposición, 995 

indirecta de una proposición, 997 


por reducción al absurdo de una proposición, 998 


Derivada 
de una función de variable real, 379 
direccional, 693, 696 
parcial, 698 
mixta, 709 
Desarrollo 
de Laplace, 76 
por cofactores, 76, 1037 
Desigualdad 
de Holder, 330 
de Minkowski, 330 
de Schwarz, 117, 124, 128, 247, 255, 330n 
triangular, 127, 128, 256, 303 
de la norma p, 328, 330 
Desigualdades multiplicativas, 855 
Determinante, 117 
concepto de, 75 
de la matriz A, 76, 77 
de un operador, 445 
Diagonal 
de una matriz, 8 
principal de una matriz, 8 
Diagonalización 
para una matriz, 471 
sobre el campo C, concepto de, 489 
Diagrama de Venn, 986 
Diferencia(s) de 
conjuntos, 989 
iteraciones sucesivas, 886, 891 
Diferenciabilidad 
concepto de, 689 
condiciones suficientes para, 696 
de las transformaciones lineales, 691 
del operador integración, 691 
Diferencial, 690 
Digrafo, 582 
matriz de incidencia del, 582 
vértices del, 582 
Dimensión 
de un espacio 
concepto de, 160 
vectorial, 160, 163 
del espacio trivial, 163 
infinita de un espacio vectorial, 163 
Distancia 
entre vectores, 115, 120, 257, 258 
mínima 
de un vector a un subespacio, 283 


ÍNDICE ANALÍTICO 


entre dos puntos, problema de la, 722 

relativa a la norma canónica, 309 
Distribución 

de población, 660 

inicial de la población, 660 
División sintética, 471, 495 
Doble precisión en los cálculos, 822 
Dominancia total, 587 
Dominio, 586 

del funcional, 716 

entero, 1023 
2-cadenas, 582 
Du Bois-Reymond, lema de, 717, 722 


E 
Ecuación 
balanceada, 595 
característica de una matriz, 467 
de la braquistócrona, 676 
matricial, 597 
Ecuaciones químicas, 595 
Efecto de matrices elementales, 71 
Eigenvalor, 458, 461 
Eigenvector, 458, 461 
Eje imaginario, 1011 
Elemento 
de un conjunto, 985 
maximal, 1046 
Entradas de una matriz, 3 


1115 


Equivalencia de normas en dimensión finita, 327, 


1048 
Error 
absoluto de aproximar, 821 
de redondeo, 821 
promedio cuadrático, 260 
relativo de aproximar, 821 
Escalar nulo, 679 
Esfera, 311 
Espacio(s) 
columna de una matriz, 146 
complejo, 173 
con producto interior, 337 
de dimensión finita, 327 
de funciones continuas, 142, 260 
de transformaciones lineales, 419 
euclidiano(s), 315, 493, 494 
fila de una matriz, 146, 169 
normado(s), 337 
con norma canónica, 311, 318 
nulo de una matriz, 141, 169, 425 
propio de un valor propio, 461 


sobre el campo de los números complejos, 175 


solución, 141 


1116 ÍNDICE ANALÍTICO 


vectoriales isomorfos, 456 canónica(s) de Jordan, 1055, 1057 
Espacio de inferior de Hessenberg, 913 
funciones, 136 matricial del método de Gauss-Seidel, 893 
matrices, 132 normal de un número complejo, 1013 
simétricas, 143 polar de un número complejo, 1015 
polinomios, 133 superior de Hessenberg, 913 
sucesiones, 133 Formación de una matriz de signos, 79 
Espacio vectorial, 418 Formatos de MATLAB para desplegar información 
definición de, 131 numérica, 785 
finitamente generado, 162 Fórmula 
normado, 285, 303 alternativa para el producto interior, 121 
completo, 850, 850n de binomio de Newton, 1006 
con norma canónica, 337 de Euler, 1017 
de Banach, 850n de Moivre, 1017 


sobre el campo de los números complejos, 173 de Taylor de segundo orden para funcionales 


Estado, 660 en R^, 710 


estacionario del proceso de Markov, 663 Función, 133 


Estrategia(s) argumento de la, 133 
de los jugadores, 646, 647 biyectiva, 424 
óptimas de los jugadores, 648 GRETO id ) 
Estrategia de pivote can Mos 
parcial, 839 constante cero, 138, 460 
escalado, 841, 842 сш iam 
total. 847 contradominio de la, 133, 416 
Evaluación del polinomio, 1022 нае 
Excel. 803 de costo, 614 
e de ganancia, 614 
fi ón SUMAPRODUCTO : 
Е a ш Шр de Lipschitz, 852, 860 
xis 


det de MATLAB, 797 

inv de MATLAB, 797 

inversa, 422, 423 

invertible, 423 

inyectiva, 423, 1027 

lineal continua entre espacios vectoriales, 686n 


de bases, 160 
del inverso aditivo, 1013, 1026 
del neutro aditivo, 1013, 1026 
Exponente, 820 
Extremos locales, 706 


máxc, 926 

F 2. no negativa, 245n 
Factorización objetivo, 614, 625 

QR, 279, 299, 901 proyección, 684 

de Householder, 909 rank de MATLAB, 797 

LU de la matriz, 829-834 SUMAPRODUCTO de Excel, 805 
Familia suprayectiva, 424, 1027 

de conjuntos, 992 trace de MATLAB, 797 

indexada de conjuntos, 992 transpose de MATLAB, 797 
Fila Funcional en R”, 698 

dominada, 657 Funciones 

dominante, 657 componentes, 686 

no nula, 20, 20n entre espacios vectoriales, 415 

nula, 20, 20n lineales de una variable, 415 

o columna conveniente, 80, 80n 

objetivo, 623, 626 G 

pivote, 624, 625, 627 Generadores de un espacio, 148 

recesiva, 657 Generalización de la derivación, 689 
Forma(s) Geodésicas en 


canónica nilpotente, 1057, 1063 el plano, 677, 718 


una superficie en el espacio, 678 


Grado del polinomio constante, 1022 


Grafo dirigido, 582 


H 
Hiperplano, 502, 620 
Hipótesis, 993 
de inducción, 1003 
del continuo, 1028 
Homomorfismo, 416n 


І 
Identidad 
de polarización, 319 
del paralelogramo, 318 
Igualdad de 
conjuntos, 987 
números complejos, 1012 
polinomios, 167 


Imagen de la transformación, 424, 427 


Índice(s) 
conjugados, 328 
de nilpotencia del operador, 1056 
Ínfimo, 879 
de A, 687 
Influencia directa, 586 
Integral 
de una función no negativa, 306 
definición de, 259 
impropia, 245n 
Intercambio de 
columnas, 847 
renglones, 847 
Intersección de 
conjuntos, 988 
reunión, 992 
una familia de conjuntos, 992 
Inversa de 
la matriz de Leontief, 601, 605 
una matriz, 83 
Inverso aditivo, 122, 131, 138 
Inyectividad, 424, 426 
Isomorfismo, 452, 1048 
Iteración inversa, 937 


Juego 
con valor esperado cero, 650 
de política, 650 
de suma cero, 645 
justo, 650 

Juego matricial 
de suma cero, 645 
estrictamente determinado, 645 


ÍNDICE ANALÍTICO 


K 
k-cadena, 582 
Kernel. Véase Nücleo 


L 
Lema, 1002 
de Du Bois-Reymond, 717, 722 
de Lagrange, 716 
de Zorn, 160, 1046, 1047 
Ley de 
cancelación, 138 
para el producto, 1019 
para la suma, 1019 
cosenos, 116,317 
Ohm, 592 
refracción de Snell, 673 
Leyes de 
De Morgan, 991 
Kirchhoff, 592 
Literal indeterminada, 1022 


M 
Magnitud de un vector, 115, 120 
Magnitud del fluido, 589 
Malla del circuito, 590 
Mantisa del nümero en punto flotante, 820 
MATLAB 
características de, 781 
comando rref en, 798 
función det de, 797 
función inv de, 797 
función rank de, 797 
función trace de, 797 
función transpose de, 797 
matrices especiales en, 786 
palabra reservada function en, 790 


1117 


para desplegar información numérica, formatos 


de, 785 
software, 781 
toolboxes de, 781 
Matrices 
con componentes complejas, 85 
cuadradas 
con entradas complejas, 482 
de orden n, 8 
especiales en MATLAB, 786 
nilpotentes básicas, 1056 
similares, 445 
suma de, 8 
Matriz, 3 
adjunta de A, 83 
ampliada, 19 
aumentada, 19 


ÍNDICE ANALÍTICO 


cambio de base, 438 
cero, 6, 709 
columna, 5, 5n, 119 
componentes de una, 3 
cuadrada diagonal por bloques, 1056 
de coeficientes del sistema, 16 
de cofactores de A, 83 
de Givens, 921 
de Householder, 902, 933 
de incidencia, 581 

del digrafo, 582 
de insumos, 598, 602 
de intercambio, 598, 602 
de Leontief, 597 
de permutación, 836 
de proyección, 271 
de reflexión, 920 

de Givens, 921 
de rotación, 920, 921, 950 
de signos, 79 
de transición del proceso de Markov, 661 
diagonal, 8 

por bloques, 940 
diagonalizable, 471 
diagonalmente dominante, 876 
elemental, 829 
en forma escalonada reducida, 28, 29 
entradas de una, 3 
equivalente por filas, 23 
escalonada, 20, 21 
fila, 5, 5n 
generadora de código de paridad, 1031 
hessiana, 672, 710 
identidad, 829 
identidad n x n, 6 
inversa de A, 64 
invertible, 63n, 64 

definición de, 63, 74 
jacobiana, 699, 705 
multiplicación de un escalar con una, 4 
nilpotente, 1056 

básica, 1063 
no cuadrada diagonal, 457n 
no regular, 662 
no singular, 63n, 1042, 1042n 
ortogonal, 282 
regular, 662 
simétrica, 9, 492, 950 

real, 712, 950 
singular, 63n, 1042 

superior, 73 
transpuesta, 9 
tridiagonal, 913 


simétrica, 915 
verificadora de código de paridad, 1031 
Matriz cuadrada 
de orden n, 282 
diagonal, 457n 
elemental, 71 
invertible, 63, 64 
Matriz definida 
negativa, 712 
positiva, 712 
Matriz triangular 
inferior, 8 
superior, 8 
no singular, 279 
Máxima 
cota inferior, 687 
pérdida promedio, 647 
Máximo local, 706 
del funcional, 706 
Mejor aproximación, 284 
Menor ij, 76 
Método 
deductivo, 1003 
en matemáticas, 993 


gráfico de programación lineal, 613 
mínimax, 342 
simplex, 620 
de dos fases, 631-637 
Método de 
aproximación para la inversa de la matriz de 
Leontief, 610 
deflación de Householder, 931-933 
factorización QR de Householder, 939 
Gauss, 24, 68 
Gauss-Jordan, 28, 68 
Gauss-Seidel, 887 
con margen de tolerancia, 891 
iteración inversa, 937 
la adjunta, 83, 1044 
la potencia, 923, 926 
mínimos cuadrados, 270, 299 
Richardson con margen de tolerancia, 886 
series de Neumann, 898 
solución de sistemas lineales por eliminación 
gaussiana con sustitución regresiva, 823 
Método de Jacobi 
con cota para el error, 866 
con margen de tolerancia entre las diferencias de 
iteraciones sucesivas, 872 
para calcular valores y vectores propios, 953 
Método iterativo 
de Jacobi, 862, 866 


de Richardson, 880 
con cota para el error, 883 
para aproximar soluciones, 878 
Método QR, 940 
con reducción de Hessenberg, 946 
y desplazamientos, 947 
Mínimo 
común múltiplo, 1024 
de una función de costo C, 634 
local, 706 
del funcional, 706 
Modelo(s) 
de Leontief para economías cerradas, 602 
lineales, 415 
para economía 
abierta, 596 
cerrada, 602 
Módulo de 
un número complejo, 1014 
valor absoluto, 1014 
Monomios, continuidad de los, 685 
“Montañas”, 706 
Multiplicación de 
un escalar con una matriz, 4 
una ecuación por un número, 18n 
Multiplicidad 
algebraica, 475 
geométrica, 475 


N 

Neutro 
aditivo, 122, 131, 138 
multiplicativo de C, 1013 


No conmutatividad del producto de matrices, 10 


No singularidad de la matriz de Leontief, 601 
Nodos de la red, 589 
Norma(s) 
canónica, 120, 315 
en el espacio R, 328 
concepto de, 285 
cuadrado medio, 249n, 345-346 
cúbica, 304, 308n, 315 
vectorial, 860 
de Chebichev, 342 
de promedio cuadrático, 249n 
de un vector, 115, 120, 303 


del vector inducida por el producto interior, 493 


en el espacio, 855 

en un espacio vectorial, 303, 309 
equivalentes, 324, 679 

estándar, 315 


ÍNDICE ANALÍTICO 


euclidiana, 120, 315, 328, 1048 
inducida por el producto 
interior, 248, 256, 257, 258, 303, 315 
punto, 315 


1119 


inducidas en espacios con producto interior, 285 


infinita, 304, 308n 
matriciales naturales, 855, 857 
natural, 315 
p del vector, 328 
uniforme, 304, 308, 316, 342 
Normalizar, 277 
Notación 
del determinante de una matriz, 77n 
matricial, 6 
para la norma cúbica, 328 
Núcleo, 424, 426 
de la transformación, 424 
de una transformación matricial, 425 
definición de, 425 
Nulidad de A, 169, 170 
Número 
complejo, 12, 1012 
imaginario puro, 1014 
de cifras significativas, 820 
primo relativo, 997 


Objetivo del análisis de insumo-producto, 596 
Operaciones de 

columnas, 80 

funciones, 683 

renglón, 80 

a una matriz, 29 

Operador 

identidad del espacio E, 418 

integración, 716 

diferenciabilidad del, 691 

invariante, 1058 

nilpotente, 1056, 1063 

sin valores propios, 460 
Operador lineal, 426 

autoadjunto, 494 

hermitiano, 494 

invertible, 426 

no singular, 426 
Optimización de funcionales, 671 
Orden parcial en el conjunto, 1046 
Ortogonalidad 

concepto de, 247 

en espacios con producto interior, 247 


Palabra reservada function en MATLAB, 790 
Pareja ordenada, 990 


1120 ÍNDICE ANALÍTICO 


Pares de normas, 324 Markov, 660 
Parte ortogonalización de Gram-Schmidt, 272-275, 
imaginaria de un número complejo, 1013 279, 285 
real de un número complejo, 1013 Programa en MATLAB para el método de Jacobi 
Periodo, 660 con cota para el error, 867 
Pivote, 17, 18, 21 Producto 
concepto de, 839n cartesiano de conjuntos, 990 
Plano cartesiano R?, 113 de matrices 
Polinomio(s) de Householder, 915 
característico, 468 ortogonales, 909, 909n 
de una matriz, 467, 468, 823 de un escalar por un vector, 114, 120 
constante, 1022 de una matriz 
cero, 1022 fila con una matriz columna, 5 
indefinido, 1022 m x n con una matriz n x p, 5 
1 (uno), 1023 escalar, 115, 120, 236 
de Bernstein, 339 en espacios complejos, 492 
de grado, 467 matricial, 243 
de Legendre, 288 punto, 115, 120, 235 
normalizados, 288 de dos vectores, 116 
de varias variables, continuidad de, 685 de vectores, 237, 243 
irreducible, 1024 Producto interior, 115, 120 
mónico, 1022 bilineal, 236 
trigonométrico, 283 canónico en C", 492 
Preservación de la escala, 123, 131 definición de, 235, 236 
Primera definido positivo, 236n 
componente con mayor valor absoluto, 926 en el espacio de funciones continuas, 237 
ley de Kirchhoff, 592 en espacios complejos, 492 
Primos relativos, 1024 en matrices, 240 
Principio(s) mediante la traza, 242 
básicos de conservación, 589 en un espacio de sucesiones, 243 
de conservación en una ecuación química, 595 nulo, 247, 493 
de Fermat, 672 Propiedad de 
de los nodos, 589 asociatividad, 991 
del buen orden, 996 complemento, 991 
fundamental de la programación lineal, 618 conmutatividad, 991 
Principios de inducción, 322n, 1001 distributividad, 991 
completa, 1008 idempotencia, 991 
con corrimiento, 1008 identidad, 991 
matemática, 1003 la desigualdad triangular del valor absoluto, 243 
Problema(s) simetría en espacios reales, 492 
de Chebichev, 341 Propiedades 
de la cuerda vibrante, 342 algebraicas de las operaciones de conjuntos, 
de la distancia mínima entre dos puntos, 722 991 
de optimización, 671 de índices conjugados, 328 
de programación lineal con dos variables, 614 de los determinantes, 1040 
dual, 643 de los valores propios, 486 
de programación lineal, 641 de ortogonalidad, 248 
estándar de programación lineal, 620 del producto interior, 247 
isoperimétrico, 676 elementales de espacio vectorial, 138 
no acotado, 619, 627 esenciales del producto punto, 235, 235n 
primal, 643 Propiedades básicas de 
Proceso de los campos, 1019 


inducción, 1002 transformaciones lineales, 419 


Propiedades de 
el producto 
interior, 236 
punto, 123 
el valor absoluto, 126, 304 
la norma en R", 127 
los determinantes, 80 
Propiedades intrínsecas del operador, 457 
Proposición bicondicional, 999 
Proximidad, 126 
concepto de, 324 
de vectores, 327 
Proyección(es) 
continuidad de las, 684 
de un vector sobre un subespacio, 265 
Punto(s) 
crítico(s), 707 
de un funcional en R”, 709 
esquina del conjunto factible, 616, 620, 626 
fijo de la función, 849 
silla, 645, 714 


Radio espectral de la matriz, 878 
Raíces reales del polinomio característico de una 
matriz, 467 

Raíz 

de un polinomio, 1025 

racional de un polinomio, 1026 

simple de un polinomio, 1025 
Rango 

columna de A, 169, 170 

de la transformación, 431 

de una matriz, 171 

fila de A, 169, 170 
Razón mínima no negativa, 627 
Reacciones químicas, 595 
Recíproco de la norma de un vector, 277n 
Redes conductoras, 589 
Redondeo, 820 
Reflexión de un vector, 919 
Reflexividad, 1046 
Regla de 

asignación, 133 

Cramer, 1045 

la cadena, 696 

la mano izquierda, 121 

Sarrus, 78 
Regla del producto, 697 
Relación de 

congruencia módulo n, 1018 

dominancia, 587 

parcial, 588 


ÍNDICE ANALÍTICO 1121 


total, 587 
equivalencia, 1018 
recurrencia, 849, 850, 878 
Representación diagonal de una transformación 
lineal, 457, 458 
Representación matricial de 
la transformación lineal, 422 
un operador lineal, 441, 442 
una transformación lineal, 447, 457 
Representación matricial del operador lineal 
inverso, 446 
Rotación de un vector, 917, 918 


Sector externo, 601 
Segunda ley de Kirchhoff, 590, 592 
Semiplano, 615 
Serie(s) 
convergente, 243 
de Neumann, 897 
geométrica, 609 
de la matriz A, 897 
Sistema(s) 
algebraicamente cerrado, 1017 
con solución única, 31 
consistente con infinidad de soluciones, 24 
consistente con solución única, 24 
de los números complejos, 1011 
equivalente escalonado, 17, 18 
homogéneo, 31 
asociado, 32 
lineal, 15 
consistente, 16, 18 
inconsistente, 16, 22, 24 
lineales con coeficientes complejos, 34 
matriz de coeficientes del, 16 
no homogéneo, 32 
ralos, 848 
Software MATLAB, 781 
Solución 
factible, 614, 620, 626 
no trivial, 153, 155, 161 
trivial, 31, 156 
Solver de Excel, 803 
Subconjunto(s) 
acotado superiormente, 1046 
definición de, 986 
maximales de vértices, 584 
propio, 987 
Subdiagonal, 913 
Subespacio(s) 
de polinomios trigonométricos, 294 
generado, 144-145, 1046 


ÍNDICE ANALÍTICO 


propio de E, 140 
triviales del espacio vectorial E, 140 
vectorial de E, 139, 144 
Sucesión 
constante cero, 243, 245 
convergente en promedio cuadrático, 291 
de Cauchy, 850n, 851 
de polinomios trigonométricos, 294 
de punto fijo, 850 
de sumas parciales de la serie de Neumann, 
897n, 898 
finita de vectores, 434 
Suma de 
dos ecuaciones, 18n 
dos vectores, 114, 120 
filas, 25 
matrices, 4 
“Sumideros”, 706 
Supradiagonal, 913 
Supraíndice, 608n 
Suprayectividad, 424 
Sustancia(s) 
producto, 595 
reactivas, 595 
Sustitución 
hacia delante, 835 
regresiva, 17, 18, 21, 30, 835 


T 
Tabla 
de insumo-demanda-producción, 597 
inicial, 623, 626 
Teorema, 993 
de aproximación, 293 
de Weierstrass, 338 
de descomposición primaria, 1061 
de dualidad, 644 
de Green en el plano, 676 
de Kronecker, 1026 
de ortogonalización de Gram-Schmidt, 493 
de Pitágoras, 125 
en espacios con producto interior, 251 
del binomio de Newton, 1001 
del punto fijo, 850 
para transformaciones afines, 861 
del valor medio, 701 
Minimax, 647, 648 
Teorema de factorización 
QR, 279, 282 
única, 1025 
Teorema fundamental 


de espacios vectoriales normados de dimensión 


finita, 328 


de la aritmética, 1008 

del álgebra, 1025 

del cálculo, 238, 238n, 460 
Teoría de 

grafos, 584 

integración, 118 

juegos, 644 
Teoría de punto fijo 


en espacios vectoriales normados completos, 848 


para transformaciones afines, 860 
Tesis, 993 
Toolboxes de MATLAB, 781 
Topología, 327 
Transformación, 416 

afín, 860 

constante cero, 419 

de Householder, 902 

derivación, 417 

integración, 418 

lineal, 416 

de R en R, 416, 417 

Transformaciones 

lineales, diferenciabilidad de las, 691 

matriciales, 420, 426 
Transitividad, 1046 
Traza de matrices cuadradas, 242 
3-cadenas, 583 
Truncamiento, 820 


U 
Unidad imaginaria, 13, 1012 
Unión de conjuntos, 988 


V 
“Valles”, 706 
Valor 
absoluto de un nümero real, 77n 
característico, 458, 461 
del juego, 645 
esperado del juego, 647, 648 
máximo del conjunto de nümeros reales, 304 
óptimo de una función objetivo, 618, 618n 
Valor mínimo 
del conjunto de números reales, 284 
garantizado, 647 
Valor propio 
de una matriz cuadrada, 931 
de un operador lineal, 458 
de una matriz, 461 
dominante, 923, 931 
nulo, 929 
Valores propios de una matriz, 467, 923 
Variable(s), 1022 
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de holgura, 622, 625 correspondiente al valor propio, 932 
dependiente, 133, 416 de un operador lineal, 458 
independiente, 133, 416 de una matriz, 461 
libres, 21, 165 Vectores, 119, 131 
ligadas, 21, 165 distancia entre, 120 
no básica(s), 21, 624, 626 linealmente 
Variable básica, 21, 624 dependientes, 151, 152, 158 
entrante, 625, 627 independientes, 151, 152, 158 
saliente, 625, 627 no nulos ortogonales, 265 
Vector ortogonales, 125, 493 
característico, 458, 461 paralelos, 125 
código, 1030 perpendiculares, 125 
componente de un, 119 propios, 923 
coordenada de un, 119 Verificación de paridad, 1030 
coordenado, 434 Vértice(s) del 
de coordenadas, 265, 335, 434 conjunto factible, 616 
de distribución, 663 digrafo, 582 
de probabilidad, 660 
inicial para la base, 164n М 
no nulo, 458 Wronskiano, el, 155 
proyección, 271 
definición de, 252 1 


Vector propio Zorn, lema de, 160, 1046, 1047 


